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DI UNA NOTEVOLE SEMPLIFICAZIONE

NEL CALCOLO DELLE PERTURBAZIONI DEI PICCOLI PIANETI

DI

A. VENTURI

PROFESSORE NEL R. LICEO DI COMO

I noto che per determinare le perturbazioni assolute dei piccoli pianeti, occorrono sviluppi
di gran lunga pid laboriosi che non pei pianeti maggiori. La cagione di questo fatto sard da
molti attribuita, oltre che alla vicinanza di Giove, a due speciali circostanze che si presentano
negli asteroidi: ciod alla grande eccentricitd dell’orbita ed alla sensibile inclinazione che il piano
di questa ha verso lecclittica. Pure, entrando hene addentro all’argomento, son venuto nella
convinzione che la maggior mole di lavoro che & necessario per venire a capo delle perturbazioni
dei nominati pianeti, sia occasionata anziché da due, da una sola circostanza e cio¢ dalla
grandezza della eccentriciti. I questa sola che ci obbliga a prender per argomento 1'anomalia
eccentrica dell’Asteroide, costringendoci poi ad un improbo lavoro per esprimere in funzione di
tale variabile le coordinate del pianeta perturbatore.

Ma se I’Asteroide ha piccola eccentricita, pure avendo sensibile inclinazione, allora mo-
strerd in questo scritto come cessi il bisogno di sviluppare per 1I’anomalia eccentrica e come
sia possibile, ad onta della forte inclinazione, di riprendere per argomento degli sviluppi I’ano-
malia media, con notevole semplificazione di calcolo, senza percid ritornare agli antichi metodi
i quali esigono che anche 1’inclinazione abbia piccolo valore.

1. In un mio lavoro: Sulle perturbazioni degli asteroidi (*) ho dimcstrato che per equa-
zioni differenziali del moto di un pianeta, si possono assumere le sei seguenti:

10
(:;;_27 EM _[eo—}—cos(v—{—mo)Js—-l— 205 sen(v—}—mo)r(——
l
%:2% i gsen(v—{—mg) aQ 27&0 (v+wo)'rdQ
di i ;dQ
Lo 1422
clu dv (1)
CEy g—f—<p7cos(v+wo)+¢7‘sen(v+m) 4
dz ao
P hrsen(v -+ wo)cosz(dz)
dA

dQ
o = hrcos (v + @,) COM(ZZ)

(*) Pubblicazioni del R. Osservatorio di Brera in Milano, n,° 22. — Milano Hoepli, 1882,



4 A. VENTURI,

sicchd le sei variabili indipendenti del moto sarebbero le quantitd ¢, ¥, &, #, &, 4. Quanto al

significato dei simboli #, v, @,, 7, ecc., rimando alla citata Memoria. '
Le variabili precedenti del moto sono poi legate agli elementi osculatori a, ¢, %, ¢, @, 7

dalle seguenti relazioni

cosA,8ence

Co =€ — €,SENE; te (v @) = ——
"8 ¢ pSene; g(v + @) e

cosisen (v + @)

= & t+c=¢—esene
tge send + cos(v + @)’ g (2)
2D T 2 I ho h
p="""[ccos(@—m)—e]; $=—"——esen(@—m); E=—7 T2
E =sen¢sen (¢ + @,) — seni;sen (g, 4 @) A =senicos(s + @,) — send, cos (5 + 2,

le quali formole si ritrovano ordinatamente a pag.® 101, 35 e 28 della Memoria citata. In tutto
cio che precede & inoltre:
an 2

h=—=, . seuk=eg,  x= a*n’. (3)

Volendo arrestarci alla prima approssimazione, basta togliere gli indici o che distinguono gli
elementi al tempo ¢ dagli stessi elementi all’epoca, e considerare quindi tutti gli elementi come
riferiti all’epoca. La quantitd v + = diverrd allora ’anomalia vera f; 7 diverrd », h, diverrd k,
e adoperando le (3), le (1) si muteranno in

do  2an (cosf 1 ; EdQ 2an senf [ dQ
T coskj r +acos")\(° = SO dv o cosh 7 \ dr
dy  2an senf+ senf ) dQ  2an cosf 7@
At e cosh (B acosr) dv  cosr -7 ( dr
diige cosh dw
9 (4)
FNZ =& 4 orcosf+ Ursenf=w
dE  an e icon aQ
AT oo e O\ |
LR rcosfc siq ‘ ;
T B e |
2. Eliminiamo prima di tutto dalle precedenti la %% Si ha:
aQ 4o El_v aQ dr
dg  dvdg ' dr dg
Ma dalle formule del moto ellittico si ha pure:
dv _ a'cos) dr _ aesenf
: (T et dg* s 3 GoRA -
Quindi:
4Q  dQ a’cos) ‘l“lQ acsenf
dgadyesr, dr cos
da cui;
4 _do £ (0 resens :
dv dg a’cos: dr| acos®) (5)
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Sostituiamo questo valore nelle tre prime (4); la 1° diverra:

do 29

'y r r’ (c—}—cosf)i dQ
at cos“)\g osfsk a*cos’ Jdg &
i 2n j b — csenfcosf (e -+ cosf)ersenf (ZQ
cosA cos’ A acos' A s

Moltiplicando i termini gcosf ed %senf per la quantitd

> i ercosf
@ cos’ h acos’h

che & uguale all’unitd, in forza della (6) pag. 44 Memoria citata, avremo

(lcg_ 2n 529 cosf -+ er* 4+ e’ cosf;(ZQ_i_

dt~ cos' a*cos®\ dy
2n e'rsenf ersenfcosfg ] dQ)

s cos’ A Isenf @cos’ A @ cos* A "ar

Ora, moltiplicando senf per la solita quantita =1 si trova
. érsenf  ersenfcosf  rsenf rsenfcos’x 7
0/ — = SR SR e bl Son s
== @ cos® A @cos*h @cos®h ( &) acos’ A a S

Inoltre:

; 73
27°cosf + er’ 4 er’cos’f = —e—{2¢,’cosf+ ¢+ ¢'cos’f} =

7 ja (1 — e?)?

:%{(l—ercosf—{—e"’cos’f}—(l c)}—7 p —(1——0’1:005’*7\5

giacché dalla quantita precedente che & =1 si deduce, quadrando
2 2
14 2ecosf + ¢ cors,”f——(—J'—(l—Q.——cl
Introducendo nella (7) i due sviluppi precedenti, essa diviene:
d’(l——e”)——r") ao 2n 7'senf(r dQ)

3 dcp 2n
u'e | dg cos’h  a dr

‘At cos’h

3. Eliminiamo ora (CZ;; dalla 2* delle (4). Si ha dapprima:

dt ~ cos'Aa a® cos®h cosA | cos*A @ costA r

[{ ‘2 2 2 ( 2 Q
(Z,J n [i senf+7—2 Sen_.f]((li—;— 2n [ese? i _l_zesen f—l——cosf]( dl_?).

Moltiplicando la %cosf pel solito valore (6) di 1, abbiamo:

: ¢
sen f . r esen’f e re 7 cosf
— — cosf = —; — — —
cos ) 2 @ CcoS*A + 7 ! cos’ A 2 a cos*A +a, cos* A
o o (2 2 7 cosf e
~ cos®X ' @ cos*r ' @ cosA  cos’A

Moltiplicando pel solito valore di 1 la — 2

cos’)\:
esen’f | r esen’f £ude r cosf : %e 7 cosf
=F = f— )= e
cos’ A o @ Ccos*A + 7 S0 cos’A +a cos“l( )= Cosh i @ cos’ A

@ (1 —¢Y)

(6)

(7)

2
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Si ha quindi:

dy 2n 1 aQ o 2n Ol = iCOS ](V@) 9
dt s @ senf[l +— cos’ 7\] dg covr| ‘T a / ar
¥, ; ao Sy
Eliminando infine VT dalla 3* delle (4), abbiamo:
dé San 2 [dQ dan r d_Q) (10)
T costh cah (71?) T os%a scnf(7 dr
Le due ultime (4) poi si possono scrivere:
G iy -zsenfcosi(a"" CZQ)
dt  cosk a dZ), (11)
S BT £ cos _22 =)
dt ~ cos: acos ssarla’ 5% ]
Riunendo le (8)-(11) si posson porre sotto la seguente forma:
: do , do dQ
Tl dg +B'( dr)
ay . Q L[ dQ
at — 4.2 e s ”(’ W)
dév e knidQ Ao 19
W—As (ZE +B3(7 77-) ( )
dE . AQ
T A, cost (a, -d~)0
dA f 2 A0
R Aocosz(a ﬁ)o'
Ove abbiamo:
27 [a’(1 —¢®) —»° o2n r
A= cos”ll a‘e ] = cos A @ SR
2n 7 ko 2n 3 .
S f[ +a cos’ 1] BZ——M[2O+ECOS/} (13)
3an:. 7 3an r
Az__c__osz)\.a_? B3=COS7\G senf
n 9 n
T cosh Esenf A cos)\ a ol |

4. Esprimiamo ora le 4 e le B per I'anomalia media g del perturbato. Dalla teoria del
moto ellittico, essendo f I’anomalia vera, abbiamo:

7 {7
senf=(1—ge”)seng—}—(e—-geg)sean—{—%e’sen?)g—l—gease.ntig \1
i 4 9 4
cosf=—e-+ l—ge cosg + b=t COSQg+8—c‘cos3g—l—§e“cos4g (14)

"y D e i, 193 3 . ‘
___(1—*.56) (c Se)cosg—gccos&q—s—e cos 3 g. /
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Per mezzo della moltiplicazione, trascurando ¢, ¢*, ecc., si ottiene

7 3 1 1
Ecosf:——;e-{—(l — ch"’)cosg’%(o— = i O )00329—{— ¢ cosSg+1—03cos4g

73 5 el 5
L—b_senf-—:(l—geﬂ)seng—}—(ge—12 )sen"J—{——e sen3g+,,~e sendg (15)
r* 3= ( 1 1 1 1 1
fox LT | 17y S e i) I e P 90 — — & ki e |
e (1+26\) : e 4c)cosg (20 Gc)cos g 4econg Gccoszlg |

" Inoltre, essendo
cos’A=1—¢

sviluppando colla serie binomiale sino alln precedente approssimazione abbiamo:

1 e 1 & 1 3,
cosk—1+—2-’ cosk_l—}_ cos31_1+§e' =)

Sostituendo nelle (13) gli sviluppi (14), (15) e (16), otterremo le 4, B sviluppate per I’anomalia
media ed ordinate per le potenze dell’eccentricita, sino alla terza, la quale, poi, nella pratica,
pud trascurarsi tranne in pochi termini pi sensibili degli altri; poiché non dimentichiamo che
I'ipotesi fondamentale di questo scritto & la piccolezza dell’eccentricita.

Avremo quindi:

4= 12.5—50(1 +e”)-{—(4 + ;e"’)cosg -+ (e—}—%e”)coé?g —l—% ¢’cos3g —[—%e“coszig

B, = n?(? —f—%e”)-seng—{—(e—l—%e“)sen‘zg—f-%e’sen&f/—]—gessenf;g
g b, i e
A= n 4—]—50 seng -+ e—{—ac sen2g—{—;e"sen39+§esen4y

|
3 3 4 2 4
B,= ni——e 1—}—5-0 2 - -c cosg — c+ cong——Zc cos2g—é—c cosd g

SR 2 \
_(3 -+ 1—20-62) —l—((}c—{—% e“)cosg +?)—020052{} —}—Z—egcos?)gg (17

3ie -+ —1—c)sen9+—csen9g+—e sen3g

—_——

f
(
i35 1 ] v P 2 1,
A, = ng 1—5 seng - 5¢—¢g¢ sean—I—ge sen3g+—e send g
3 . 1 1
= 1z§—e ;—{—Ze + 1+§(3 COSJ+ SR ol cos2J+—cCOSSJ—{—

—{—%cscoszlgg-

5. Occorre ora svolgere le derivate della funzione perturbatrice rispetto alle due anomalie
medie per avere gli sviluppi completi per serie delle (12). Dalla pag. 47 e segg. della predetta
mia Memoria si deduce agevolmente che

(0 e— (/.zl — %cos(r, 9")§

r—-——— pa—
7.

(g——j) yjAl—-ls%rsen(f -+ 1")send

_] = ;— cos (7, 7") (18)
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ove J & I'angolo dei piani delle due orbite, Il I'angolo in direzione del moto fra il perielio
del perturbatore e il nodo reciproco delle due orbite; A la distanza dei due pianeti, per la

quale si ha:
A* =9 4 7" — 277 cos(r, 7).

Inoltre (pag. 48, 1. c.) si ha
0 (, ) = cos (f + 1) cos (f + TI') + sen (f 4 M) sen (£ + T)cos J (19)

essendo anche T I'angolo fra il perielio del perturbato e il nodo reciproco delle due orbite.

Per determinare le quantitd II, II', J consideriamo il triangolo dei tre nodi, cioé il nodo
reciproco delle due orbite e i nodi di queste sul piano fondamentale. I tre angoli di detto
triangolo sono J, @ e 180°— i: il lato opposto ad J & evidentemente O — 6’ (essendo 0,6 le
longitudini dei due nodi): i lati opposti ad ¢ ed a 180° — ¢ saranno chiamati rispettivamente
¥ e W e li conteremo nella direzione del movimento. Allora si determinano dapprima le tre
quantitd W, W', J col mezzo delle analogie di Napier:

1 legs & > 1 . 12 sy
senngcng(‘If —}—‘P):seng(O——0)seng(z+z)

1 1 ’ 1 ’ 1 . o
sen2—Jcos 2—(‘If + ¥) = cos 5 ¢ -—-G)seng(z——z)
1 e capa b a il CEPIES
coqusen Q—(\P — W) = sen 2--(6—0)003 5(; —+ 7)
1 it . 1 > 1§ .
cosg—Jcos‘—z- (¥' — W) = cos 5(0——0)(:03;(2 — 7).
Tutto essendo contato nella direzione del movimento, avremo:
I=o—0—Ww o' =g —§ —¢ (20)

ove @, @' son le longitudini dei perieli; e, si noti che nessuna contraddizione esiste fra questi
valori di 1, I" e quelli della pag. 48 della Memoria citata, giacché gli archi 14 indicati con
¥, ¥’ qui son rappresentati da (0 -+ W), (6" 4 ¥'): e inoltre in detta Memoria ¥, ®, ¥/, @' son
contati in senso contrario al movimento.

6. Il modo pil naturale di svolgere @ conformemente al nostro scopo & di svilupparlo pei
raggl vettori e per le anomalie vere, indi esprimere queste variabili per le anomalie medie dei
due pianeti; cosa questa fattibile trattandosi, come & il nostro caso, di piccole eccentricita. Il
modo di sviluppare © nel modo indicato esiste gia, e la miglior sua forma & quella data da
Hansen nella sua Memoria: Ueber die Entwickelung der negativen und ungraden Potenzen, ecc.,
il cui metodo oltreché semplice abbastanza, & anche facilitato da tavole numeriche che con-
tengono le costanti che vi s’incontrano.

Se s'indica con E la base dei logaritmi neperiani e con f, f* le anomalie vere dei due

pianeti e si pone
Ty R 2 = EIIN=F

¢ facile dedurre dalla suddetta Memoria che la forma dello sviluppo di © & la seguente!
o “+n +n = o L
- 35T an -6 s (Z] e |

: 21)

n —(n1

+ ey ‘_‘n ‘41; 2“1 B [n = 2p, e (n —2 q)] ( ) 2= (L’) 2 x/ =20 i
& /
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nella quale perd si & lasciato indietro il termine 2(1,7,- giacche non dovendo adoperare di ©

che le derivate rispetto ad elementi del perturbato, resta inutile il detto termine che appar-
tiene esclusivamente al perturbatore.

Si noti che la forma precedente conviene al caso in cui il perturbatore sia esterno rispetto
al perturbato: se fosse invece interno, converrebbe quest’altra:

1 1 1 3 L\ —2 y
200=—= 3, ¥ A[l —2p, — 1—-"@]( ) ‘(&) g Rl 2

% 0 O

"’ " \ — (1)
—l— 2‘;1 Hl’ z A [(ll — 71)), — U‘L =29 q)]( ) X !—(n=2q) (%) xn—':p

i r R B L ah

71 0 (l

” S\ A\ —0141)
+i %85m0 =20, — @ —207(Z) e (2]

nelle quali

e si ha:
Al(n—2p), —(n—2¢] = :
=TI[(n—2q), —(n—2p)|cos[(n —2p)Tl — (n — 2¢)1I'] se p>>q ) (22)
A[(n—2p), —(n—2q)] = S rs
=TI[(n—2p), —m—2¢)]cos[(n —2p)TT — (n—29)11'] se p=gq
e cosl pure:
B(n—2p), —(n —2)] =
=T[(n—2q), —(n—2p)|sen[(n —2p) 1 —(n —2¢)II'] se p>gq (23)
Bl(n-—2p), —(n—2q)] = ¥
=T[(n—2p), —(n—2¢g)]sen[{n —2p)TT —(n —2¢)'] se p=gq.
Le quantitd T" son poi date dalla formula:
I'[(n—29), —(n—2f—2g9)] =".t8 J a(g, 0) + a(yg, Dtg J+ a(g, 2)tg b,
]|
\ +o b alg Ny T
\ 3 1 (24)
’ — (g, gy T— (g, Dt 5T +
1

+ bl F— Dty T |

nella quale g=p, f+g=q e i coefficienti a(g, 0) ece., b(g, 0) ecc., son costanti gia cal-
colate e riunite in tavole annesse alla suddetta Memoria di Hansen. Rispetto infine alla quan-
titd 7y, osserviamo, che se il perturbatore & esterno, essa & data da:

I n4-1
m a 1
Yo=2——|— cos™ —J
f sen 1" \a' 2

(25)

e se & interno, & invece espressa da:

m  (a'\" 1
v, =92 ——|—| cos™ _ .
Ui senl’\a 2

o
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_ Da quanto precede emerge:
1.° Che i coefficienti dello sviluppo di @ risultano espressi in secondi.
2.° Che un’inclinazione anche sensibile come le massime degli asteroidi non influisce
gran cosa sulla lunghezza dei calcoli, come risulta dalle espressioni delle T, che contengono le
g . 1
potenze di tg§J.
3.° Che si ha, per n=0:
m’

=Bl 2 0 0= 20) =0

e Y B e e
4[0—2p), — (0 —29] =2 %

giacché bisogna porre, per eccezione e per convenzione:
R(050)=—H.
Si ha poi (Hans., 1. ¢):

r(m,m')=T(m, m) T(—m, —m)y=T(m, m’) (26)

il che semplifica di molto il calcolo delle I' e quindi delle 4, B; giacché si vede subito, che
delle T'[(n — 2p), — (» — 2¢) basta calcolare solo quelle in cui # —2p & positivo ed & g=7p
sino a g=1, essendo le altre uguali alle gia calcolate in forza delle due formule precedenti.
Risulta quindi che la quantitd indicata con f nella (24) & sempre positiva, tale essendo poi
per natura la g.

” 7 \n/
. . r n—2p r —(n—2
7. Occorre ora trasformare le funzioni (a‘) gZEet (;—) x'="=*" o le analoghe della seconda
forma di @ in funzione della anomalia media dei due pianeti. Cio & facile, sapendosi dalla

teoria del moto ellittico svolgere in serie procedenti per I’anomalia media i prodotti del raggio
per 1’anomalia vera. Ponendo

2= TVt
si ha, in generale
e\ fos)
(-) g =N Xr"e,. (27)
@ =

I coefficienti X son dati dalle serie:

X:l, m (__ l):‘—m COS?(n—H) ;__ )\ {P,(,l;:” Bi—m + ])51;::& Q(ln—i—m) ﬁ:‘—m-{—? + Psn_-;::)_ Q;n-hn) B:‘——m-}nt + Ea)

~— e~

se t—m=0, e (28)
X?' my- = (___ 1)m—1‘ cos?(n—H) 37)\ {Q(ni—m) ﬁm—i + Qf::f::z‘ P(In—m) @m—H—'z + Qi::f:-’;-)z P(zn_;;,) Bm - 44 + A }
se m—¢==0. Si ha poi in queste:
por 4+ DkE—1)---(E—p +2) 7 4+ 1D)EFE—1) Sl 8) e
- p! (p —1)!
E+DEE—1)-(F—p--4) k-1 y2-l v?
Lol B MR Dhese iR sy A 4 g i
(p —2)! 2! 1 (p—1)! " p!
' 29
o _ k4 DEE — 1) s (o o= Wis-42) 8 E+DE(FE—1)---(k—p 4+ 3) i 25
=4 p! (p —1)!
_I_(k—}—1)L'(7c—])v--(7c—~p—|—4).v2 - 1 ye-t v?

(=2 T S =y T
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ed inoltre
1 1
T FErs. FURR 2
(J_‘t‘oz)‘ V—Lcos2l (30)
essendo A I’angolo introdotto mnelle (3).
Per calcolare rapidamente le P, @ si stabilird fra di esse una semplicissima ricorrenza.

Intanto, dalla teoria, abbiamo in ogni caso:

PR @ =1 ‘
Inoltre, si ha, per £ =1 dalle (29):
= > v v
PE’ !)=( 1)1 p' Ql(, 1)__é7!. (31)

Sempre dalle (29) si deduce senza difficoltd, che
PEEt— P ¢ N PLY

quando sia:
gy Ly e o

Dl g8 e

k (e I o
ove 81 abbia

—

9 ,..-

=0,
1

S

p=1i, 2, ,-"

Per le @ si hanno perfettamente le stesse equazioni e colle considerazioni medesime. Calcolate

quindi le (31) si ottengono le PS™ con semplici sottrazioni, e le P® con semplici addizioni di
quantita via via determinate.

e " : : o (K g .

Colle quantita P, @ si determineranno le X; e siccome le funzioni (5) senmf, (ZZ) cosmf

debbono essere reali, si dovrd sempre avere

n m Xﬂ,—ln (32)
giacché infatti, avendosi per la (27):
(2_) xm e + Xﬁz—f—m z—z + Xn_.l-(-m 3—1 _|_ X’[:, +m _}_ Xyl;, +mk./, "I— Xi;, +m 32 + =5

= + Xiz—m Z—Q + Xn -m Yn, — + Xn,—mz J_ '\7-'71, —mz, +

I

iy
a

sommando o sottraendo per avere i coseni od i seni, & necessario che abbia luogo la (32).
Determinate cosi le X relative al pianeta perturbato si adoprerd lo stesso metodo per

sviluppare le funzioni

(_T_) x’m/ =0 E X’n, ml Z/i (33)

relative al pianeta perturbatore. L’ unica differenza stara nel mutare % in A'. Questa identitd

di calcolo & di grandissimo vantaggio pratico, com’¢ facile intendere.
8. Svolgiamo ora © secondo ’argomento ng—n'g', sotto la qual forma dovrd in seguito

adoperarsi.
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altra forma:

. oy )
Osserviamo dapprima che, pit succintamente, la (21) puo scriversi sotto quest

RO A A e
2({!):24 3,,, Yo A [, m] = -

QY= (34)
o n n n ‘r' \—n—1 o
i z?].;% 2 » Bm, m}( ) o (u—,) gL )
Inoltre dalle (22), (23), (26) si deduce subito:
Al—m, —-m]=A[m, m'] B[—m, —m']=—DB[m, w] (35)

alunque
Per determinare la legge dello sv1luppo definitivo, prendiamo in (34) un valore fisso qu: alung

a
per 7, uno per 7. un altro per m' e consideriamo i termini relativi nella 1* somma di (34):

2 J\—n—1 n 7.’ —n—1 S -
Alm, m]( ) o (;—) 2™+ A[—m, —m]( ) ey (7) e, (36)

Introduciamo in questa gli sviluppi (27), (33) ciascuno per un valor fisso degli indici ¢, j: la
precedente diverra :

A, [0 gt X i X g X g5
) —i —J
5 7 n, i W —(n-1), m! — u m ,J —(ll'i‘l), ! ,-’J
+ lo: w Z’.}S. _jn-i ), m , -7 + :l
= Al — e, — | [ X Ot mmil g | X —magi gt it =il g
__]_ ‘Xﬂ,:- u ’a ‘\_ —(n+l;,—m’ IJ + X;x, —m ~i‘x_' ;n—rl), —m! z -_/':|

essi sono

e ricordando le (32), (35):
9 A: [‘”’ 7”"] [—Xt,’m X!;;n-i—l), m! + X;:, n X'j-(n+1), m/] cos [__ l{/ _‘7!/']
2 A[m, w][Xup XFerom 4 Xpw X cos[— ig 44 ']

¢ facendo la somma per tutti i valori assoluti di i, j lo sviluppo della (36) sard
ey

9 A[m m ] z’ 2‘}[ n—’m _J(_uJ.—n,m/ + Yn m \ (n4-1), m ] COS [_ 19— 3¢ J]
0 —©

Lo sviluppo analogo dei termini della 2* somma della (34) per i valori fissi gia scelti di =,
m, m’, darebbe:
© 40
9 B [’”, ?nl] z‘. zj [Xr:im X’:;»PH), mie. X;n, m X'Jf(n-{—l), m’] sen [____ l!/ __jgl].

Si otterra allom lo sviluppo finale di 2aQ (34), facendo variare in queste due ultime formule
le m, m', n in tutti i modi prescritti dalla medesima (34): sicché avremo definitivamente :

[ 7. 7 \
aQd = 0‘- Zo:f cos(—ig9—Jyg’) }.;,. _2;1 Zﬂl"' 2 A Jam,om' [ X Xt S X L2 KRGt
cw‘ o0 ) 7 2 : * ) (37)
+ %0 067 sen (_ /lg _JJ ) > ” 2;1111 %L,n, o) B [;n, ,;n’] [X&im X’:§|l+l), . X:l m X'J_—(u—{-l), ml]

che si pud anche scrivere:
0 0o

o o0 00
2aQ = ¥ J;cos(—ig—jyg) Xllfu(z,ﬂ) % Zysen(—ig —jg) Y NG, ), (38
0% =c, .‘-)4 ’.])7 ( )

0 —o0
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ove si ha, evidentemente:

7 7 3
M. (i, g) == 2 B D A [m, m'][ X XIZpthom L Xom XI5t

=1 =N

N' (& j) p— _, “” mpll/ ,1) [”3 m ] [A’n m —(u—{—l) m! X?, m X’;(ll—'—‘), m/].

(39)

9. Veniamo per ultimo allo sviluppo delle derivate di ©. La prima, cioé¢ quella rispetto

a g si ha subito dalla forma (38), avendosi colla derivazione immediata:

5 dQ ¥ v X
Gy = i awsen(—ig —jg) B i M, (i, ) — 3 3, cos(—ig—jg) ¥

w0 N, (0, 7).

(40)

Ugualmente semplice ¢ la determinazione della derivata di O rispetto ad #: poiché derivando

direttamente la (34) si trova:

[5) aQ = BN u m = zm
aQ W g ,-4"” A [l}l m ] 7 xX

e moltiplicando per »:

dr

) n—1 —n—1
+ 3 X X Bm, m] (_) Jo’”( ) !
l
J\—n—1
( ) ’m/

do
2a (7 == _‘;4,‘ P _‘,,,, A[m, wm']n

n —n—1
N %
+ L AJ”‘ ‘d”,/ _B [NZ’ 7)['] n (Z) .me (7) a/““’ >

{7

la quale non differisce dalla (34) che per avere il fattore » in ciascun termine;

(41

fattore che

potremo considerare unito alle quantitdh 4, B. In tal modo lo sviluppo della (41) si deduce

immediatamente dalla (37) cambiando 4, D in n4, nB. Si avrd quindi:

adQ

2ar — = Y, ¥,cos(—ig —jg) B M, (i, ) + X X, sen(—ig—359) Sun NG, 5)

dr

Rimane la derivata di Q rispetto a Z che ha uno sviluppo meno semplice ad ottenersi.

(42)

3 ; . 2 : a . REFE
Siccome nello sviluppo (21) si & trascurato il termine 2. — > cosi, non perdendo di vista
iy :

la 1* delle (18), se si vuole che Q@ indichi lo sviluppo (21), bisognera porre:

che si potra scrivere
ove &

Dalla 2 (18) si ricava subito:

aQ 1 L (¢ g
Clz‘)"zl—’r—-——g—{- A

(43)

(44)
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Da queste, sommando si ha:

3 ’\2 SN2 7o N2 2 a’
ot our 3 )[4 (] s e e ()

da cui si rileva:

(2] =[r-+ 2022 () e omts 4G [ - (] 09

Ora Hansen mnella citata Entwich., ecc. dimostra che

Nl

1ol Iadl g
2patcos(r, )=, V. A[m, m] x4 Yo X Bm, m']z" 2
=] = -1 -1
quindi

INE g ’\—2
7 r = 2 . ' AN \ ’ r At L plm
2 (5) (?) potcos(r, ) = X, Yw A[m, w'] (; 28 el SiE

> ’ r 7" = "
+ 2 Em 2”" .B [‘ﬂl-, VI ] (a——) ‘2/'”‘ (?) z !

ove le 4, B son le solite quantita (22), (23); quindi questo sviluppo & analogo (per quanto
immensamente pit breve) a quello di @ si avra quindi, esprimendo per le anomalie medie:

r 7.’ -2 oo o¢ : \
2 = =i L 2 ‘, ! — 3‘i 1- —1 —i4q l‘.[‘ 4 9
(a)(a) et cos(r, )= N 3 eos(—ig —jg) MG, )+ | o

+ 3 X, sen (—ig — jg) MG, g),

3 :
essendo le I/, N, date dalle (39) per » =1. Moltiplicando per 7 si otterrad lo sviluppo del

r\2
; r\(a"\
termine 3 ({—) (1—,) ot cos (r, 7).
1 %

La 3% delle (18) pud scriversi:

o (g;)o =—p g(;l)a — (%)3)? S"ZJ (7)?) sen (' -+ 1'). (47)

La quantitd (%)3 c data dalla (45): quanto alla (—;i,)7 si ha identicamente:
-+ G -
Introducendo questo e la (45) nella (47) si ha:
a’ ( 32)0 = [a Q-+ 2ar %—?- -+ 3 (2) (%)_2 patcos (r, ') 4 po (:7)2 (%/)3} H (48)
H=— a:senJ(—;l—,/) sen (' -+ II’)[I — o (é)(%)z]_l

Sviluppando colla serie binomiale:

H== % {son Tsendfl e H’)[a (Z_‘) L (:i) (3) e (%") (:7)4 o ]

essendo
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ossia

!

]I:—QJ ][ _i __f‘n_.a_’qig (& DR e—
sen o cos [a (r’ senf’ - « =g sen '+
— sen J sen H'[v. ((—L,,) cosf’ a."‘(i,’)”(i)acosf’ sl ] A
r r a :

Ora le quantitd dentro le parentesi dipendono dalle X per le (27) (33), quindi possono ritenersi

nEes Lok i : ao
note: quindi sviluppata I si avra la cﬁ(&?) per mezzo della moltiplicazione meccanica.
L 0

10. Venuti in possesso delle derivate di Q si svilupperanno le (12) e si integreranno
“subito per serie, rispetto al tempo, giacchd

g:nt+c g':n't—f—c’,
quindi

—ig g9 =(—in £jn)t—ic £ jc.
Determinate cost le ¢, &, 4, A, &, si determineranno le costanti arbitrarie, osservando che
per =0 si deve avere (Venturi, 1. ¢.):

E:l, 4}:(?:0, A—_—EIO.
Cio fatto, si pud passare a determinare la 2 per mezzo delle (4):

1

% =&+ orcosf+ Yrsenf

ove tutto & noto, giacché le #cosf, rsenf son date dalle (15). Integrando si avrd # a cui si

dovra aggiungere la costante arbitraria determinata dal fatto che per ¢=0, si ha 2 =0.
Determinate cosi tutte le variabili del moto si potranno conoscere gli elementi osculatori

col mezzo delle (2), e in prima approssimazione meglio col mezzo delle formule del § 5 della

citata mia Memoria, osservando che anche qui, la quantitd -;:— si deduce dalla & al solito modo.
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