
Informazioni su questo libro

Si tratta della copia digitale di un libro che per generazioni è stato conservata negli scaffali di una biblioteca prima di essere digitalizzato da Google
nell’ambito del progetto volto a rendere disponibili online i libri di tutto il mondo.

Ha sopravvissuto abbastanza per non essere più protetto dai diritti di copyright e diventare di pubblico dominio. Un libro di pubblico dominio è
un libro che non è mai stato protetto dal copyright o i cui termini legali di copyright sono scaduti. La classificazione di un libro come di pubblico
dominio può variare da paese a paese. I libri di pubblico dominio sono l’anello di congiunzione con il passato, rappresentano un patrimonio storico,
culturale e di conoscenza spesso difficile da scoprire.

Commenti, note e altre annotazioni a margine presenti nel volume originale compariranno in questo file, come testimonianza del lungo viaggio
percorso dal libro, dall’editore originale alla biblioteca, per giungere fino a te.

Linee guide per l’utilizzo

Google è orgoglioso di essere il partner delle biblioteche per digitalizzare i materiali di pubblico dominio e renderli universalmente disponibili.
I libri di pubblico dominio appartengono al pubblico e noi ne siamo solamente i custodi. Tuttavia questo lavoro è oneroso, pertanto, per poter
continuare ad offrire questo servizio abbiamo preso alcune iniziative per impedire l’utilizzo illecito da parte di soggetti commerciali, compresa
l’imposizione di restrizioni sull’invio di query automatizzate.

Inoltre ti chiediamo di:

+ Non fare un uso commerciale di questi fileAbbiamo concepito Google Ricerca Libri per l’uso da parte dei singoli utenti privati e ti chiediamo
di utilizzare questi file per uso personale e non a fini commerciali.

+ Non inviare query automatizzateNon inviare a Google query automatizzate di alcun tipo. Se stai effettuando delle ricerche nel campo della
traduzione automatica, del riconoscimento ottico dei caratteri (OCR) o in altri campi dove necessiti di utilizzare grandi quantità di testo, ti
invitiamo a contattarci. Incoraggiamo l’uso dei materiali di pubblico dominio per questi scopi e potremmo esserti di aiuto.

+ Conserva la filigranaLa "filigrana" (watermark) di Google che compare in ciascun file è essenziale per informare gli utenti su questo progetto
e aiutarli a trovare materiali aggiuntivi tramite Google Ricerca Libri. Non rimuoverla.

+ Fanne un uso legaleIndipendentemente dall’utilizzo che ne farai, ricordati che è tua responsabilità accertati di farne un uso legale. Non
dare per scontato che, poiché un libro è di pubblico dominio per gli utenti degli Stati Uniti, sia di pubblico dominio anche per gli utenti di
altri paesi. I criteri che stabiliscono se un libro è protetto da copyright variano da Paese a Paese e non possiamo offrire indicazioni se un
determinato uso del libro è consentito. Non dare per scontato che poiché un libro compare in Google Ricerca Libri ciò significhi che può
essere utilizzato in qualsiasi modo e in qualsiasi Paese del mondo. Le sanzioni per le violazioni del copyright possono essere molto severe.

Informazioni su Google Ricerca Libri

La missione di Google è organizzare le informazioni a livello mondiale e renderle universalmente accessibili e fruibili. Google Ricerca Libri aiuta
i lettori a scoprire i libri di tutto il mondo e consente ad autori ed editori di raggiungere un pubblico più ampio. Puoi effettuare una ricerca sul Web
nell’intero testo di questo libro dahttp://books.google.com

1

https://books.google.it/books?id=MkFZAAAAcAAJ&hl=it


Österreichische

Nationalbibliothek

308.720 - B

Alt



Archiv des k.k.militär - geograf.Instititutes. (Bibliothek)

Materie: A Seite:57

EN : 208. ___

Kasten: # ,Fach 2

.



-

2 :

ÖNB

+Z95516808





EFFEMERIDI ASTRONOMICHE

DI MILANO

per l'anno bisestile 1848

CON

APPENDICE .

US
CR
ON

8 .

MILANO

DALL' IMPERIALE REGIA STAMPERIA

1847.

308. 720- B .AL

1848





07

INDICE.

Avertimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pag. IV

Spiegazione dei simboli e delle abbreviature . . . . . . . . . . . . . v

Feste mobili , numeri dell' anno e quattro tempora . . . . . . . » VI

Eclissi dell'anno 1848, obbliquità apparente dell'eclittica , e nuta

zione dei punti equinoziali in longitudine . . . . . . . . . . » VII

Occultazioni dei pianeti e delle principali stelle dietro la Luna,

per l' anno 1848 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . » VIII

Posizioni del Sole , della Luna e dei Satelliti di Giove . . . . . »

Semidiametro del Sole , tempo impiegato dal Sole a passare pel

meridiano , e longitudine del nodo della Luna di 6 in 6 giorni » 73

Posizioni dei pianeti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

Fenomeni ed osservazioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

APPENDICE.

Sull' integrazione delle equazioni differenziali ordinarie di 1.°

ordine e lineari fra un numero qualunque di variabili di

Paolo Frisiani . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Osservazioni di Nettuno fatte at circolo meridiano di Stark da

Roberto Stambucchi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3

147



IV

XXXXXX

AVVERTIMENTO .

I luoghi del Sole e dei Pianeti vennero calcolati dalSacer

dote Giovanni Capelli , quelli della Luna dal signor Nicola

Piazzi sotto la direzione del signor Roberto Stambucchi. . .

Gli Eclissi , le congiunzioni, le occultazioni ecc ., ecc. , dai

signori , Sacerdote Giovanni Capelli e Nicola Piazzi.
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SPIEGAZIONE DEI SIMBOLI E DELLE ABBREVIATURE.

- - SEGNI DEL ZODIACO. " PIANETI.

. 8

. .. .

Mercurio . i ! Iu

Venere. .. " , Surin

· Terra. , otinin

;
8 Marte. -

rii Ariete.

8 Toro.

o Gemelli.

To Cancro.

Leone.

m ) Vergine.

Libra,

ma Scorpione, . .

Sagittario.

Ś Capricorno.

Aquario.

X Pesci.

1 .

2 . Cerere. " ;

Pallade.

Giunone. ". . . . . is

Vesta . illerine

26 Giove .

b Saturno.

Urano.
i prvih

O Sole . . . . . . ). Luna. G

s
0 - II

-

& indica. Giorni. .

. . Ore. . . . .

Segni.

Gradi.

Minuti.

Secondi.

Congiunzione.

Opposizione.

Nodo ascendente.

9 in Nodo discendente.

M . indica Mattina. i os ini

s . Sera. jo .

Australe.

Boreale .

diff. 5 Differenza.

dist. min. Distanza minima.

imm. Immersione.

em . . . Emersione. .

AR. Ascensione retta.

Lat. Latitudine. En

3
.0
0

a

1



FESTE MOBILI. . , ? . . . .

Settuagesima . . :

Giorno delle ceneri. . . . . . .

Pasqua di Risurrezione . . . ... . .

Litanie alla Romana . . . . . . .

Ascensione del Signore, jó . . .

Litanie all’Ambrosiana , . . . .

Pentecoste . . . . . : : :

Santissima Trinità . . . .

Corpus Domini . .

Avvento all'Ambrosiana . .

Avvento alla Romana . dí . .

: : . . 20 Febbrajo .

. . . . . . . . . 8 Marzo ,

. . . . . . . . . . . . 23 Aprile .

. . . . . . 29 30 31 Maggio .

. . . . . . . . . ! Giugno.

. . . 5 6 7 Giugno.

. . . . . 11 Giugão.

. . 18 Giugno.

. . . 22 Giugno.

• , 19 Novembre.

. . . . . . 3 Dicembre.

. ..NUMERI DELL'ANNO.

" re.

. . . . . . . .

6 .

9.

Numero d' Oro . . . .

Ciclo Solare . . . . . .

Epatta . . . . . . . . . . .

Indizione Romana : .

Lettera Domenicale . . . .

. . . . . XXV.

. . . 6 .

. . . . . B . A .. . . . . . . . . . . . . . .

... . .
QUATTRO TEMPORA.

A . !

Di Primavera .: : : : : : : : : : : . . . . . 15 . 17 18 Marzo .

D ' Estate . : : . . ; • . • . . . . . : 14 16 17 Giugno.

D ' Autunno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 22 23 Settembre.

D ' Inverno . . : . . . . . . . . : 20 221 23 Dicembre.



VII

ECLISSI DELL' ANNO 1848 IN TEMPO MEDIO .
, : . . !O d 9 , .

5 Marzo. Eclissé parziale di Sple invisibile a Milano.

Congiunzione vera della Luna col Sole a ik 55'.'

19 Marzo. Eclisse totale di Luna visibile a Milano. .

Principio dell' Eclisse a ph 53'.

Fine dell'Eclisse a wh 44 . .

Loco. Quantità dell'Eclisse digiti ng minuti 13.

3 Aprile. Eclisse parziale di Sale invisibile a Milano.

Congiunzione vera della Luna col Sole a uh 48 .

28 Agosto . Eclisse parziale di Sole invisibile a Milano.

Congiunzione vera della Luna col Sole a gh! 40'.

12 Settem . Eclisse totale di Luna in parte visibile a Milano.

Principio dell'Eclisse a 17h 8',

Tramonta la Luna a izb 34 ', . ' . . * *

Fine dell' Eclisse a 20h 44 . i

Quantità dell'Eclisse digiti 20 minuti 25. . .

26 Settem . Eclisse parziale di Sole invisibile a Milano. "

Congiunzione vera della Luna col Sole a 22h 121,

8 e 9 Novem . Passaggio di Mercurio sul disco del Sole visibile in parte.

Primo contato esterno nell' immersione a 23h 38' 25" .

. . . . Contato interno . . . . . . . . , , . . . . 23k 40' 3" ..

Contato esterno nell'emers. a 5h 2' 51" . Sole sotto l'orizzonte.

. . . . . . L 'entrata di Mercurio sul disco del Sole avrà luogo al lembo

orientale a unº dall'estremità superiore del diametro ver

ticale del Sole.



VII

. . Occultazioni delle principali stelle dietro la Luna

per I anno 1848 a Milano.

ΟΠΗ ΟΤΙΜΟΙ 8181

Giorni
Distanza

Astri
Tempo medio

dal punto
del più alto

occultati. 1 dell' | della della )
mese.

immer . emers. nell'em .

Cong. Distanza

appar. minima

sullº dallembo

orbita. della ) .

4 . 5 .

Genn . 16 a 8 1.9lo lo . . . 4 37 (1) 0 O A

o24. . . . . . 19 2 3 0 A

29 X 4. 5 . 114 36 15 38 9501 o .. .

Febb. 12ai. 127 12 55123 oid

| 7 u 7 59 126 . . . . .

Ilse 15 .56 16 41 58 .

Marzo 10 y ♡ 1 33 10 20 B

13 i 4 . 5 . 6 114 30 15 2 15

160 4 . 6 357 58

Apr. 6 e 7 23 37 1 0 45

14 52 345 B

200

24 p
Maggio 7 k

M
O . . . . .

8
0
0
8<

N

<
0
8

c
o
l
o
r
i
d
o
s

B
O
B
O
L
O
B
O
C
B
O
:

1
0
3
3
1
3
3
2
B
P
O

t
w
i
n
s

w
i
t
h
i
n

1191

! !

Luglio 110

20 721 33

9 55 10 235 .

6296
15

. . . .

. . . . .

13 27 (2) 025 0 B

13 2611

ST 125 1 . . .

180

Agosto 18

21 78 3. 4 . B 12 46

a $ 1. 10 20 17 21 31

24 ao 4. 5 . 6 13 36 14 4

Sett, 15 Balena 5 . . . . . . . . . . . . .

29 k ni 4 . 5 .

Nov. Il a B 1 . . 20 35 21 14

IRON 22 90 km ) 4 . 116 11 17 16

||Dicem .9 8 s. 554 6 34

84 i 1 . . . . .

85

267 . . . . .

( 1) Tangente il lembo della Luna.

(2) Tangente il lembo della Luna.



GENNAJO 1848 .

IG
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. FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DE SATELL. DI GIOVE

Tempo medio .

Luna nuova . . . . . . .. . . . 0 " 44' i.

Primo quarto . . . . . . . . 0 23

20 | Luna piena . . . . . . : . . . 041 ||

I. SATELLITE .

Z Ž 2 % imm .

21 31 52

16 0 23

42 22 em .

Ultimo quarto à . . . .

SET
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

ii . in tempo medio.

*
*

ܚܝ

*
*

ܘ

ܟܘ*

*

1 38 y 4 . 5. . . . . . . . 22 33

|.46 8 4 . 5 .4.. . . . . . . . 7

L 7 X Ofiuco 5 .a . . . . . . . . 23

:3 24 m 5. . . . . . : . . . . 5 50

13 v. * 5.9.... . . . . . . 3 33

80 e H 5.4 . . . . . . . 130.

61 8! 8 48. . ... ..

16 64 82 8 4 . 5.a . ;

16 . 68 83 x 5 .a . . .

16 Aldebaran 1.a. . . . . . .

104 m X 5.a . . . . . .

54 10.4 . 5.a . . . . . . . 1

68 - k -5 .* . . . . ; . . . . .

5 % 525. . . . . . . . . . . 13 20

14 0 52 4 . . . . . . . 18 19

98 x m ) 4.* . . . : . . . : 13 39

29 38 y 4 4 . 5 . . . . . .

44 n 1. 4 . 5.a . . . . . . . 11 36

46 0 ~ 4 . 5. . . . . . . . 16 29

30 8 0 Ofiuco 4 . 5.* . . . . . 9

*

ܗ-܂ܿܗ

7 23 8

II. SATELLITE.

8 16 52 imm ,

21 34 51

13 43 18 em . .

3 1 20

16 20 11

5 38 15

18 57 2
8 15 7

21 33 42

III. SATELLITE.

13 42 16 imm .

20 . 53 29 em .
0 53 12 -

4 53 37

IV . SATELLITE .

19 25 22 em .

10 19 29 imm .

13 35 54 em .

* 28

* 28

Effem . 1848 .
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medio

a

mezzodì

vero ,

a a

N
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r
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d
e
l

S
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e
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e
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o

v
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r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
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.

mezzodì

vero .

mezzodì

medio .

1 Sab . o 3 35, 27 18 44 35 ,04 18 41 0 ,08

2 Dom . 1o 4 3,75 18 49 1,05 18 44 56 ,64 3 38

3 Lun. lo 4 31,91118 53 25,85 18 48 53, 20

4 Mart. | o 4 59,71 18 57 50,28 18 52 49,75

Merc. o 5 27,10 19 2 14,3118 56 46 ,31

o
c
o
u

o

6 Giov. 0 5 54,07 19 6 37 ,91. 19 0 42,87
Ven . | 6 20,58 19 u 1,05 19 4 39,42

| 0 6 46 ,62 19 15 23,71 19 8 35 ,98

Dom . 1 o 7 12,1319 19 45,85 19 . 12 32,53

Lun. 0 7 37,08 19 24 7 ,4119 16 29,09

Sab .

10

II Mart.10 8 1,45/19 28 28,40 19 20 25 ,64

12 Merc. 1 0 8 25 ,21 19 32 48,79 19 24 22,193

Giov. / 0 8 48,35/19 37 8 ,55 19 28 18,75

14 Ven . 10 9 10,85 19 41 27,66 19 32 15,30

15 Sab . 1 o 9 32,68 19 45 46 ,10 19 36 11, 86

ទ
ី
ព
ី
ន ៖

16 Dom .
Lun.

18 Mart.

19 Merc.

20 Gioy.

0 9 53,79 19 50 3,83 19 40
0 10 14 ,20 19 54 20,85 19 44 4 ,98

0 10 33,90 37,18 19 48 1 ,54

0 10 52,87 20 2 52 ,7519 51 59, 10
20 7 7 ,61 19 55 54,66

Ven . O IL 28,62 20 11 21,71 19 59 51,21

22 Sah . | o 11 45,35 20 15 35,03 20 3 47,771 3 21

Dom . O 12 1,30 20 19 47,59 20 7 44,32

Lun. 0 12 16 ,48 /20 23 59,38 20 11 40 ,88

Mart. 0 12 30,89 20 28 10 ,36 20 15 57,43 3

26 Merc .
27 Giov.

26 Ven .

Sab .

Dom .

Lun. .

0 12 44,53 20 32 20,63 20 19 33,991 7

0 12 57,40 20 56 30,08 20 23 30,54

0 13 9,45120 40 38 ,71 20 27 27,10

0 13 20 ,70 20 44 46 ,5420 31 23,65|

0 13 31, 15 20 48 53 ,58 20 35 20,21

0 13 40,81 20 52 59,82 20 39 16 ,76
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VARIAZ LATIT.
LONGITUDINE

LOGARITMO

della distan .
della Terra

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

DECLINAZIONE
della

australe

del Sole

sa mezzodì 1

vero. Non
merid .

1395

declin . del Sole

in itnel mezzodi
l

dal sol

| medio . I a mezzodi
a mezzodimedio.

medio .

9 10 14 46,4
9 11 15 57, 3

233 37. 4

22 58 40 , 9

9 12 17 8,3 22 53 16 , 9

9 13 18 19,4 1 22 47 25,6
9 14 19 30,5 22 41 6 ,9

+ 0 ,20

0 , 22

0 ,24

0 ,25

0 ,27

+ 0 ,55

0 ,63

0 ,70

0 ,75

0 ,77

9 ,9926615

9,9926644

9 , 9926692

9,9926759

9,9926843

9 15 20 41,5 22 34 21,4

9 16 21 52,3 | 22 27 9 , 1

9 17 23 2 , 8 22 19 30, 2

9 18 24 12, 9 22 II 24,9

19 25 22,4 22 2 53,6

L 0 ,29 |

0,31

0 ,33

0,35

0 , 36

0 ,75

0 ,71

0 ,65

0,53

0 ,41

9,9926943

9 ,9927059

9,9927191
9 ,9927340

9 , 9927508

9 20 26 31,4 21 53 56, 4

9 21 27 39,7 | 21 44 33,6

9 22 28 47,5 21 34 45,7

9 23 29 54,4 21 24 32,7
9 24 31 0,5 21 13 55 , 1

0,3810,28

0,40 0, 15

- 0 ,41

0,43 - 0 ,
0 ,45 - 0 ,22

9,9927695
9 ,9927902

9 ,9928129

9 , 9928379

9, 9928653

9 25 32 5 ,8

9 26 33 10, 3

9 27 34 14,8

19 28 35 17,0

9 29 36 19,1

2 2 53, 0

20 51 26 , 9

20 39 37,1

20 27 23,9

20 14 47,4

0 ,43 - 0 ,30

0 ,48 - 0, 36

0 ,50

0,51 T 0,41
0 ,53

9,9928951
9 ,9929274

9.9929623

9 ,9929998

9 ,9930401

0,5510 0 37 20 ,6
| 10 1 38 21,2

10 2 39 21, 4

10 3 40 20, 9

10 4 41 19,5

- 0 ,24

20 1 48,3

19 48 26 ,7

19 34 42, 9

19 20 37,5

19 6 10,7

- 0,32

- 0,13

9 ,9930832

9, 9931240

9,9931796

9,9932288

9,9932825
1- oor
1 + 0 ,12

0 0 ,2710 5 42 17, 8

10 6 43 15 ,3

10 7 44 12 ,0

10 6 45 8, 1

10 9 46 3,4

10 10 46 58, 1

18 51 22,8

18 36 14,3

18 20 45,6

18 4 56 ,8

17 48 48,7

17 32 21,4

0

,62

0 ,63 0 ,39

0,65 0,50

,67 0,60

0 ,68 | 0,68

0,69 + 0 ,73 |

9 ,9933384

9,9933966

9,9934570

9,9935193

9,9935834

9,9936492
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNAG
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.

mezzodì

medio .

mezzanotte

media .

a mezza

mezzodì notte

medio . | media .

-

IC

1 23

1 Sab . 7 u 37 46

2 Dom ,

Lun. 8 6

4 . Mart. 8 18 45 20

5 Merc. 9 142 50

8 12 23OOO
S
V

3° 1 $ B ) 3° 25 33B 20 39

47 50 4 7 41 21 26
24 49 4 38 55 22 17

49 43 4 56 58 23 9

5 0 25 4 59 56 * *

8 25 11 48

9 8 18 25

ö
o
o
u

os

6 Giov. 9 14 53 5 921

Ven . 9 28 29 3 10 5

8 Sab . 110 12 12 45 10

9 Dom , 10 26 5 42 1 3

Lun. | 0 4 4 1

G
o
v
o

o
r
o 4 55 23

4 33 47

3 56 5

3 3 59

2 0 21

4 46 39

4 16 520 56

5 31 41 11 50

2 33 23

1 25 24 | 3 34

C
U
N
n
o
o

11 Mart. 11 24 7 6 1 49 3 ou 53

12 Merc. o 8 i 16 | o 15 0 25 30A 1 2 33A

13 Giov . 0 22 16 11 0 29 | 1 38 39 2 13 13

14 Ven . I 6 2171 2 45 46 3 15 45

1 20 25 9 27 26 24 3 42 44 14 6 17

os
e

aoTr
io

The most Isab .-

Dom . 14 26 3

2 25 19 35 14 53 16

8 53
In | Lull ?

2 4 26 48

% 18 23 46

2. 13. 3

3 15 51 14

3 29 15 6

4 41 471
5 ( 21 9 50
5 I 19 10 46

1140
Mart.

19 Merc.

20 Giov.

14 55 20

14 31 21

a
n
o

12 33

4 12 22 9Ven .

22 Sab .

23 Dom .

24 Lun.

25 Mart.

1

s
e
r
e
r
e
r

5 13 51 29
5 25 59 15

2 6

29 56 |

2 36 18 14

1 36 14 14 54

.0 32 46 15

| o 31 18B 16 20

5 ló

6 i

u

7 55

26 Merc. 6 13 51 31
27 Giov. 39 9
28 Ven .17728 17 |

Sab ..

int
h
e

ar
ea 1 2 470 1 33 34

2 3 14 2 31

2 58 32 | 3

3 46 347 19

Dom Ś i

Lun. | 8 13
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G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.
PARALLASSE DIAMETRO

AR. Declin ./ equatoriale orizzontale

della della della Luna | della Luna

Luna Luna

nel nel
mezzo mezza mezzo |mezza

merid . merid .
di notte di notte

medio . media . medio .Imedia .

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

*C
a
e
r

T
o
e
r

o
o
o

30 56

31 16 31
131 42oro

w
n
e
r

Iw
a
n
t

G
r
a

ou
r
o

I.e
r
g

o
v
e
r

46

3 50B

n
o
n

S
E
N
S

งต
ร
ี
ง

5

4

15 11

58 43 158 34 132 3 131 58

58 24 58 13 31 53 31 47

40 31 33

25 31

30 58

26 20

20 48

30 49 30 39
110 15 8 12 155 50 155 33 130 20

4 1 4 25 55 18 55 3 30 i 30 3

510 54 37 29 56 29 49

12 383 20A 54 28

o
o
o
o
u

อ
ง
ม
ง

T*
7
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N
I

POSIZIONE DEI SATELLITI DIGIOVE.

Oriente 11644' Occidente

I 2. 0 3
4 . 0 . . ?

.4 .1 03. .2

0 . 4 , 1. 2 .

1 . 2 . (

3 /

2 .

6 • 1

71

8 | 62 u
91

10

III

12
-

131

10

2 .

14 .

151 4 .

1614.

17 1 4

181

19 1

O . 1 .3

.3

o ob 3.

03.24.

3. ☺ I 2. 4 .

2 . I C4.

3 ,4 . 201

0 .3

. 02.
13.

1 . 0 2 , 3 .

3 o 1 . 2 .

.483 2. 11 O

.3 204 01.

.1.30 .4 . 2

1. 0 2. .3 .4

0 I . 3 .

1 . O

3 . O . . 1 , 2 .

102. O

. 3 2 0 1 .

.3 .1 0 .2014.

4. 0 2 . .3.

OI .

1. .2 O

201

21

22 |

23

24 | 02

251

261

27 |

- -

| 287

129

30

311
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I G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI
DE’SATELL. DIGIOVE

Tempo medio ..

I. SATELLITE.

II

Luna nuova . . . . . . . . . 14" 19"

Primo quarto . . . . . . . . 8 32

Luna piena. . . . . . . . . . 16 33

Ultimo quarto . . . . . . . .

18 ?

20 58

1 51 50 em .

20 20 30

14 49 15

9 17 57

1346 41

10 22. 15 23

16 44 JI

11. 12 54

N
o
v
o
v
e
r
e
n

CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio .

*

opo
w

.w
o
o
o
e
r

*

coie
r

A W
i
s

3i

34 22

15 3 8

II. SATELLITE.

10 51 57 em .
0 10 38

| 44 p » 5. . . . . . . . . i

.. 3 9 B % 3. 4. . ... . . . , 15

13 v 4 . 5. . . . .

51430 4. 5 . . . . . .

80 e . 1 5.4 . . . . .

1261 87 X 4.* . . . . . .

64 82 8 4 . 5. . . .

| 68 43 X 5.a . . . . .

12 | Aldebaran 1.4 . . .

13 104 m 8 5. . . . . . . . . . 20

15 54 10 4 . 5.2 . . . . . . . .

68 k o 5.?. . . . .

14 0 2 4 . . . . .

58 d 52 5. . . . . . . . . . 18

82 m m ) 5. . . . .

94 m 5. . . . . . .

98 x m ) 4. . . . . .

38 x 4 4. 5.* . . . .

46 0 ~ 4 . 5.2 . . . . . . . 0

1 8 © Ofiuco 5. a . . . . . . . 18 16 || * 14

ooser o
n
t
o

o

. . . .

| 13 28 43 1

| 2 47 20 .

16 5 26

5 23 58

18 42 2

8 . o 30

III. SATELLITE

8 53 51 em . "

12 54 37 em .'

13 38 44 imm .

16 54 52 em .

17 38 15 imm .

| 20 55 5 em .

21 37 47 imm .

IV . SATELLITE .

4 21 42 imm .

2 . 46 32 em .

. . . . 2



FEBBRAJO 1848.

TEMPOTEMPO

medio sidereo

TEMPO

sidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l

'a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodì

vero .

mezzodi

vero .

mezzodi

medio .

20

Mart. 0°13'49,66|20 57' 5,25 20 43' 13 ,32
2 Merc. 0 13 57,7021 1 9,8620 47 9,871 2

3 Giov . | o 14 4 ,92 21 5 13,66 / 20 51 6 ,433

4 Ven. 10 14 11,32 21 9 16 ,63 20 55 2,981 3

Sab . 10 14 16 ,89 21 13 18 ,77/20 58 59,541 3

2o
n
o
o6 Dom . 1 0 14 21,65 21 17 20,10421 2 56 ,09 | 7

Lun . 0 14 25 ,59 21 21 20,60 216 52,651 Ź

8 Mart.10 14 28,7221 25 20,30 /21 10 49, 20

Merc. | 0 14 31,0321 29 19,17 21 14 45,76 6

Giov. 0 14 32,53121 33 17,2321 18 42,31

oo
v
r
e

Ven.
Sab .

13 Dom .

Lun .

15 Mart.

33,12
0 14 53,23 21 37 14 ,50 21 22 38,87

21 41 10 , 93|21 26 35,421 6 54

014 32,2321 45 6 ,60 21 30 31,98) 6 53

0 14 21 49 1,50 21 34 28,53 6 51

0 14 28 ,1921 52 55,6421 38 25 ,09| 6 49

16 Merc. / 0 14 25,02 21 56 49,0121 42 21,641 6 48

Giov. 0 14 21,1322 0 41,6621 46 18,18 6 46
Ven . 0 14 5222 4 33 ,58 21 50 14 ,731 6 45

sab . 0 14 11 ,22 22 8 24,8321 54 11 ,281 6 43

20 Dom . 5,23/22 12 15,37 21 58 7,84 6 42

o
g

er

Lun . 0 13 58,56 22 1622 16 5 .20105,22 22 2 4 ,401 6

Mart. o 13 51, 23 22 19 54,44 22 6 0,95| 6
23 Merc. 13 43,28 22 23 43,04 22 . 9 57,51

24 Giov. 10 13 34,75 22 27 31,03 22 13 54 ,061 6
25 Ven . 13 25 ,62 22 31 18,43 22 17 50,62 6

26 Sab . 0 13 15,90 22 35 5,23 22 21 47,171 6

27 Dom . 0 13 5,63 22 38 31,49 22 25 43,72 6 31

28 Lun. | 0 12 54, 83422 42 37,22122 29 40,22 6 29

Mart. 0 12 43,50 22 46 22,42 22 33 36 ,82 6 28



FEBBRAIO 1848 .

-

VARIAZ .

della
LATIT .

declin . del Sole !

G
i
o
r
n
i

de
l

m
e
s
e

. LONGITUDINE | DecLINAZIONE

australe

del Sole del Sole

a mezzodì

Ja mezzodìmedio . vero .

in 1 '

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio .

nel mezzod
i

merid .
medio.

+ 0,70
0,72

+ 0 ,75

0 ,74v
i
t
e
v
n
a

| 10 12 48 44,6

10 13 49 36 ,4
10 14 50 26,9
10 15 51 16 , 5

19 15 35,4
16 58 31,1
16 41 8,9
16 23 29, 3

16 5 32,7

0 ,700, 73

0 ,74

9,9937166
9,9937855

9,9938557

9 ,9939271

9, 9939998

0 ,64

0, 75 0 ,53

6 0,76

0 ,72o
o

oo
u

o

10 1616 52 4 , 7

10 17 52 51,4

10 16 53 36 ,7
19 54 2054

20 55 2,5

47 19,5
15 28 50, 1

15 10 5

14 51 4,8

14 31 49,6

0 ,78

0 ,41
0 ,28

0 ,15

0 ,02

- 0 , 10

9,9940737

9 ,9941489

9 ,9942253

9 ,9943030

9 ,9943821
0 ,79
0 ,80

10 21. 55 43, 0

10 22 56 21, 9

10 23 56 58,9

10 24 57 34, 2

10 25 58 7,8

14 12 19 , 9

13 52 36 , 3

13 32 39 , 2

13 12 29, 0

12 52 5 , 9

0,81
0 ,82

0 ,83

0,84
0,85

- 0 ,31

- 0 ,37

9,9944627
9,9945449
9,9946288

9,9947145

9, 99480:21

10 26 58 39,6

10 27 59 9 ,7

10 28 59 38, 1

II 0 0 4 , 9

I I o 30 ,3

12 31 30,3

12 10 42,9
11 49 44, 0

11 28 34,0
1 7 13 , 1

0 ,86

0 , 86

0 , 88

0 ,88

0 ,89

- 0 ,41

- 0 , 36

- 0 ,29

- 0 ,18

- 0 ,06

9 ,9948917

9,9949833

9 ,9950769

9,9951726

9,9952703

II 2 0 53,6
13 I 15 ,7

1 4 1 36 . 2

n 5 55 ,3
16 2. 12,9

10 45 42, 0

10 24 0 , 8

10 2 10,0

9 40 10 , 0

9 18 1, 2

0 ,89 + 0,07

0 , 90 0 ,20

0 ,91

0 ,92 0 ,43

0 ,92 0,54

0 ,32

9 ,9953700

9,9954715

9,9955749

9, 9956801

9,9957867

7

§

0 ,93

i

2 29, 1

2 43,8
2 52,0

3 8,6

8 55 44,0

8 33 18,8

8 10 45,9

3 48 5 ,8

0 ,93

0 ,62

0 ,67

0 ,69

0 ,68

9,9958947

9 ,9960040

9,9961143

9 ,9962256IT 10 0 ,95

Effem . 1848.
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LONGITUDINE DELLA Luna LATITUDINE DELLA LUNA

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

.d
e
l
l
a

L
u
n
a

p
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.|

mezzodi

medio .

mezzanotle

. media.

a la mezza

mezzodi notte

medio. media .

1 Mart. 8°26°38
2 Merc. 9 9 44 35

3 Giov . | 9 23 13 18

4 Ven . 110 73o

5 Sab . 10 21 10 30
Ö
A
R

O

16

N
e
r
a

s
e
r

*OsD
V
D

,

l
o

*e
r
g

1 26Dom . u 5 30 27

Lun . u 19 57 17

Mart. 0 . 4 25 26

Merc . o 18 50 17

10 Giov. 1 3

U 12 43 221 2 14 49 1 38 40

11 27 11 30 | 1 0 49 0 21 54

oni 38 31 017 22A o 56 20A

26 0 1 34 18 2 10 39

I 10 14 2 44 47 3 16 12

Ven . I 17 17 31
Sab . 2 1 16 22

Dom . | 2 15 4 10

Lun . 2 28 40 27

Mart. | 3 12 4 45

I 24 18 344 27

2 8 10 41 4 29 58 14 46

2 21 53 474 59 11 5 7

3 5 243 5 u 6

18 42 5 5 46 . 4

l
o
c
o
w

o
u
r

Ie
r
a
e
n

w
w
ง

4 27

1 3 65

o

Merc. | 3 25 16 35

Giov. 4 8 15 28

16 Ven . 4 21 0 58

5 3 33 3

20 Dom . | 5 15 52 12

jo Sab.

4 8 13

3 20 18

2 23 22

I 20 3121 57 18

IEv

2 . Luu. 5 27 59 6 3 50 62

Mart. 6 957 37 6 15 53 53

23 Merc . 6 21 48 52 6 37 43 6

Giov. 7 3 37 4 17 9 31 20

Ven. 9 15 26 27 2 21 23 1

0 14 490 18

o 50 48B 22

1 53 43 2 23

2 51 35 3 19 56

3 42 14 14

ēc
o
n

l
ū
O
T
R
A

26

27 Dom .

Sab. 17 27

Dom . 1 8 9 27 32

un. | 8 21 4s 55

Mart. 9 4

8 3 22 57 4 23 46 14.40

8 15 36 61 4 54 16 5 4 49

8 28 6 50 5 11 57

9 10 59 2815 15 31

c
r
e
r
e
r
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G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.
PARALLASSE DIAMETRO

AR, Declin . equatoriale 1 . orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna | Luna

nel nel
merid . Imerid . /mezzo mezza | mezzo mezza

Idi notte di notte

medio .lmedia. Imedio. I media.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

av 1
8
0

-| in t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

a
r
t
i
c
u
n

18 36 118 6A156 21 156 ' 45 130' 46 130

34 16 51 57 8 57 32 31 12 31
114 31 159 55 31 37 31 49

* * 158 38

31- fos 13 59. 13 159 27. 132 .20 32. 27 | 19.50

132 II | 19 13

y

oc
o
o
p
v
o
o

7 10 159 38 59 45 32 33 32 37 20 26
2 37 59 50 ,159 52 32 40 32 41 21 19

12- 6B 59 52 59 48 32 41 32 39 | 21 34 9

121. 4.6 . 39 159 42 159 34 152 36 132 31 22 11 10

10 | 2 19 10 45 159 25 159 14 32 26 132 20 | 22 49 | 12

il 3 18 14 859 2 58 49 32 14 32 at 23 31 | 13

12 14 17 16 35 58 35 58 22- 131 59 31-52 * * 14 13

158 7 57 53 131 44 31 36

16 15 18: 14 57 38 .57 24 31 28 31 20 19

2 13 17 23 59 10 56 55 31 13 31 5 " 2 5

15 16 017 / 15 13

3
6

17 38
1 .

8 9 115 -34 - 156 41 56 - 27 30 57 30 -49

o Ž 12 55 56 13 55 59 30 46 30 34

9 42 555 45 . 555 31 30 26

fő 4 155 18 55 6 30 12 30 5.

12-13 154 53 154 4229 58 29 52

6
0

v
i
e
t
o
r

10 19

19 / 1 40A 54 32 29 46 29 42 8 8

13 Ğ 1 5 26 . 154 17 . 54 u 129 38 29 35 1 9 7

13 54 | 856 154 3 154 5 29 53 29 -32 | 10 9 - 219

41 124 54 6 .154 9. 129,32 129 34 11 51

15 30 14 41 54 14 54 21 29 36 29 40 12 2

16 .40 54 30 54 43 29 46 29 53 | 12 59 | 22 52

+ 52 54 59 55 16 130 130 10 | 13 55 23

9 . 118 11 55 37 . 55 59 30 22 30 34 14 48 *

17 29 56 , 23 56 48 30 47 1311 15 371025
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente Joh 13 Occidente .

il 4.

2

2.

o3

.4

.

. 331 .

41 4

3. 1. Ō

2 . O

.2 1. O

.3 0

•40

O

162 O
3 . O

51 I .

102

233

1. 542 .

. 2 1. .

61

71

81 or

9 | 2

101

II

12 |

13 ).

14 1

15 | . 3

161

171 4 .

18 .4

I

o

0 . 2 . 1

O . - 3, 2 .

0 461
O .

2 .

2 ,401

. . 2 ..

4 . 3 .

2 .

O .
3 . 1 . O

0 . 2 [

19

20 |

21

22 |

23 |

2 . O I . .

. .4 .261 O

0 .4361 .2

. . 1 O 2. . ! . . .4

1. O

1 . 0 . 1

3 . 2 .

02

24 l

25

26 |

27 1

281

29 1

I. - 0 .3

O .I2.

.2010

.3

3.

4 .

4 .

0 183. . 2



MARZO 1848.

1

G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio. .

G
I
O
R
N
I

.

i

ECLISSI

DE SATELL. DIGiove

Tempo medio.

TI. SATELLITE .

31' 58' imm .

4 0 44

5 | Luna nuova . . . . . . . . . . 1654

Primo quarto . . . . . . . . 17 18 1

19 Luna piena .ii . . . . . . . 9 47 ||

Ultimo quarto . . . . . . . . . 13 55 1427 8

CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio .

•

. . . .

•
•

•• •

55 -e? 5.98. noi

21. 9. B 7 3. 4. . . . . . . . ," i 29

13 v 5. . . .ini . . .

4 43 0 4 . 5.* . .

1. 80 . ] 5. . . . .

7 110 .04 5. . . . . . .

10 54 y. & 3. 4. . . . : :

61 87 X 4.* . . . . i iii

64 82 8 4. 5. : : . : .

1068 33 8 5.a . . . . i .

10 Aldebaran 1.2 .cri .

4 . 5. . . .

13 68 k a 5.a . . . . .

16 14 0 524.8 .!. .ini

21 | 82 m in ) 5. . . . os .. . . 12 36

22 98 x 17 ) 4.* . . . io

24 44 nm 4. 5.a . . . . .

| 46 0 4 . 5 . . . . ...

25 | 8 . 0 Ofiuco 4 . 5.2 . . . . . r 31

13 v m 5. :. ... i , . . 8 51

•••

22 44 33

17 13 27
11 .42 16

II, SATELLITE.

21. 18 34 imm .
10 36 56

23 54 58

13 13 13
2 31 15

15 49 56

5 . Z 24
18 25 29

243 24

III. SATELLITE .

6 55 i7 em.

137 30 imm .

4 . 55 41 em .

5 . 57 33 imm .

8 56 42 em . "

9 .37 58 imm .

12 57 25 em . --

13 38 28 imm .

16 58 34 em .

IV . SATELLITE.

| 22 25 8 imm .

I i . 57 50 em .

| 16 28 16 imm .

18 | 20 8 2 em.

•
•••



14 MARZO
1848

.

Gi
or

ni
qe

ll
'a
n
n
o

.|| TEMPO

medio

TEMPO

sidereo

TEMPO

sidereo
G
i
o
r
n
i

d
e
l

i
n
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

a a - a

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

So
le

at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi

vero ,

mezzodì

vero .

mezzodi

medio .

S
O

G
I
A

U
I
N

1 Merc. 6° 12' 31",69 22 50' 5,13 22° 37 33,38
2 Giov .10 12 19 ,39 22 53 51,34 22 41

3 Ven . To 12 6 ,60 22 57 35,07 20 ,49 6 24

Sab. ont 53,35 23 í 18, 33

Dom . 0 11 39 ,67 23 5 1,16 22 53 19,58 6 21

15331 6 22e0
0
0

S

5 39

Oܐ
o

o
o
n
a
s

6 Lun. o ni 25,56 !23 8 43,55 22 57 .
Mart. 0 11 11,03 23 12 25 ,54 23 . i 12,78

Merc. | o 10 56,1123 16 7,13 23 5 9,23

Giov. 0 10 40,79 23 19 48,32 23 9 5 ,78
10 10 25 ,12 23 23 29, 16 23 13 2 ,53

a
c
r
o
c
o
s
o

"ܗܗ

6

o
g

Toro 9, 11 | 23 . 27 9 ,66 23 16 58 ,88 ] 6

| 0 9 52,78 23 30 49,83 23 .20 . 55,436

13 Lun. o 9 56 , 15 23 34 29 ,68 23 24 51,90 6

14 Mart. | o 9 19 , 21 23 389 ,26123 28 48,53 ) 6 .

Merc.| o 9 2 ,00 23 41 48,57 |23 32. 45,091 6

548

5 50

5 51

5 53

9.

5
5 55

o

16 Giov.10 8 44,57 23 45 27,65 23 36 41,641 6 4

Ven. Jo 8 26 ,9223 49 6 ,50 23 40 38,191 6 2

Sab . 10 8 9,06 23 52 45,14 23 44 34,741 6

19 Dom . o , 51,05 23 56 23,63 23 48 31,29 5

7 32,89) o ' o 1, 98 23 :52 27,85 / 5 58

a
s
o
c
i
e
r

or

co
u jun,

21 Mart. 0 7 14 ,591 0 3 40, 18 | 23 56 24 ,40 5

| 22 Merc. 0 6 56 .,211. 0 7 18,301 0 0 20 ,95 ),'5 54

23 Giov. 0 6 37 ,76 0 To 56,35 ) 0 , 4 17,50 5 53

1. 24 Ven . 10 6 19,260 14 34,331 0 8 14 ,05 5 . 51

| 25 Sah . | 0 6 0,72 0 18 12,30 0 12 10,60 5 50

T
o

c
o
v
o
a

26 Dom . o 5 42,17 0 21 50,26 0 :16 : ,15

23 Lun. | 0 5 23,63| 0 25 28,226 020 3,70|

28 Mart. 5 5 ,1510 29 6 ,24

29 Merc. o 4 46 ,71 0 32 44,30 o 27 56 ,80

30 Givy: 0 4 28, 34 0 36 22,43 o 31 53, 36

31 Ven . | o 4 10 ,07 | o 40 0,66 0 35 49,91 5 40

c
r
e
r
e
r
e
r
e
r
e
r

O
w
e

O
S



MARZO 1848 .

VARIAZ. | LATIT . LOGARITMO
della

della distan .

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

· LONGITUDINE | DECLINAZIONE

australe

del Sole del Sole

a mezzodi

mezzodi medio. vero .

а

declin . del Sole

in 1
nel mezzodil

medio.

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio .merid

3 18 , 7

S 0

II U

II 12

11 13

I 14

I 15

25 18, 9

Ź 2 25 ,4

6 . 39 26 ,0

6 16 21, 1
5 53 10 , 9

3 34,0
3 38 ,9

3 42 , 1

1 + 0 ,95

0 ,96

0 , 96

0 ,97

+ 0,65
0 ,59

0 ,50

9,99633,76

9 ,9964502

9 ,9965632

9,9966767

9 ,9967907

0 ,39

0 ,270 , 97

NỞ II

16 . 3 43,3

3 .42,6
II 18 3 39, 9

3 34 , 9

20 3 27,8

5 29 55,8
5 6 36 ,6

4 . 43 13 , 5

4 19 46,8

3 56 16 ,9

0 ,97 0 ,12

0 ,97 - 0 ,05

0 ,98 - 0918
0 ,98 - 0 ,28

9,9969049
9 , 9970193

9 ,9971340

9 ,9972491

9,9973646

II

5o ΙΙ :
0 , 98 - 0 , 36

I 11 2121

22

23

0 , 98 - 0 ,43

0 ,98 - 0947
11 2

II

II

Č 18,5

3 6 ,9

2 53 ,0

2 18,4

3 32 44 ,7

3 9 9 ,0

2 45 32,0

2 21 53,3

1 58 13 ,4

0 ,99

9,9974806

9 ,9975971

9 ,9977141

9 ,9978319

9,9979506

2 39,9 - 0 ,470 ,99

0 ,99

II 26

II 27

II 28

29
0 0

[ 57,8

1 34 ,9

1

0 42,7
0 13,6

1 34 32,6
I 10 51, 2

0 47 9 ,5

27,9
0 0 13 , 2

0 ,99 - 0 ,37

0999 - 0 ,27

0 ,99 - 0 , 15

0 ,99 - 0 ,03

0 , 99 + 0 , 10

9,9980703

9 ,9981909

9 ,9983125

9,9984352

9,9985588

0
o

0 , 24

0 , 36

0 59 42,3
1 59 9 ,2
2 58 54,2

3 59 57,2

4 57 18 , 5

0 23 53 ,31 0 ,99

o 47 32,33 0 ,99

I u 9 ,92

1 34 45,7
1 58 19 ,3 0 ,98

0 ,98

0,98

0,46

9 ,9986833

9,9988087

9,9989349

9,9990618

9,9991893

0 ,55

0,61

0998 0 ,63

0,64

5 56 38 , 1

6 55 55,8

7 55 11,8
Ś 54 26,1

9 53 38,5
10 52 49,1

2 21 50,5

2 45 18 ,8

3 8 43, 9

3 32 5 ,6

3 55 23, 3

4 18 36 , 8

0 ,98

0 ,97

0 ,97

0 ,61

0,55

9,9993173

9,9994454

9,9995736

9 ,9997017

9,9998295

9,9999568

0 ,97 0 ,17
0 ,97 0,36
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA
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L
u
n
a

1.p
e
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m
e
r
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d
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n
o

in t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

mezzodì

medio .

а а

mezzanotte | mezzodi

media. medio .

a mezza

notte

media.

So ! !

1 4 32 41

1 Merc. 9 17 34 56 | 9 24 16 49 | 5° 2 20B 4 49 38B

2 Giov. 10 1 5 12 10 8 0

3 Ven . 10 15 19 10 22 8 3 46 14 1

4 |Sab. [10 29 20 28 4 6 33 32 244 31 2 Š 51

5 Dom . 1 13 58 30 11 21 22. 3111 30 43 0.50 480

Lun. Ju 28 48 36o 6 15 46 | o 0681 o 31 30A 1

Mart. | o 13 43 1 O 21 925 | 112 17A ) 1 51 45 i 56

8 Merc . ( 28 34 3 5 56 7229 11 3 3 56 2 51

9 Giov. / I 13 14 56 1 20 29 55 . 1 3 35 23 4 3 6 1

10 Ven . 1 1 27 40 38 2 4 46 44 | 4 26 42 1 4 45 57

c
o
n
c
o
o
n

2 18II Sab. | 3 | 48 )

Dom . / 2 25 35 42

Lun. | 3 9 3 53

Mart. 3 22 13 41

Merc. 4 5 6 52

3 2 22 10

3 15 40

r
e
r
e
r

5 0 40

5 16 21

9

5 10 48

5 17 26

5 6

28

46 Giov.

Ven .

16 Sab.
19 Dom

20 Lun.

4 19 45 23 59 45 | 3 36 | 3 9 449

5 Oil 9 | 2 10 50 10

5 12 25 57 1 39 15 1 6 43

5 24 31 36 16 o To 018

6 6 29 47 16 12 26 32 52B 5 32B ) 12

o o
s
e
r
e
r
a

）བ-。。

| 6 24

cv co

21 Mart. 6 18 22 32

22 Merc. 2 0 12 0

Giov. 1 2 12 0 45

24 Ven . 23 51 43

25 Sab . 8 5 48 19

37 24 2 S 8

7 o 6 2 37 27 3 5 3 14 21

7 17 55 45 3 30 41 | 3 54 115 6

7 29 49 6 4 15 3 1 4 33 20 15 52

14 48 44 1 5 1 3 168 1 49 54

5 15

5 16

26 Dom . 8 24 2 6 5 10 6
Lun. 9 0 13

Mart. 9 12 49 9 19 17 5 10 31

Merc . 9 25 10 2 27

Giov. 45 10 16 4 23

Ven . 10 23 2 47 I 0513

5

10 9 p
M
A
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PARALLASS E DIAMETRO

AR . Declin . equatoriale | orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna

nel nel
mezzo mezza |mezzo 1mezza

merid . merid . "
| di notte di notte

medio.l media . Imedio . media .

N
a
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c
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d
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.

T
r
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r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.
320

3 15°°4545935

58 158 u
15 31' 3 "

31 46 132
32 15 32 28

| 39 32 49

32 58 33 422 594 54

o
ö

l
o
s

o
j
o

ö
s
o

o
o
v
o
s

60 45 33 8

3160 43 60 38 33 9

60 30 60 18 33 )

112 55 160 2 59 46 32

59 6 . 32si
g

d
o
w

o
u
r

To 59

b
o
h
o

w
ö
ö

o
n

30 14 0 16 5010 49 55 35
222 155 0

3 39 54

50 ülke 0

OLGA 54 ooc
h

5

ม

1941

T
r
e

avl
o
o
o
o
w

Iw
o
n
e
r
a

en

116 2

54
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w
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n

sico*
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE .

Oriente Toh 35 Occidente

104 2.

3.

4 .31

3. 1. 0

462

.3 1 . .20

30

10.2 0

. 2 O

4 .
om

10.2

1. 2.

.3 .

41

54.

6 )

71

4 1.

-

81 .4

10

ii

2

3.

121

131

14

15 | On

16

17 |

181

19 |

20

21 | 4 .

22 4.

23 | . 4

24 |

25

26 |

271

28 |

29 | 3

3 . 1. 0 2 .

2 . 4 O ob

1. .2 0 .4

. 3 0 1. .2 .4

1. 2. 0 . 3

o ob 3 .

1 O - 2,3.

3. O 20

2. O .

182 O 4 .

3.,4 . O 1 . 2

1. O2. .3

0 J.

10 .2 3 .

3 . 01. 2.

2 .

2 , 1 . O

. 3 0 1 2

1. . 2 . 3

0 1 .4

D O .2 3 . 4

01. 2.

2 . 10

3 O

3 .

4 3 .

4

2

. . 4

30 | 3 .

31 | o 3.
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V

G
I
O
R
N
I

. “ FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

ve"SATELL. DIGiovel

Tempo medio .

o

I. SATELLITE.

jo

Luna nuova . . . . . . . . . 1538 '

Primo quarto . . . . . . . . . 3 26

Luna piena . . . . . . . . . . 38

Ultimo quarto . . . . . . . . 2 58

6 il imm .

u
18

26

.

W
o
o
d

Ev 5o

CONGIUNZIONE DELLALUNA COLLESTELLE

in tempo medio .
13

L
A
O

19 24 1

| 13 53 ;

II. SATELLITE .

..21 1 23 imm . :
10 19 15

23 37 8

3 | 80 e X 5 .* . . . . . . . . . . 14

4 110 0 H 5. . . . . .

6 54 8 3. 4.a . . . . . . .

61 87 X 4.8 . . .

6 64 82 8 4. 5.a . . . . .

| 68 33 8 5. . . . . . . . .

Aldebaran 1. . . . . . . .

104 m 8 5.a . . . . . . . . . 13 43

54 2 o 4 . 5.a . . . . . . . . 1956

14 0 2 4 . . . . . . . . . .

1982 m 1V 5 .a . . . . . . . .

98 x m2 4.* . . . . .. . . . , 10:40

| 38 y 4. 5. . . . . . . .

44 n 1. 4. 5.a . . . . . . .

46 4. 5.a . . . . . . .

8 Ofinco 4. 5.9. . . . . . 2.40

44 pr » 5.a . . . . . . . . . 15 20

13 v 5. . . . . . . . . . 19 8

43 0 4. 5 .2 . . . . . . . 22 54

T
r
w

J
e
a

12 54 57

.

H
u
o
v
o

c
r
e
r

2 12 45

| 15 30 30

4 .48 13

18 5 54

III. SATELLITE.

17 38 23 imm .

20 59 6 ein .

38 10 imm .

59 30 em. .

37 55 imm . ,
4 59 49 em .

5 37 46 imm .

9 0 14 em .

IV . SATELLITE

10 31 30 imm .

14 18 22 em .

4 35 20 imm .

8 28 34 em .
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184
8

.

TEMPO

medio

TEMPO | TEMPO

sidereo sidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l

'a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi me:mezzodi

vero. : :vero . medio .

-

T
A

C
N
N

-

Sab . 1 o 3 51,91 0 43 39,00 0 39

Dom . o 3 33,87 0 47 17 ,46 o 43

3 Lan. o 3 15 , 961 o 50 56,061 047

4 . Mart.lo 258,20 o 54 34 ,80

5 Merc. o 2 40,61 0 58 13,72 o 55

c
r
o
r
e
r
o
r
e

c
h
o
o
s
e

o 51
6 27

o
o
o
o
u

o

6 Giov. | o 2 23 ,211 i 1 52,83 0 59 29 ,22

Ven . o 2 6 ,01 1 5 32,13 1 3 25,77 5 30 1 6 30

Sab . | o 49,041 1 9 11,66 1 . 7 . 22, 32 6 32

9 Dom . | o 1 32,261 I 12 51,38 ) i ii 18,885 26 6 34

Lun . Lo I 15,761 1 16 31,38 1 15 15,43 5 24 6 36

102 Marto o 59,51120 11,65 .19 11,98

1031 12 Merc. 1 o 0 43,52 1 23 52,18 ] 1 23 8 ,54) 5 21

104 ) 13 Giov . 0 0 27,821 i 27 32,99 1 27 5 ,10 5

14 Ven . 10 o 12,43 1 31. 14 ,11 31 1 ,65 5

15 Sah . 23 59 57,401. 1 34 55,59 1 34 58, 20 5

16 Dom .123 59 42,691 1 38 37,40 i 38 54,761 5 14

Lut. 123 59 28,36 1 42 1959 1 .42 51,311 5 13

Mart. 23 59 14,49 1 46 2 ,12 1 46 47,86 5 u

Merc . 23 58 0,84) 1 49 45,09 1 50 47,41 5 10

Giov. 23 58 47,711 1. 53. 28,481 54 40,69 5 8

N
M Ven . 23'58 35 ,03 1 59 12,31) 58 37,511

22 ' Sab 123 58 22,80 2 0 56 ,601 2 2 34 ,061 5

Dom . 23 58 11,00 2 4 . 41,32 2 6
24 | Lun. 123 57 593 | 2 8 26, 55 2 10 27,571 5

Mart. 123 5748,921 2 12 12,281 2 14 25,721 5

ܗܟܟܗܗ ܢ
ܝ
ܗ
ܚ

ܝܬܒ

Giov.
26 Merc. 23 57 38,64 2 15. 58,52

23 59 28 ,87 2 19 45,29 2 22 16 ,83
Ven . 23 57 19,63 2 23 32,57 2 26 13,384 57

Sah. 23 55 10,91 2 27 20,38 2 30 9,941 4 56

Dom . 23 57 2,72 2 31 8,72 2 34 6 ,49 4 54
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VARIAZ.

della 1
" LATIT,G

i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

declin . del Sole

LONGITUDINE DECLINAZIONE

boreale

1 . del Sole del Sole
1, a mézzodi

a mezzodimedio . vero .

1 , " ave '

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodi
medio . :

in il
mezzodì

| medio
merid . 1 - T

nel

un°51'580
I JT 58, 0 1 4 .41 45 ,6

0 12 51 4 ,8 5 4 49, 4

Ó 13 50 : 9. 915.27 48,0

0 14 49 12,5 1 550 40, 8

0 15 48 13,4 6 13 27,5 "

i 0,96 14 0 , 24 | 0 ,0000836

0 ,96 4 0 ,11 0,0002698

0 .95 - 0,04 0,0003354

0 ,95 1 0 ,19 0 ,0004603

0,95 1 0 ,29 0, 0005844

0 16 47 12,0 ' 6 36 707

0 17 46 8,5 6 58 41,1

o 18 45 2,8 7 21 7 , 1

019 43 54,6 7 43 25 ,6

D 20 42 44,31 85 56 ,5

0 .94

0 ,94

0 ,93

| 0 ,93

0 ,93

0 ,40 10,0007075

0,47 " 0,0008298

0 ,59 0,0009514

0 ,55 0 ,0010727

0 ,54 0 0011928

8 27 39, 20 21 41 31,6

0 22 40 16,8 8 49 33,8

0 23 38 59,5 9

0 24 37 40,119

0 25 36 18,6 9 9 54 20 ,3

9 i 18

9 32 54.0

| 0 ,92

0 ,92

0,91

0,90

0 ,90

0,51

0 ,45

0 ,55

0,24

0 , 12

| 0 ,0013126

0 ,0014326

0,0015512

0,0016702

0 ,0017890

10 15 36 , 9

10 36 43 ,3

0 26 34 54 , 9

0 27 33 29,2

0 28 32 1,4

0 29 30 31,2
29 . 0 ,3

0,89 + 0,01
0 ,88 6 ,14

0 ,87 0 ,26

0 ,860 ,37

0 ,46

0 ,0019076

0 ,0020261

0 ,0021447

0 ,0022637

0 ,0023814
18 24,3

11 38 58,31 . 0 0,85

0 ,54
0 ,58

1 1 27 27,0 11 59 20, 8
1 2 25 52,0 12 19 31,6

1324 15,3 112 39 30,4

1 4 22 37,2 12 59 16 , 9

5 20 57,4 13 18 50, 8

0 ,57

0 ,0024995
0 ,0026172

0 ,0027345

0 ,0028513

0,0029674

0,54

0 ,49

| 1 6 19 16 , 2 0 , 0030845

7 17 33, 3 13 57 19,5ooo
v
o

8 15 49,0

9 14 3,2

5
3
压
叶
叶

16 13 ,4

34 53,3

14 53 18,9

0 ,80 0,40
0 ,79 0,30

0 ,78 0 , 18

0,77 + 0,05

- 0 ,09

0 ,0031966

0,0033096

0,0034212

0,0035314
15 ,9

0096
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P
a
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e
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L
u
n
a

p
e
l

m
e
r
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d
i
a
n
o

|int
e
m
p
o

.m
e
d
i
o

.

1 : a

mezzodi

medio.

a a mezza

mezzanotte | mezzodi notte

media. medio . | media .

I JIS

1 Sab . 1 7 19 22 36 56 12° 5 43B ) 27 33B
2 Dom . U 21 59 54 IL, 29 27 30 047 35 0 6 21 23 38

3 Lun. | 0 6 58 50 0 . 14 32 48 o 35 204 1 16 36A * *

4 Mart. 22 8 16 0 29 43 59 56 38 2 34 36 0 35

Merc. . . 7 18 45 1451 24 | 3 9 44 | 341 23 | 1 32

*W

4 50o
n
o
o
o

6 Giov. I 22 20 48

Ven . 2 7 6 il

Sab . | 2 21 28 59
o Dom .13 5 26 9

Lun. | 5 18 57 13

S
S
2I 29 46 0

2 14 20 40

2 28 30 51

3 12 14 53

25 33 25

14 324

| 5 3 521

5 12. 23 5 16 3

5 15 2 15 . 9

4 59 57 4 46 28

11
Merc . 3 20

13

Mart. 1. 4 . 2 3 49

1: 4 14 48 55

Giov. 4 27 16 9
Ven . 5 9 29 ! Z

Sab. 5 21 31 55

4 8 28 50

4 21 4 32

Ś 3 24 15

5 15 31 42

5 ,27 30 20

4 -29

Ž 46 211

1 2 24 9

1 53 I 21 49

0 49 250 16 40

2 53 251
1

h
o
w

to 6 15 18 18
1.6 .327 | 6 9 23 11

| 6 , 27 12 56

Mart. 151

19 Merc 8 56 37 17 14 51 57

20 Giov . 20 7 26 45 14

0 .16 61 0 48

1 20. 25 | 1 51 is

2 20 59

3 15 23

E
v
e
r
ö

4

Ven . 1 , 8 2 43 41

Sab . | 8 14 45 33

23 Dom . 8 26 56 12

19 9 18 23
Mart. 9 21 55 14 19 28 20 10

Ws
o
o
s

5 11
un 5 0

4 49 4 34 51

26 Merc.
Giov.

5 ven .

10 4 50 1 10 11 25 9

10 18 5 57 10 24 52 43

1 45 4 1 , 8 45 5

11 15 50 48 11 23 2 49

0 0 20 51 0 7 44 22

29 Sab.
30 Dom . 52A 0 41 59A

-
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PARALLASSE DIAMETRO

AR . Declin . equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna

nel nel

merid . merid .
mezzo | mezza mezzo mezza

di notte di notte

medio . media . medio . Imedia .|

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

- d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

-E
G
O
T
E
O

.N
N

21

6 36

32 3

57 48 31 46 31

56 57 31 19

oco
me

ont
o
l
i
s
t
e
n

toth
e

co
l

56 34 56 12

11 . 50 55 50 55 32

To II | 8 30 155 15 155 1

I 0451 54 48 54 36

Ti 2 154 26 54 18

11 154 5 29 35Tr
ee

FGr
oe
p

19 55 53 52 53 56 29

E
r
o

o
n

54 2 29 30

E
r
g
o

0
5

50 8 11 25

5112 54

19 15 157
1 5 3 58

31 19

15 131 33 13 , 48

32 3 32 18

33 32

13 33

14 10

14 44 O
N
O

*

4 248 60

_ _
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.
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G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio.

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DE'SATELL. DIGIOVE

Tempo medio . .

1. Satellite

9

Luna nuova . . . . . . . . . 19 " 511

Primo quarlo . . . . . . . . 15 33

Luna piena . . . . . . . . . . 19 18

Ultimo quarto . . . . . . . . 12 23

5
0
08 21 56 imm .

17

25

CongiunZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio .

c
i
o
u

o
s

log
o

AG

C
O
B
O

-D
e

v
e
r
o

c
o
n
s

E
i
e
v
ē
r
o

. . . . 6

i 80 e H 5 .a . . . . . . . . . 057

110.0 X 5.a . . . .

54 y 8 3. 4. . . .. . . . . .

4 61 81 X 4 .* . . . . . . . . . 6

| 64 82 & 4. 5.a . .

68 43 @ 5 .a . . . . . . . . . 7 25

Aldebaran 1.". . . . . . . . 115

54 10 4. 5.2.... . . . . . .. 3

68 k 5.*. . . . . . . . . . 10

9 14 0 52 4 .2 . . . . . . . . . 20 31

58 d 525.a . . . . . . . . . . 12 40

15. 98 % m ) 4.a . . . . . . . .

46 6 4 4 . 5.a . . . . . . .

| $ Q. Ofiúco 4 . 5 .3 . . .

25 | 43 0 4. 5. . . . .

29 100 % 5.a . . . . . . . . . .

31 | 54 y 8 3 . 4. . . . . . .

3 . - 61 8! 8 . 4.4 . . . . . . . . . 17 o

64 .82 * 4 . 5.6. . . . . . . : 17 24

68 83 x 5.* .. . . . . . . . 18 4

Aldebaran 1.2 .

1

21 34 38

16 3 25

JI. SATELLITE.

7 23 32 em .

20 419

9 58 43
23 16i6

12 33 46

| 151 15

1 15 8 ho

4 26 6

' 17 .43 23 :

ill. SATELLITE .

9 . 38 11 imm .

13 1 13 em .

13 38 13 imm .

17 149 em .

17 38 36 imm .

21 2 43 em .

21 38 18 imm .

1455 em .

* IV . SATELLITE ."

22 38 25 imm .

: 2 37 36 em .

16 Ci 6 imm .

| 20 45 52 em .

1 II

: . ! 21 441). . . . 47

Effem . 1848.
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TEMPO

medio

TEMPO

sidereo

TEMPO

sidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l

'a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

|at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi

vero .

mezzodi

vero.

mezzodi

medio .

LI

23°56'55,02 2 34 57,62 2 38 3,05

2 Mart. 23 56 48, 98 2 38 47,08 2 41 59,60

3 Merc. 23 56 41,45 2 42 37,071 2 45 56 ,16 4 50

Giov . 23 56 35,421 2 46 27,62 2 49 52,711
5 Ven . 123 56 30,04 2 50 18,75 2 53 49,271 4 48

D
A
N
N
A

m
o
o
n
t
e

o
b
o
w
e

o
l

or aw
o
o
o
o
w

a
l

G
r
a

w
w
w

m
a
a
n
a

a
n
g

6 Sab. 123 56 25,17 2 54 10 ,40257 45,82 4 46
Dom . 23 56 20 , 85 2 58 2,63 3 i 42,58 4 45

23 56 17 ,19 1 3 1 55,421 3 5 38,93 4 44

23 56 13,89| 3 5 48.961 3 9 35,4914 43

23 56 11 ,24 3 9 42,671 3 13 32,044

123 56

12 Ven . 23 56

23 56

23 56

Lun. 123

9,14 3 13 37,11 5 17 28,604

7 ,69 3 17 32,11 3 21 25,141 4 39

6 ,61| 3 21 27,69 3 25 21,714

6 ,20 3 25 23,82 3 29 18 , 26

6,35 3 29 20,53. 3 33 14,82 4

no

17 Merc.

16 Mart. 23 56 7 ,05 3 33 17,79 3 37 11,374
23 56 8 ,30 3 37 15,601 341 7,934

18 Giov. 123 56 10 ,11 ! 3 41 13,971 345 4 ,481 4 32

10 ven . 23 56 12,46 345 12,88 ] 3 49 1,0414 31

20 Isab. 123 56 15 ,39 3 49 12 ,38 3 52 57,59 4 30

21 Dom . 123 56 18,87 3 53 12 ,42 3 56 54, 15 4

43 22 Lun. 23 56 22, 90 | 3 57 13,011 4 0 50,701 4

Mart. 23 56 27,46 4 1 14,1414 4 47,264

24 Merc. 23 56 32,521 4 5 15 ,8114. 8 .43,8114

25 Giov . 123 56 38 ,211 4 9 18,02 4 12 40,36 ) 4

Iwr
ot
e

the

26 Ven . 123 56 44,36 4 13 20, 75. 4 . 16 .36 ,924

23 56 51,411 4 19 23,98 4 20 33 ,47.) 4

28 |Dom . 23 56 58, 14 4 21 27,691 4 24 30,04) 4 22
Lun. 23 57 5 ,75 4 25 31,8314.28 26 ,60 4 21

Mart. 23 53 13,821 4 29 36 ,51 4 32 23,15 ) 4 20

Merc. 23 57 22, 32 4 33 41,601 4 36 193711 4 19
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LOGARITMOLONGITUDINE LATIT,

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.I
l

del Sole

VARIAZ.
DECLINAZIONE D I"

boreale

del Sole
in u

a mezzodi

vero .

| declin . del Solel della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio ,
a mezzodìmedio ,

nel mezzod
i

merid . /medio .

0 ,75

0,74

- 0 , 22

0, 34

11 10 27 , 0

I 12 8 36 , 4

I 13 6 44,2

1 14 4 50,4

1 15 2 54,8

15 11 29, 9

15 29 25 ,9

15 43 6 ,6

1 16 4 31,6

16 21 40,7

0 , 14

0 ,0036400

0 ,0037469

0 ,0038520 .

0,0039554
0 ,0040570

0 ,520 , ?

0 ,71 0 ,58

16 38 33,7

16 55 9,8
0 ,6116 0 57,4

'I 26 58 58,2

1 19 56 57,2

I 18 54 54,4

19 52 49,7

0 ,67

0 ,012

0 ,5917 11 28 , 9

17 27 30, 9

0 ,0041568

0 ,0042550

0 ,0943515

0 ,0044464

0,0045398

0,66 0 ,59

43 15, 3 0,65 0 ,43

I 20 50 43 , 2

I 21 48 34,8

| 22 46 24,7

I 23 44 13,0

1 24 41 59,6

17 58 46,9

16 13 50,5

18 28 40,6
18 43 12,0

18 59 24,5

0 ,64 0,32
0 ,63 0 ,20

0 , 6 - 0 ,06

0 ,59 + 0 ,07

0 ,58 0, 19

0 ,0046318

0,0045225

0 ,0048121

0 ,0049006

0 ,0949882

0 .57 0,30

0,40

1 25 38 44,7
1 26 37 28,3

27 35 10,5
1 28 32 51,4

29 30 31, 1

19 11 18,0

19 24 51,9

19 38 5 , 9

19 51 0,0

20 3 34,0

0 ,42
0 ,51

0 ,51

0 ,0050749
0 ,0051606

0,0052453

0 ,0053291

0 ,09541180 ,51

21 0 ,500 ,50

0 ,48

2

2

2

2

2

0 28 9 ,5

1 25 47, 9

2 23 23,5

3 20 59,0

4 18 33,7

20 15 47, 7

20 27 40,6
20 39 12,6

50 23 ,4

21 1 12,9

0 ,46

0 , 58

0 ,0054935

0 , 0955741

0 ,2056535

0 ,005 ,314

0 ,0058078

24 0,46 0 ,28

25 0,44 0,36

2 5 ili 2 ,6

% 6 13 40,6

2 7 1 12,6

2 § 8 43,8

2 9 6 14, 2

2 10 3 43,7

21 11 40,7

21 21 46,6
21 31 30 . 4

21 40 52, 0

58 273

13 + 0 ,03 0 ,0058826

0 ,41 0,19 0 ,0959555

0,40 0,24 | 0,0060264

0,37 0,0260951

0,48 0,0061615

| 0,0062256F 0, 56
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
l
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

.d
e
l
l
a

L
u
n
a

Ip
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

in t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

' a

mezzodi

medio .

a u

mezzanotle

media.

mezzodì

medio.

a mezza

notte

media .

° , " , "
Lun. I o°

* c

Lun . 1 o 15 12 42

Mart. I 0 20 10

Merc. 1 15 34 24

Giov. 2 0 45 5

Ven. 2 15 42 5

e
r
d
e
n

0 22 44 59 I 21 46A 2 0 26A 23

1757 4 in 3 11 14 * *

1 23 16 524 8 29 | o 12
2 8 15 4 .47 44

2 23 2 45459 51 5 6 51212

O*

Sab . 3 0 3 7 24 37 5 8 49

Dom . 3 14 24 55 3 21 19 52 1 4 58 30

Lun. 1 3 28 3 3 4 4 .42 4 14 31 20

Mart. 4 11 13 53 4 17 39 22 | 3 50 29

Merc. 4 23 59 4 | 5 0 13 33 2 59 . 13

1 5 5 56

4 46 50

4 12 25

wu
i

T
o
e
r
e
r
a
w

II" 5 12 29
1920 162

Giov. 5 6 23 25 55 1 29 57 17

Ven . 1 . 5 18 31 44 | 5 24 31 25 | o 58 18 0 26 15 18

Sab . 1 6 0 28 54 6 6 24 430 5 52B | o 37 44B \ 8

Dom . 1 6 12 19 24 6 18 . 13 26 1 9 3 1 39 32 9

Lun. | 6 24 7 16 7 0 117 1 2 3 54 2 36 50 10 17

7 5 55 50Mart.

19 Merc.
18 . Giov.

19 Ven .
20 Sab .

c
o
c
o
w
n

17 1 51 14 3 3 4327 21ur
7 23 45 34 | 3 ho 4 4 0 46

§ 545 56 4 . 40 112 33

8 17 53 42 4 58 39 13

9 0 10 1 5 3 46 14

s
e

th
e

on
e

IDom . 9 6 20 9 12 36 13 5

22 | Lum. 53 29 9 25 13 50 4

23 Mart. 10 I 37 30 10 8 4 434

Merc: 10 14 35 48 10 21 11

Giov. 10 27 50 40 4 35 0

4 54 40
4 31 10 115

3 53 41 16 41

3 3 15

2 1 46

o
o
o
o
o

1O
G

G T
o
e
r

l
e
o

26 Ven . Ju 11 24 18

27 Sab . 1 25 18 34

28 Dom . 0 9 34 13

Jun. | 0 24 10 2
Mart. I 9 2

Merc. l 1 24 3 49

11 18 18 46

0 2 23 45 ,

0 16 49 46

i

1 . 27 38 o 51 48 19

0 14 45 1 o 23 OA

' 0 481 1 383

2 : 14 2. 2 4848 4 21 54
3119 26
4 11 39

1 16

2 1

29 22 52
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|G
i
o
r
n
i

d
e
l

i
n
e
s
e

.
PARALLASSE I DIAMETRO

AR. Declin . equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna a . .

nel nel
mezzo mezza mezzo mezza

merid . merid .
di notte di notte

medio . media . medio . Imedia.

a

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T : T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

. ||

O
U
O
A
G

l
i

d
e
l
l
a

L
u
n
a

O
S
N
O

N.

S
o

9oB 60 58 61 10 33

o
r
t
e
v
o

13 0 161

16 2 60
17:49 60

n
o

*

6 55 32 56 32
_ _

o
s
v

o o
u

o
u

,as

8 15 .41 157

132 28 32 13 | 20 40 | 10
58 4 31 58 33 42 21 41

57 7 31 26 131 11 22 44 |

156 16 130 57 30 43 23. 46

30 319 48 55 55 32

13 566 11 55 13

| 2 23 154 42

[ 29A 54

5 15 154

8 48 153

0 46

I 46

O
D
A
T
N
A

O

14 23

14 52
o

15

15 46

16 16

16 50

17 28
IS 10o

s
a

18 50

55 15

55 45

30 17

30 26 30 35

30 44 30 55

12
12

| 2 32 58 26

27B

13 20

13 52
2

w
o
r
å

32 lig 6 160 52
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POSIZIONE DEI SATELLITI DIGIOVE.
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GIUGNO 1848 .

G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DE'SATELL. DIGiovel

T'empo medio .

I. SATELLITE.

1

Luna nuova . . . . . . . . . 5616'il

Primo quarto . . . . . . . . 551

Luna piena . . . . . . . . . . 9 35

Ultimo quarto . . . . . . . . 19. 3

Luna nuova . . . . . . . . . 10 56

10 32 19 imm .

23

30

-D
o
v
e
r
ő

CONGIUNZIONE DELLA LUNA'COLLE STELLE

in tempo medio .

ü
e
r
o

onoC
V
O
O
B

II. SATELLITË.

o em.

e
n

ö
y

1 104 m 5.a . . . . . . . . . 10 3

3 54 10 4. 5.a . . . . . .. . . 13 26

68 k o 5.* . . . . . . . . .

140 52 4.* . . . . . . . .

1198 x 10 4.* . . . . . . .. . . . 23

13 38 y 4. 4 . 5.2 . . . . .

14 460 4 . 5.* . . . . . . .

14 ] 8 o Ofiuco 4. 5.2 . . . . .

24 m my 5 . . . . . . . . . !

21 43 0 4. 5.* . . . . . . . 11

80 e 8 5 .9 . . . . .

1100 X 5.* . . . . . . . . 9

28 54 y 8 3. 4.* . . . . . .

61 87 X 4.* . . . .

28 64 82 8 4. 5. . . . . . . .

-28 68 43 X 5.a . . . . . .

281 Aldebaran 1. . . . . . .

28 104 m 5. . . . . . .

30 54 k [ 5. . . .. . . . . . .

o

. . . .

1 27 35

III. SATELLITE .

2 55 em .

oo 2 53Sar
e

or c
e
v
a

n
u

IV . SATELLITE.

zo.. . . 19
10 | 10 4 3 imm .

14 55 56 em . "

4 45 59 imm .

9 6 55 em.



GIUGNO 1848 .

Gi
or
ni

de
ll

'an
no

.| TEMPO

sidereo

TEMPO

sidereo
G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

. TEMPO

medio

a

mezzodi

vero .

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi

vero .

mezzodì

medio.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

L
a

t
e
m
p
o

v
e
r
o

.

|

154

s
o
m

co
ro
na

Giov. 23° 57'31,271 4 37 47, 12

2 Ven . 23 55 40,59 4 41 53,01 4 44
Sab . 23 59 50,30 4 45 59,31 4 48

4 Dom . 23 58 0,361 4 50 5, 96

5 Lun. 23 58 10,75 ( 4 54 12, 94 si

gr
av
er
e

un
a 6 Mart. 23 58 21,471 4 58 20,241 4 59 59,04

7 Merc. 23 58 32,44 5 2 27,83 5 3 55,60

Ś Giov. 23 58 43,71 5 6 35,67 5 7 52, 17 ||

9 Ven. 23 58 55,22 5 10 43,78 5 11 48,72 4

10 Sab . 23 59 6 ,98 5 14 52,121 5 15 45,28 4162

163

164

e
r
r
e
r

11 Dom . 23 59 18,92 5 19 41,83

12 Lun. 23 59 3 ,05| 5 23 9,56) 5 23 38,39

13 Mart. 23 59 43, 36 5 27 18 ,25 | 5 27 34,944

14 Merc. 23 59 55,80 5 31 27,27 5 31 31,504

15 Giov. 0 0 8 ,36 ) 5 35 36 ,43 5 35 28 ,05 4

作
们
句
句
打

8
8
7
7

16 Ven. 0 0 21,02 5 39 45,68 5 39 24,614

17 Sab . 0 0 33,78 5 43 45,04 ) 5 43 21 , 171 4 12

Dom . | 0 0 46 ,61 5 48 4 ,46

0 0 59,50 5 52 13, 95

20 Mart. o 1 12,421 5 56. 23,45| 5 55

G
e
o
r
g
e

Merc . o 1 25,35 6 0 32,98 5 59 794014

Giov. o 1 58,27 | 6 4 42,491 6 3 3,964

0 1 51,16 6 . & 51,98 6 . 7 . 0 ,52

Sab. 1 o 2 3,99 6 13 1,411 6 10 57,08 4

Dom . , o 2 16,731 6 17 10,741 6 14 53,631 4

Mart.

Lun. | 0 2 29,58| 6 21 19,98 6 18 50, 9| 4 13

| 0 2 41,891. 6 25 29,08 6 22 46 ,75] 4 13

Merc. | 0 2 54 ,261 6 29 38,05 / 6 26 43,31

| 0 3 6 ,46 6 33 46,831 6 30 39,86 | 4

o 3 18 ,456 37 55 ,41 | 6 34 36 ,4214

F
句
句
句
打Giov .

Ven.
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DECLINAZIONE
VARIAZ.

NGITUDINE LATIT .

.

della del Sole

declin .

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

boreale

del Sole

a mezzodi

• vero.

in
nel

merid .

a
mezzodi

l

medio .

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio .
la mezzodimedio .

0,63
0 ,67

2 11 1 12 , 4

2 11 58 39, 9

2 12 56 6 ,6

2 13 53 52,2

2 . 14 50 56 , 8

0,33

0 ,32
0, 30A

N
N 22 6 40,8

22 : 14 31, 2

122 21 58, 2

22 29 1, 8

22 35 41 ,8

0 ,66

0 ,0062874

0 ,0063468

0 ,0064038

0,0064585

0,0065107

0,28 0 ,63

0 ,27 | - 0 ,59

0,25

0 ,23o
s

o
u

o

2 : 15.48 20,5

2 16 45 42,9
2 : 17 43 4 ,4

2 18 40 24,9

2 19 37 44,3

22 4 : 58,!
· 22 43 50, 5

22 53 18,9
22 58 23 , 1

23 3 3 , 1

0, 50

0,39
0 ,27

0 ,0065606

0 ,0066083

0 ,0066540

0 ,0066978

0 ,0067394

0 , 14

|

0 , 20

0, 18 0 ,00

0,17 * 0, 132 20 35 2,71 23 7 18,8

2 21 32 20 ,3 23 11 10 , 1

2 22 29 37, 0 23 14 36,8

2 23 26 52, 9 23 17 38 , 9

2 24 :24 8, 3 23 20 16 ,5

0 , 13

0 , 24

0 ,33

0 ,0067794

0 ,0068178

0 ,0068546

0 ,0068900 :

0,0069239

0 ,410 ,11
0 , 10 0 ,47

29,5 0,49
0,48

2 25 21 22,8

2 26 18 36 ,9

2 27 15 50,6

2 28 13 491

2 -29 10 17, 3

23 24 17 ,7
23 25 41,3

23 26 39,9

0 ,08

0 ,07

0 ,05

0 ,03

+ 0 ,01

0 ,43

0,0069564

0,0069875

0,0070123
0 ,0070457

| 0,0070725

0,35
23 22 23

0,24

3 0 7 3091

| 31: 4 :43,3

32 1 56, 2

3 2 58 9 , 2

3 3 .56 22, 1

23 27 22,9

23 27 7,2
23 26 26 ,7

23 25 21,4

23 23 51,4

0,00 + 0, 12

- 0 ,02 0 ,00

0 ,04 - 0 ,13

0 ,06 0 ,28

0 ,07

0,0070977

0 ,0071211 :

· 090071427 :

0 ,0071623

0,0071798 :

0949
0,58w

w
e
r
w
e

3 . 4 53 35, 1 | 23 21 56 ,8

5 50 48, 1 | 23 19 57,5

3 6 48 1 ,4 23 16 53,5

3 7 45 14,6 23 13 45.0

42 27,8 | 23 10 12 ,0

0 ,09

0 , 10

0 , 12

0 , 14

0 ,16

0 ,65

0 ,0071950

0 ,0072079)

0 ,0072184

0.0072263

- 0.00723160,70

Effcm . 1848.
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.I

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

.d
e
l
l
a

L
u
n
a

ip
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

T
i
n

t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

а

mezzodi

medio .

mezzanotte | mezzodi

media. medio.

a mezza

notte

media .

0I Giov.

2 Ven .

3 Sab .

4 Dom .

Lun.

*
N
A
M
N

1 20
2 16°34 4 " 1446 251 6°56 26A

2 23 5 I 22 Ś 1

3 8 4 56 12 4 .46

3 22 46 6 3 29 41 8 44 4 15 3

4 6 28 571 4 13 9 363 54 1 3 30 6

3 15 000
0 A
c
r
e
r
e
r

|
Mart. 4 19 43 20

Merc. 5 2 31 30

Giov. 5 14 57 25 | 5 21 3 35

9 Ven . 5 27 6 6 6 3 5 37

10 Sab . 16 9 2 496 144 58 21

e
r
w
c
a

3 3 47 2 35 294
2 541 1 34 49

1 3 9 | o 37 9

0 0 53B o 32 58B

1348134 317 32

o
s
u
r
a

9 26 46 56

7 8 35 59

1 2 31 5

3 21 29

8

8 59| 2 57 14

11 Dom . 6 20 52 52

12 |Lun. 2 4 9

Mart. 7 14 31 54

Merc. 26 28 29

15 Giov . § 8 33 24

o
o
o

oo o
s

s
a
n
w
o

3 20

14 34 468 2 29 43

8 14 39 29

ว
ง

5

16 Ven . 20 48 1 4 58 515 0 4 12 6

Sab . 1 9 3 13 41 9 9 30 36 14 57 444 51 46 12 57

Dom . 9 15 50 189 15 50 18 9 22 12 49 4 42 10 14 28 58

Lun. | 9 38 38 10 | 10 5 6 20 4 12 15 52 9 14 38

20 Mart. 10 11 37 22 10 18 11 20 3 28 51 2 36 15 29

21 Merc. 10 24 48 19 1 I 28 23

22 Giov. 1 8 11 3939 11 14 58 16

23 Ven . 11 21 48 22 1 28

24 Sab . 0 12 40 31

Dom . 19 45 20 0 , 26 53 46

2 33 39 2 2 21 16 19

I 29 5 0 54 16 17 9

0 18 20 18 ua 12 59

o 54 44A ) 1 30 48 18

2 5 46 | 2 39 3 119

Lull. | 4 5 34
27 Mart. I 18 37 49

28 Merc. 2 3 17 41

4 23 46

4 52 i

21onnt
en

29 Giov. 2 17 55 55

30 Ven . 3 2 34 3 51. 2 *



GIUGNO 1848 .

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.
PARALLASSE DIAMETRO

AR . Declin . equatoriale | orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna

nel nel
mezzo mezza | mezzo |mezza

merid . merid .
di notte di notte

medio .'media . medio . media .|

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

o
r
x * * * * 160 40 160 28 332 133

5 37 18 19B 60 12 159 52 132 52 32 41

647 118 12 159 29 32 28 32 15 19

16 50 58 38 158 11 3232 131 46 | 20

131 16 21 51o
o
w

@o
u
t
r
o
s

E
u
r
o

F
o
r

ง

14 24 10

13 15 12 13

1
6

b
e
r
e
r

A
b
o
v
e

t
o

1-S
u
o
m
e
n

งวิ่

55 35 30 13 30 21D
A
G

60co

on

| 10 50

N
o
r
c
o

Tr
en
t

8 23 157 19
4 12 5 - 52

• 18B 56 25

4 52 58 59

9 12

11 53 | *

ក៏
គ
ឺ
ព
ី
៧
៩ )

the
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184
8 .

31 3 .

2 .

II

POSIZIONE DEI SATELLITI DIGIOVE.

Oriente glo 27 Occidente

ilo 40 3...2
21 3 .2 . O . 1 .4

.2 , 1 . a 1 . 4

1 . 2

183 0 2 .

o 1. .3

. 1 .2 0

81 ; 01 382 4.

91 oC 203. 4 .

10 | 3 . 2. 4010

.3 4 . 0 102

12. 1 4 . , 103 0 2.

131 4. 2 0 103

141 4 . 1 . 2 0

151. .4 01. .2 . 3 .

16 | 2 .4

171 10

. .40 .1. 2

19 .3 1. 0 204

20 2. 0 .3 .

21 102 0 .3

22 . . 2, 3 .

231 •I 0 362

24 | el 0 .

0 .182
1 O 4 . 2.

27 | . 2. 4. 0 .3 .1

28 1 .4 . 102 0 .3

29 O 1. . 2 3 .

4 . oso 302

. 3

10 -

T
o
i
l .

18

3 . 2 .

25

26 |

30



LUGLIO 1848. 37

G
I
O
R
N
I

.

ز
یف
ن

د
ا
ن
ا

ن
ه

ام
ه

FASI DEDLA LUNA

in ' tempo medio .

|G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DE'SATELL. DI Giove||

Tempo medio .

ا

.Primo quanto -. ' . . . 225 gr

| Luna piena. . . . . . . . . . 21 58

Ultimo quarto . . . . . . . . 0 5

Luna nuova" . . . . . . . 262

CONGIUNZIONE DELLA LUNA GOLLE STELLE

in tempo medio.

2T

3 | 14 0 2 . 4.* ' . . .cio . i 13 37- 1

882 m m 5. ro. 666 14 57 11

98 x m ) 4.a . . . . . . . . . 6 . 46

38 y 4 . 5. . . . . . . . .

1146 0 A 4. 5. . ooooon

89 Ofiuco 4.-5.3 . . . . . . In questo mese gli eclissi

24 m m 5.a . . . . . " I dei satelliti diGiove sono

invisibili.

48' 2 6 5.* * . . . . . . . .

| 43 4 . 5.4. . . . ira

80 e X 5. : . . .oooo . 10 48 |

22 uoo 5.* . . . . . . . .. . 15 31

54 'y 3. 4 .* . . . . . . . . . , 43

| 61 $1 & 4. : . . . . . . . . 9.

25 | 64 .82 8 4 . 5.8 : . . . i

68 93 8 5.8 . . . . . . . . .

Aldebaran 1.".. .

26 104 m 8 5. cccrrr

28 54 2 0 4 . 5. . . . . . . .

1. 140 52 44 . . . . . . . . . 12: 51

... . . . 14



LUGLIO 1848 .

TEMPO

medio

TEMPO

sidereo

TEMPO

sidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l

'a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

a а

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

· d
e
l

S
o
l
e

a t
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodì

vero .

mezzodi

vero.

mezzodi

medio .

h i ! !

Sab . 0 3 30 ,20 6 42 3 ,75 | 6 38' 32 ,98

Dom , o 3 41,70 6 46 11,83 6 42 29,53)

3 Lun. |1 3 52,88 6 50 19,01 6 46 26 ,09
4 Mart. 0 4 3 ,78 6 54 27,08 6 50 22,65

Merc. o 4 14,36 6 58 34,25 6 54 19, 20

A + + .

A
N
D

+

Ven .

Giov. o 4 24,567 2 41,04 ) 15,76
o 4 34,39 7 6 47,45

Sab . 0443,83 7 10 53,47 5 6 8 ,87
Dom . o 4 52,85 7 14 59,071 3 10 5 ,43 4

Lun. 0 5 1,44 7 19 4 ,25 3 14 . 1,99|192 10

1931 11 Mart. o 5 9 ,581 7 23 8,971 7 17 58,54 4 18
194 12 Merc. 0 5 17, 24 7 27 13,217 21 55 ,10 4 19

Giov. ó 5 24 ,45 7 31 17,00 25 51,66 4 21

Ven . 3 35 20,28 3 29 48,21 4

Sab. 73923 ,07 3 33 44,774

13

O
o
o
o
o

ܗܗ ܗ
ܟ
ܗ

1971 15
3737

198 16 Dom . 0 5 43,11 7 43 25 ,38 7 37 41,33 4 23

199 g Lun. | 0 5 48,30 7 47 27,14 7 41 37,88 4
3 45 34 ,44

201| 19 Merc.Merc. o 5 57,171 Ź 49 30,994
202 20 Giov. 0, 86 | 7 59 29 ,33 Ź 53 27,554

18 Mart.200

a
u
r
e
r

22,99/ 7 51 229

|

8 w
o
r
ษ
ง

os os

203 21 Ven . 0 6 3,88 8 3 28,97 |
204 ) 22 Sab . To 6 6,41 8 7 28,07
205

23 Dom . 6 8 ,40 8 11 26 ,63 8 5

24 Lun. | 0 6 ,866 8 15 24, 64 | 8 9
207 25 Mart. 0 6 10,73 8 19 22,07

-

26 Merc. 8 23 18,90 8 17 6 ,88 4
209 27 Giov .

# ၌

COCOCOCO

8 15 ,18 8 21 3,43)
210 28 Ven . 871 8 31 10,871 8 24 59,99 / 4

29 Sab . 0 6 8 ,42 8 35 5 ,96 8 28 56 ,54 4
30 Dom . 6 , 361 8 39 0,46 8 32 53, 10

213| | Lun. 3,70 8 42 54,34 ) 8 36 49,654

ܘܘܘ
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G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

. LONGITUDINE I DECLINAZIONE

boreale

del Sole del Sole

a mezzodi

a mezzodimedio. vero.

IVARIAZ. LOGARITMO
della I LATIT | della distan .

LATIT.

del Sole
declin . della Terra
та

in i ! dal Sole

a mezzodi
medio .

medio .
vero ,

nel mezzo
dil

merid .

I

.

23 53. 1

A
w
N
N 3 9 39 4 , 1

3 to 36 54, 2

3 11 34 : 3,3

3 12 31 20 ,4

3 13 28 33,7

23° 6 '14 ,7

22 57 754

22 51 57,7

22 46 24 ,2

- 0 ,69

0 ,64

0 ,52
0 , 19

0 , 21

0 , 22

0 ,24

0,0072341

0,0072340

0 ,0072314

0, 0072262

0 ,0072184

0947

0 ,34

o
o

o
o
n

as 3 14 25 46,0
3 15 2 58 . 3

3 16 20 11,3

317 . 17 23,8

22 40 26,9
22 34 5,9
22 27 21,5

20 14,0
22 (12 43,5

0 ,25 0 , 20

0 ,27 - 0 ,07

0 ,29 1 + 0 ,05

0 ,17

0 , 27

0 ,0072082

0,0071957
0 ,0071811

0 ,0071644

0 ,0071457
3 18 14 36,3

0 ,31

0 , 33

0 ,35

0 ,41

3 ' 19 11 49,71 22 ' 4 50,0

3 209 1, 1 21 56 33,6
3 . 21 6 13 , 3 21 47 54 , 8

3 22 3 26 ,6 21 38 53,8

3 23 'o 39,7 1 21 29 30,6

0,44
0 ,43

0,39

0 ,0071252

0 ,0071031

0,0070793

0,0070540

0 ,0070274

0,41c
o
w
e
v
e
r
e
r

3 23 57 53, 3
3 24 55 7 , 2

3 25 52 21,8

3 26 49 37,0

27 46 53,1

21 '19 45, 4
21 9 38,4

20 59 9,8

20 88 20,0 )
20 37 9 , 2

0 ,33

0 ,24

0 , 13
0 ,01

- 0 , 13

0 ,0069994

0 ,0069699

0,0069391

0 ,0069068

0 , 46 0,0068730

3 28 44 9, 9

4 • 38 46, 1

4 1 36 5 ,8

4 3 33 26,4

20 25 37,5
20 13 45,2
20 I 32,6

19 48 59, 8

36 7,0

0 ,48

0 ,50

0 ,51

0 , 26

0 ,39

0 ,50
0 ,60

0 ,67

0,0068376

0 ,0068006

0 ,0067617

0 ,0067207

0 ,0066777

0 ,52

0,53

0 ,72

0,56
0,73

4 3 30 48,1

4 28 10,7
4 5 25 34, 1

6 22 58, 7

720 24 ,3

4 % 17:50,7

19 22 54 , 7

| 199 23 , 1

18 55 32,4

18 41 22,9
18 26 55, 0

18 12 8 , 9

0 ,58

0 ,59

0 ,71

0 ,66

0 ,0066326

0 ,0065853

0,0065356

0 ,0064835

0,0064290

0 ,0063720

0 ,60

0,61

0 ,59

0 ,50
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1
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINĘ DELG
i
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r
n
i

d
e
l

m
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.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
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.

P
a
s
s
a
g
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e
l
l
a

L
u
n
a

p
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

Hina а . . а

mezzodi Ji mezzanotte 1. mezzodi |

medio. ! I media. medio .

a mezza

notle

media .

Sab.

2 Dom .

3° 16°55' 35" | 3° 23°59 16 4° 38'58A ] 4 22.45A
4 0 .57 224 7 49 29 2 46 3 :39 29

Lun. 4 14 . 35 20 . 4 . 21 14 51 3 13 25 2 45 &

4 . Mart. 1. 4 23 48 33 5 4 15 2 14 53 .1 43 25

5 . Merc.15 10 36 335 16 52 34 Ini 40:38 16 1

14 to

6 . Giov. 5 23 344 5 29 19 390 5 25 , 0 . 27 10B 4

7 Ven . 6 5 13 55 16 it 0 59 21. 1 .30 . 8

8 Sab. 6 17 .12 6 6 23 1 59 59 2 . 28 . 24 | 6

9 Doin . 6 29 3 36 17 4 58 1 2 55 5 . 1954

10 Luh. | : 10 .53 3 .42 33 4. 2 :50

o
o
o
o
o

Iv
o
o
r

1

II Mart. 7 22 47 16 7 28 46 41

16. 10 52 58

13 Giov. 8 17 o 33 8, 23 11 26

14 Ven . 18 29 25 48 9 , 5 43, 46

Sab . 1 9 12 5 23 1. 9 . 18 30 39

A
e
r
e
a

4 35 ,30

1 5 3

13 14: 56 . 58

59 14.35 16

16 . Dom . 1, 9 244 59 30

13 Lun.

18 Mart. 10 21 28

19 Merc, 115

20 . Gioy. 11 18 41 43

10 1 31 50 4 18 53 . 3 .

10 14 46 . 21 3 35

10, 28 12 48 | 2 .39

11 49 .43 1 .3 10 .58.46 115

25 35 54 0 .22 15 .1.0 .14,514 1513 11 25

21. Ven , o 2 .32 II 9 39 280 51 564 1 28 . 26

22 Sab. 0 , 23 32.41 2 3 47 2 37 .24 . 17

23 Dom ., 1 , 0 36 24 117. 4141 3 8 46, 3 :37 21 18

Đi Lun. . 114 .48 19 1 21 56 3 14 2 39 14.24 14 )

Mart. ). 1 29 4 33 2 , 6 13. 28 4 41 46. 4 .54 55 |

26 Merc, 2 13 .22 20

27 Giov. % 27

28 Ven . | 3 et 46

25 43 58

30 Dom . 4 9

3 Lun. 14 22
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G
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PARALLASSE DIAMETRO

AR. Declin . equatoriale | orizzontale

della della Luna della Luna

Luna Luna а

nel nel
mezzo mezza mezzo mezza

merid . merid .
di notte notte

medio . media. medio ./media .

N
a
s
c
e
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d
e
l
l
a

L
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a

|int
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i
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.

|

o c
o
o

o
r
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n

cr
eo

Es
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nt
o

ö
s
o
o
v

o

55 55 19
| 2 24/54 48 54 36 29

5 50 54 26 54 18 29

9 22

12 30 12 154 14

11 53
vh 154

12

12

54 34 54 4516 34

17 27 58 155
cu

56 15 30 34 30

୨୨
୧
୨
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u

1741
241

4
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11 40

12 18

13 3
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I SATELLITI DI GIOVE

NON SONO VISIBILI

IN QU'E S TO M 'E S E . .
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G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA Luna

in tempo medio.

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DE SATELL . DIGIOVE

Tempo medio .

I. SATELLITE .6 Primo quarto . . . . . . . . . 15633

14 | Luna piena. . . . . . . . . . 8 53

21 | Ultimo quarto . . . . . . . 4 44

28 Luna nuova . . . . . . . . . .

141 20 em .

20 923

14 18 21

II. SATELLITE.

CONGIUNZIONE DELLALUNA COLLE STELLEN

in tempo medio .

26 | IL - 2 33 imm ..

0 19 36

III. ȘATELLITE.

1 28 48 imm.

. . . : : 8

. . . : :

. . . . . . .

4 82 m m 5 . . . . . . . . . 230

5 98 x m 4 . . . . . . . . . , 14

38 y 1 4. 5." . .

8 © Ofiuco 4 . 5.* . . . . .

24 m m 5. . . . . . . . :

48 a % 5.a . . . . . . . . • 1017

43 0 4. 5.a . .

80 e ll 5. . . . . .

98 X 5.a . . . . . . . . : 13 20

54 y 8 3. 4.9 . : : : : : : : 13

61 8! 8 4. . . . . : : : : 15 3

64 82 8 4 . 5. . . . . . . . 15 30

177 418 5. . . . . . . . . .

Aldebaran 1. . . :

104 m 5.4 . . .

54 10 4. 5. .

14 024.3 . . .

27 31 a 52 5. . . . . . . .

29 5 ß m2 3. 4.2 : : : : : .

115 n m 3. 4 .? . ... . . . . 11

.



AGOSTO 1848 .

TEMPOTEMPO

· medio

TIMPO

sidereo sidereo

G
i
o
r
n
i

de
ll

'a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

а a

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodì

vero.

mezzodì

vero .

mezzodi

medio.

o 5

AU
N

1 Mart. 6 0 ,421 8 40 46 ,21

2 Merc. 5,55 8 50 40, 29 8 44 42,76

3 Giov. 0 5 52,06 8 54 32,34 8 48 39,52

Ven . o 5 46,97 8 58 23,79 8 52 35,87

Sab . | 0 5 41, 26 9 2 14,62 8 56 32,43
-

2191

220

221

Dom . 0 5 34,921 9 6 4 ,82 9 0 28,98 4

Lun. 0 5 27, 981 9 9 54,421 9 4 25,5414

& Mart. 0 5 20 ,43 ) 9 13 43,401 9 8 22,091 4 49

9 Merc. ] 0 5 12,28 g 17 31,771 9 12 18,64

10 Giov. / 0 5 3 ,541 9 21 19,56 9 16 15, 20

222

223

II Ven .

5 | 12 |Sab .

13 Dom .

4 |Lun.

Mart.

0 4 54,23 9 25 6 ,78) 9 20 11,75 ] 4 53

o 4 44, 34) 9 28 53,411 9 24 8,30 4 55

0433,881 9 32 39,491 928 4 ,86

0 4 22,891 9 36 25 ,021 9 32 1,411

11,36 9 40 10,01 9 35 57, 961 4 59lo /

Merc . o 3 9 43 54,47 9 39 54 ,525 0
Gioy. 0 3 46,731 9 47 38 ,45 g 43 51,08 5 1

| 0 3 33 ,68 g 51 21,89% 9 47 47,63 5

Sab . To 3 20,16 9 55 4,88 | 9 51 47.181 5

20 Dom . o 3 6 ,14 9 58 47,38 9 55 40,735

Ven .

r
a
w

-o O
O
O

O
Y

234| 21 |Lun . 1 o 2 51,67 10 2 29,43 9 59 37,29

235 | 22 Mart. | o . 2 36 ,78 10 6 1,05 / 10

Merc. o 2 21,4610 9 52,25 10 7 30,39
237) 24 Gioy. 0 2 5 ,72 10 13 35,00 10 11 26 ,95

Ven . o 1 49,60 10 17 13 ,40 10 15 23,50

c
r
c
r
c
r
c
r
e
r

E
v
r
o

co
w

om
e

25

H

26 Sab. o 1 33,09 10 20 53,39|10 19 20,05 5 14

240 27 Dom . | o 1 16 ,1910 24 33 ,00 10 23 16 ,61

241 28 Lun. | 0 0 58,00028 12,2210 27 15,16| 5
Mart.Jo 041,30 10 31 51,12 10 31 9,71

30 Merc. 0 . 0 23,55 10 35 29,68 10 35 6 ,26

Giov. 0 0 5 ,0710 39 7 ,89)10 39 2,82

c
r
e
r
e
r
e
r
e
r
e
r
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.
0
0
H

LONGITUDINE
DECLINAZIONEG

i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

VARIAZ .
LATIT.

della

declin .
del Sole

in '

nel
mezzodì

medio.
merid .

boreale

del Sole

a mezzodì

vero .

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio .

та

a mezzodi medio .

4 9 15 17 , 9 - 0,63 - 0,38
0 ,64 - 0 , 254 10 12 46 . 7o

r
v
o
s

ir

15 ,0

17 57 5,

17 41 43,4

19 26 4 ,4
17 10 8 , 6

+I
I
I

0 ,0063125

0 ,0062506

0 ,0061864

0 ,0061200

0 ,0060515

0 ,65

0,66

0 ,68
12 244,8

13 5 15, 3

+ 0,01
16 53 56 ,0 0 ,13

0 ,69 0 , 25

0 ,70

4 14 2 46 ,6

4 15 0 18,7

4 15 57 51,6

4 16 55 25 ,4

4 17 :53 0,2

16 37 27,2

16 20 42,4

16 341,8

15 46 25,9

15 28 54,8

0 ,33

0 , 380 ,71

0 ,0059811

0 ,0059089

0,0058350

0 ,0057595

0,0056827
0 ,72

0 ,74

0 ,42

0 ,43

0,75

0 ,76

0,41

0 , 35
4 18 50 35 ,9

4 19 48 12,5

4 20 45 50,4

4 21 43 29,6

4 22 41 9,9

15 i 8, 9

14 53 8 ,4

14 34 53,

14 16 25,1
13 57 43,0

0 ,76

0 ,0056046

0 ,0055253
0 ,0054450

0 ,0053637

0,0052814

0 ,26

0, 15

0 ,03 .
0 ,77

0,38
1

- 0 , 10

0 ,23
4 ' 23 38 51,6

4 24 36 34 , 9

4 25 34 19,8

4 26 32 6 ,1

4 27 29 54,0

But mo
re

0 ,79

0 ,80

0 ,81

0 ,81

! 0 ,82

0, 0051981
0 ,0051139

0 ,0050287

0,0049424

0 ,0048550
12 40 43,5

12 20 57,6

0,48
0 ,58

0,83 0 ,65

0, 84 0 ,70

4 28 27 43,7

4 29 25 35,3

5 0 23 28,6

5 1 21 23, 7

5 2 19 20,7

12 0 59,8

11 40 50 ,4
11 20 29, 9

10 59 58,4

39 16 ,3

0 , 85

0 ,86

0 ,73

0 ,86

0 ,72

0 ,68

0 ,87

0 ,88

0 ,61

5 0 ,52

3 17 19 , 1

4 15 19 ,9

22, 1

6 ir 25 ,8

7 9 31,3

8 3 38,4

10 18 23 ,9

9 57 21,7

9 36 10 ,0

9 14 49,0
53 19, 2

8 31 40,8

0 ,41

0 ,28

0,0047663
0 ,0046763

0,0045848
0 ,0044919

0 ,0043974

0 ,0043010

0 .0042028

0 ,0041028

0, 0040009

0 ,0038972

0 ,0037918

3
6
0CO

0 , 15

5 0902
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA
G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

.d
e
l
l
a

L
u
n
a

||

p
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

|in t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

mezzodi

medio .

a a

mezzanotte | mezzodi

media . | medio.

a mezza

notte

media.

G

-

Mart. 5° 5°51' 12" 5' 12 15 % | 1 27 4A 0 53 18A 1 51

Merc. 5 18 34 1 5 24 48 27 0 19 15 0 14 40B 2 38
Giov. 1 6 0 58 40 6 7 5 8 0 48 3B i 20 34 |

Ven . 1 6 13 8 18 6 19844 1 51 55 2 21 431 4 6

Sab. | 6 25 7 0 7 1 3 42 2 49 1 3 16 7 :14

ÓO-a

o
o
i

o
o
r

T
E
S
I

= 1b
o
c
o
u

a
l

c
r
e
c
i
w
n

Dom . 7 6

Lup. 7 18 50 39

Mart. 8 0

Merc. 8 12 49

Gioy. | 8 25 4

7 12 54 54

7 24 47 21

Ś 6 45 58

8 18 55 u

9 1 18 38

11 Ven . 9 13 59 9
Sab . 9 20 9 26 58 14

13 Dom . 10 10 16 8

10 23 51 40

Mart. u 0 45 19 11 7 42 23

2

ผ
s

|๑
ง
ผ
ง

Merc. Ju 14 42 27 11 21 45 3 o 38 7

Giov. 11 28 49 44 o 5 56 0 0 39 18

Ven. | o 13 10 20 11 37 )

Sab . 0 27 20 1 4 28 41 3 3 45

Dom . 1 11 36 51 1 18 44 21 14 I

o 0 30A 13

1 17 40 14

2 30 31 115

| 3 34 8 16

4 24 24

2I | Lun. | 25

22 Mart.

3 2 56 16
217 2 14

3 i 0 15

3 14 48 28

3 28 25 7

T
e
r
r
a

23 Merc . 2 24 3. 21

24 Gioy. 3 = 55

25 Ven . 3 21

5 10 50

a
n
do
m

2

$ 37

༦

26 Sab . 1 4 5

Dom . 4 . 18

28 Jun . 5 I

Mart.1514

Merc. 5 26

31 Giov. 1 6 9

3 48 46 3 22 1 22

2 52 47 1 2 21 31 23 44

1 48 41 114 45 * *

0 40 14 0 , 5 310 31

28 57B1 i 2 450 1 16

5 49 1 1 35 33 2 7 2 2 0

29

30

15



AGOSTO 1848.

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.
PARALLASSE DIAMETRO

AR . Declin . 1 equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna а :

nel nel
mezzo | mezza | mezzo | mezza

merid . merid .
di notte di notte

medio media. medio. media.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.
t
o

e
r
e
n

mo

The
m
o
s
t

17 47 154 24

co
me

a l

| 11 25|boo
d

N
A
N
O

o

49 16 43 56 30 51 31 3

୫
୨

୨?

14 31 25cuom
e
u T

o
g

ont
o

132

T
O
O
N

ទ
ំ
ន
ង
ទ
ៅ

*

L
o
n
d
o
n

e
r
o
o
g
o

m
o

o
o
v
o
o
r
t

s
o
m

51 12

30 56

*

inei*

* 56 23 56

55 51 155

Ils
u
o
n
e
r
e
r

12 40 2 26A 54 -53 54 41
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1848 .

POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente 16h o Occidente

25 | or

, 261

271

28

o 4 , 2. 3.

2. O .1 3 . .4

, 2, 3 . 1 . 0 .

0 .1. 2

.3 0 2 .

0 .3, 1.

.20 . 3 , 4 .

29 |

2 .30 ]

31 | or



SETTEMBRE 1848. 49

G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio.

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DEPSATELL. DIGiovell

Tempo medio .
-

5 Primo quarto . . . . . . . .

12 Luna piena . . . . . . . . . . 18 55

Ultimo quarto . . . . . . . . 10

26 | Luna nuova . . . . . . . . .

1. SATELLITE .

© 6 5é imm.

19

s
e
e

CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio . s
o
m
e
t
h
i
n
g

t
o

e
n
v
o
o

TELLITE.

1 82 m m 5. . . . . . . . 6 58

1 98 x m 4 .4 . . . . . . . . .

38 y 4 . 5. . . .. . . . 16 20

4 8 © Ofiuco 4. 5.a . . . .

24 ma 5.a . . . . . . . . . . 0 57

20 n H 5.a . . . . . . . . 0 37

65 z Balena 5. . . . . . . . 14 46

54 y 8 3. 4. . . . . . . . . 19 2

81 8 4 . . . . . . . . . . 20 50

64 82 8 4 . 5. . . . . . . . 21 15

77 87 X 5. . . . . . . . . . 22 40

18 Aldebaran 1.4. . . . . . . 1 43

18 104 m 8 5. . . . . . . . . . 14 41

20 54 1 a 4 . 5. . . . . . .. . . . 20

68 k o 5. . . . . . . . . . 3 33

14 0 52 4 .* . . . . . . . . 13

26 15 , mp 3 . 4 . . . . . .

51 8 m 4 . 5 . . . . . . . . 21 21

29 98 x m ). 4 * . . . . . .

13 36 47 imm .

2 53 50
16 11 4

5 28 2
2

18 45

-

W
O
N
O

3 . 17 23

10 36 54

23 54 28

III. SATELLITE.

5 .27 8 imm .

9 25 14

17 21 22

20 52 32 em .

IV . SATELLITE.

4 49 12 imm .
9 19 19 em .

22 49 15 imm .

3 22 25 em .

Effem . 1848.



SETTEMBRE 1848.

" Ε Μ Ρ ΟTEMPO

medio

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l

'a
n
n
o

.Il

TEMPO

sidereo |
G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

a

sidereo

a

mezzodi

medio .

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
é
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi

vero.

mezzodi

vero .

6 57

e
r
t
u
i
n

I' 'Ven. 23 59 46 ,46 10 42 45 ,59 10 :42 59,32

2 Sab . 23 59 27,54 10 46 23,3710 46 55,92

3 Dowl. 23 59 8,34 10 50 0,68 10 50 52,147

Lun. 25 58 48,88 10 53 37, 54 40,02

Mart. 23 58 29, 16 10 57 14 ,48 10 58 45,57)

c
r
e
r
e
r
e
r
e

6 35

6 33

6 31

6 30

250 6 Merc. 23 589,22 11 0 51,05 11 2 42,13 5 31

7 Giov. 23 57 49,05 11 4 27,370 638 ,681 5 33 6 27

8 Ven . 23 59 28,01 u 3,50 11 10 35,23

9 Sab. |25 53 8,151 / 39,141 14 31,781 5 36

10 . Dom . 23 56 47,4111 15 15,21 11 18 28,33 5 38 6 22254

6 201 Lun. |23 56 26,55| 11 ' 18 50,86 11 22 24,89

12 Mart. 23 56 5 ,59 11 22 26 ,39 11 26 21,44

Merc. 23 55 44,54 11 26 1,84 11 30 17 ,99

14 Giov. 23 55 23,41 11 29 37,20 11-34 14,54

Ven . 23 55 2,23 11 33 12,52 11 38 11,10

e
r
e
r
e
r
e
r
e
r

6 18

6 16

6 15

Sab. 23 54 41,05 47,83 11 42 7,65 5 48
23 54 9,87 11 40.23,14 11 46 4 ,20550

Lun. |23 53 58,321 3 58,49 50 0,25 5 5

Mart. 23 53 37,61 11 49 33,87 11 53 57,301 5 53

Merc. 23 53 16 ,58 11 51 3,31 11.57 53,85 5 55

265 ) 21 Giov . 23 52 55,63 11 54 44,8712 1:50,41
266 ) 22 |Ven . 23 52 34,78 / 11 58 20 ,51112 5 46 ,96

267) 23 Sah . 23 52 14,06 12 1 56 ,30 12 9 43,51 5 59

268 24 Dom . 23 51 53,49 12 5 32,22 12 13 40,06 6 1

269 25 Lun. 23 5 35,0812 9 8,51712 17 36,62

u
r
e
r
o
s
o
s

270 26 Mart. 23 51 12, 86 12 12. 44,60

271 27 Merc. 23 50 52,85 12 16 21,08

26 Giov. 23 50 33,05 12 19 57,77 |

Ven . 123 50 13 ,48 12 23 34,70 22,82 6 8

23 49 54,17 12 27 11,89 12 37 19,37

33,171 6 3

29,72 6 51

26,27 6 6

O
s

s
e
r
e

e
r
e
r
e
r
e
r
e
r

- 1



SETTEMDRE 1848 . 51

R
E
L
E
A
S
E

LONGITUDINE
LOGARITMO| VARIAZ: LATIT.

1 della del Sole
della distan .

della Terra

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

DECLINAZIONE

boreale

del Sole

a mezzodì

vero .

declin .14

mezzodì

medio .
merid .

in t '

a mezzodi medio .

dal Sole
a mezzodi

medio .

5° 9° 5 '490 8° 9542
5 to 3 57,2 9 47 59,9
5 11 28,7 25 58,0
5 12 0 22,8 2 3 48,9

5 12 58 36,3 6 41 33,0

0 ,91 + 0 ,11

0 ,91 0 ,22

0 ,91 0 ,31

0.92 0 ,38

0 ,92 0,42

0,0036847

0 ,0035761

0 ,0034661

0,0033547

0,0032420

A
N
A
R
T

Oo
v
o

5 13 56 52,5 6 19 10,5

5 14 55 10,0 10 : 5 56 62.0

5 15 53 29,1 5 34 27 ,5

5 16 51 49, 7 5 I 27 ,7

5 17 50 12, 1 1 4 .48 42,6

0 ,93 0 ,43 0,0031283

10.03 0,41 le 0,0030136

0 ,94 0,36 0,0028982

0 ,94 0,28 0 ,0029823

0 , 95 0 ,18 0 ,0026660

5 18 48 36 ,0
5 . 1942 1,8

20 45 29,5
5 21 43 59,0

22 42 30,5

25 52,6

4 2 57,9

3 39 59 ,0

16 56 , 1

2 53 49,6

0 ,95

0,95

0 ,95

0,96

0,96

0 , 06 0 0 ,00254941

0,07 0,0024327

0,21 13 10 ,0023158

0,34 + 0 ,0021988

0,46 0 ,0020815

5 23 41 4 ,0

5 24 39 39,7
5 25 38 17,6
5 26 36 57,7

5 . 27 35 40,0

2 30 39,7
7 26 ,7

44 10,9

57 32,6

0, 96 0 , 56

| 0 ,96 | 0 ,64

0, 96 0,70

0 ,73

0 ,97 0,73

0 ,0019640

0 ,0018463

0 ,0017285

0,0016103

0,0014917

20 52,9 0 ,97

0 ,70o
u
r
e
r

0 ,97

0 ,97

28 34 24,7 0 34 10,5

5 29 33 11,5 € 0 10 47,3
6 0 32 0, 7 0 12 37, 1

6 1 30 52,0 o 36 2 ,25

6 2 29 45,7 1 o 59 27 ,751

0 ,0013727

0,63 0 ,0012530

0,54 | 0 ,0011326

0,97 1 0,42 0,0010115

0 , 97 0 ,30 C 0 ,0008895

0 ,97

6
6
6

6

6

3 28 41,3
4 27 39, 2
5 26 39 , 1

6 25 40, 9

7 24 44,9

I 22 53, 2

1 46 18,3
2 9 42.6

2 33 5 , 8

2 56 27,4

0,97 0 ,18

0 ,97 - 0,03
0 , 97 + 0 , 10

0 ,97 0 , 23

0,97 0 ,33

0,0007662
0 ,0006429

0 ,0005182

0 ,0003927

0,0002666



SETTEMBRE 1848.

LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELL LUNAG
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

.d
e
l
l
a

L
u
n
a

p
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

|int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

mezzodl

medio .

| mezzanotte | mezzodi

media. medio.

a mezza

notte

media.

6'zi 326
2 3 430 1

1 Ven.

2 Sab.

3 Dom .

4 Lun.

5. Mart.

512°36 528 39

3 30 33

43414 489 14 56 25

c
r
e
r
t

o
v
e
r

.

8

26 49 486 . Merc. 8 ' 20. 44 5

7 Giov. 9 2 59 15 9 9 12 56

8 Ven . | 9 15 31 18 54 45

9 Sab . 9 28 23 37 10 4 58

10 Dom , 110 1 38 31.38 31 10 18 24 43

58 91

3 23 55 . 2

L | Lun. 10 25 46 44

Mart. u 917 712 Mart.

13 Merc.

ผ
ง o
o
o
o

!

| 2 20 45 | 1 45 11 10

16 24 43 1 7 34 1 0 28 27 ur 40

To 11 . 29A ) o 51 34A 12 34

10 1 1 31 5 2 9 12 13 28

2 45 18 3 18 41 14 22

ik Gioy .

15 Ven .

0 8 10

0 :22 51

Sab . |17 34 11 I 14 53 46 | 348

17 Dom . I 22 Ii 31 14 36

Lun . 2 6 38 45

19 Mart. 2 20 51 58

20 Merc. | 3 4

e
r
r
e
r
e
s

c
o
m
o

u
n
a

Ce
rc
o

añ
o

er
e

os

21. Giov.

22 Ven .

23 Sab.
24 . Dom .

25 Lun.

4 15 0 16

4 27 53

5 16 33

26. Mart. 042 B5 29 11 8

6 11 23 15 1 15 18 1 47 30

23 I 21

27 . Merc. | 6 5 18 23

28 Giov. | 6 ' 17 25 59

29 Ven . 6 29 25

Sab. 17 II

งด
ง

23 27
15 32

2 18 17

3 14 22

2 . 49 19 0 40

3 39 101

2192



SETTEMBRE 1848.

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

PARALLASSE DIAMETRO

AR. Declin . equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna
Luna Luna

nel nel
mezzo mezza mezzo |mezza

merid . merid . " di notte di notte

medio . media. medio .Imedia.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

in t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.
th
at16°14A 54' 30

9 42 54

12 45 54

15 -13 57

17 2 54 | 10 u
r
e

w

229 54

55 39 30 12 30 23

130 34 130

o
o
r

b
l
o
c
o
u

os a
r
a

e
n

l
o

h
e
t

n
u
3

%

31 i 131

D
u

e
r
ő
s

| 18 46

8 51 60

3

60 5 32 52 32

59 44 32 43 32

งอ
ง

e
n

16 1057

13 42

12 38

| 13 39

14 11

| 15 44

e
n

10 33 56 130 48 3 54

w
o
r
o

Hoe

2 55 16

B
E

w
a
n
a
o

v
o
o
r
r
a
r



SETTEMBRE 1848 .

POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente 156 36 Occidente

0 482, 3 .

02. 1 3.

4 . 3 .

2 .

41

51 4 .

614

71. 4.

81

ဝ
င
်
င
ြ
င
့
်
ဝ
ဝ
ဝ
ဝ
ဝ
ဝ

3 101

91

10 |

_

12 ||

131

141

. 2 3 .

02. . 3 .

2 . , 1. .4 , 3. O

0 . 2 .401

o O 2 .

.3 , 2 . Ő 1 .

2 . ol 0 . 3

1 . 0 : . 2 . 3

261 3 .

2 . I O3.

20 11h.

1. 4. 0 .3

.3 2 . 01.

151

16

17 |

2 ** 1

. 3

18

191

201

21. 1.

22 | 4. "

23 | 4 .

241 .4

25

26

27 |

0 . 2

O . I 2 .

2 . 1. 03.

3 . .20

4 1. O

3 204 0 1.

3 . 2

28 2 .

29 |

30

O . 1 . 2

) :

. 3

3 .or 2 .
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o
n

|G
I
O
R
N
I

. G
I
O
R
N
I

.

12 ܞܝ ܗ
ܗ

܇ ܒ
ܬ
ܚ
ܝ

;

- Fasi DELLA LUNA ,
· ECLISSI

DE SATELL . DI Giovel

in tempo medio. Tempo,medio .

I. SATELLITE.

. 5 Primo quarto . . . . . . ... . 2437
11 10 17 imm .

Luna piena . . . . . . . . . . 4 32 5 38 41

Ultimo quarto . . . . . . . . 194 0° 6 2

18 35 28
Luna nuova . . . . . . .. 15 23

13 3 47

732 9

2 . 0 29
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

-20 28 53
in tempo medio . 15 14: 56

19 - 9 25 33

3 8 Ofiuco 4 . 5.". . . . . . 3 :57
19 3 53 51

20 :22 21: 14

2 | 24 m m 5 .a . . .. .. . . . . 8 * 22 , 16

| 43 0 4 . 5. . . . . . . . 2027
, 24 18 51

543 8

80 e H 5. . . . . . . . . . . 1 0 15 30

98 .4 HC 5. . ... .
- 18 43. 47

. . . ' 7 :01 13 12 6

54 º 8 : 3 . 4.* . . .. . . .. . 2 '59 1 II. SATELLITE.

61 $18 .4.8 . . . . ... . . 4 :41 |
13 rı 25' imm .
2 28 56

64 82 82 4. 5.a . . . . . 15 :46 2

77 64. 8 . 5 . . . . . . . .
- 5 3 38

. . . . 6 . 27 1: 18 20 45

Aldebaran 1. . . . . . . . 9:30. . 9°30 ' 22' | . 7 .

15 104 mg 5.* . , . ,
225 20 55 35

10. .13 22

18 54 X D) 4. 5. . . . . . .. . . 2 :43 III. SATELLITE.

3r a 52 5.* . . . .
1- 21. 19. 59. imm .

! 0 51 24 em ,

1 : 5 ß m ) 3. 4 . . . . . . I 18 6 imm . -

15 in 11?) 3. 4 . . . . . . . .
4 49 45 em .

5 6 26 imm .

51 6 m ). 4 . 5.".. . . . . . . 8 48 18 em . '

26 98 x 110 4. . . . . . . . . .
9 14 7 imm .

12 46 i em .

28 38 y 4. 5.* . . . . . . . 13 11 37 imm .

16 43 52 'em .

29 18 © Ofiuco 4 . 5 . . . . . . IV . SATELLITE.

29 24 m m 5. . . . . . . . .. . . 14 58 | 5 | 16 - 48 11 imm .

| 21 24 0em .

. . : : . 1 * 22 10 : 46 50 imm . .

11 * 22 15 25 i em .

: 18

ov
ã
o

e
v
r
o

oa
n
o

oooA
n
j
o

. . . ..
* 6 20 | . 1

m
a
c

c
r
o
n
o
l
o
g
i
a

ON



OTTOBRE 1848 .

TEMPOTEMPO

medio

TEMPO

sidereosidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l

'a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

osofos
Top

mezzodi

vero .

mezzodi

vero.

mezzodi

medio.

A e
v
o

i Dom . 23 49 35 ,13 12 30 49,34 12 41 15 ,92

2 Lun. 25 16,58|12 34 27 ,0912 45 12,87

3 Mart. 23 48 57,92 12 38 5 ,13 12 49 9,02

Merc. 23 48 39,79 12 41 43,50 12 53

Giov. 23 48 21,97 12 45 22,1812 57 2,12 6

G
r
o
o
l

v
o
o
r

280

282

ő
o
o
u

o

6 Ven . 23 48 4 ,53 12 49 1,25 13 0 58,68 6 18

7 Sab. 23 47 47,46 12 52 40,69 13 4 55,23 6 20

Ś Dom . 23 43 30,79 12 56 20,51 13 8 51,78 6 21

23 47 14 ,55 13 0 0,78 13 12 48,33 6 23

123 46 58,75 13 3 41,50 13 16 44,88 6 24

ܗܘܗܗܗ

285) 11 Merc. 23 46 43,41113 7 22,66 13 20 41,44 6

286 12 Giov. 23 46 28,57 13 4 ,34 13 24 37,99 6

Ven. 23 46 14,25 13 14 46,54 13 28 34,54

288) 14 Sab . 23 46 0 ,47 13 18 29,27 13 32 31,09 |

289) 15 Dom . 123 45 47,24113 22 12,5513 36 27,646 31

Ia
a
a
a
a

IG
r
a
v
a
a
r
a
l

290 16 Lun. 23 45 34,53|13 25 56,4o| 13 24,206

2911 17 Mart. 23 45 22,50 13 29 403

292 18 Merc . 23 45 11 ,04 |13 33 25 ,91 13 48 17,30 6 37

293) 19 Giov . 23 45 0 ,21113 37 11,6213 52 13,86

294) 20 Ven . 23 44 50,04 13 40 57, 96 13 56 10,41| 6 40

1oy

295) 21 sab . 23 44 40,54 13 44 44, 98114 0 6 ,96 6

296] 22 Dom . (23 44 31,72 13 48 32,69 14 4 3,51 6 43

297) 23 Lun. 123 44 23,6t 13 52 21, 4 8 0, 06 6

298 24 Mart. 23 44 16,21 13 56 10 ,24. 14 11 56,626

44 9,52 14 0 0,09 14 15 53, 17

任
何
内
仅
8

น
า
ง

300 26 Giov. 23 44 3,5614 3 50,67 19 49,73 6 49
27 Ven. 23 43 58,34 14 7 41,99 14 23 46 ,28 6 51

Sab . 23 43 53,88 14 11 34,07 14 27 42,83 6

Dom . 23 43 50,19 14 15 26,92 14 31 39,38

23 43 47,25 14 19 20,52 14 35 35, 93 6
305| 31 Mart. 23 43 45 ,08114 23 14 , 90 14 39 32,49) 6

ܗ

ܗ

ܗ

|ܗ ܗ

ܗ

ܗ

ܗ

ܗ

ܗ

s
o
o
r
t
e
n

en

-
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*
əsəw

LONGITUDINE
VARIAZ .

della
LATIT .

del Sole

| declin . (del Sole
DECLINAZIONE

australe

del Sole

a mezzodì

vero .

in 1

topqu.
1019

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodì

medio .
a mezzodìmedio.

sibout
merid .

nel mezzo
di

medio .

obom

- 0 ,97

0 ,97

6° 8°23'50 5
6 9.22 58,2
6 10 22 7, 5
6 11 21 18,7

6 12 20 31,6

19 47, 2

43 4,8

4 6 19, 8
29 31,7
52 40,2

0 ,96

0 ,96

* 0 ,39 0 ,0001399

0 ,42 0 ,0000125

0 ,44 9,9998847
0 ,43 9 ,9997567

1 0 ,39 9 ,99962860,96

6 13 19 46,3

6 14 19 2 ,6
6 15 18 20 ,9

6 16 17 40,9

6 17 17 2,7

5 15 44,8 0 ,96 0,32 | 9,9995006
25 38 45 , 4 0 ,96 0 ,22 9 ,9993727

6 1 41,61 0,95 (+ 0 , 11 9 ,9992449

6 24 33, 1 0 , 95 - 0 ,02 9 ,9991184

6 47 19,3 0 ,94 | 0, 15 | 9, 9989922

6 18 16 26,5

6 19 15 52, 2
6 20 15 20,1

6 21 14 49, 9 1

6 22 14 21, 9

10 0, 0 0,94 0 ,29 9.9988666
32 34 , 9 0 ,94 0 ,419 ,9987419

7 55 3 , 6 10,93 0 ,52 9 ,9986181

8 17 25, 7 0,93 | 0,60 9,9984953

8 39 40,9 0,92 0,67 9,9983735

0 ,92

16 6 23 13 56 ,2 1 9 I 48, 8 0,92

17 6 24 13 32,5 1 9 23 48, 9
186 25 13 11, 2 9 45 41, 0 0 ,91

19 | 6 26 12 52, 2 10 7 24, 7 10,91

20 6 27 12 35 ,5 | 10 28 59,7 0,90

0 ,70 9.9982526

0 ,70 9,9981326

0,67 9. 9980133

0 ,629 ,9978947

0,53 9,9977767

6 28 12 21, 2

| 6 29 12 8 ,9
| 7 0 11 59,0

13 I 1 51, 1

257 2 11 45, 7

10 50 25, 2 0,89 0 ,42 9 ,9976593

I 11 41,4 1 0 ,88 0 ,30 9,9975124
11 32 47 ,5 0 ,87 0,16 9,9974259

11 53 43,1 10,87 - 0,029 ,9973097

12 14 28 , 1 0, 86 + 0 ,11 9,9971937

9 , 9969622
7 3 11 42, 0 12 35 1, 7

7 4 11 40, 4 12 55 23,6

7 5 1 40,6 13 15 33, 5

7 6 11 42,8 13 35 30,7

7 7 11 46,71 13 55 15 ,0

78 11 52,2 14 14 45, 9

0,85 0 ,229 ,9970778

0,32
0,830 ,40 9,9968469

0, 83 0 ,459 ,9967318

0 ,82 0,47 9 ,9966171
0,81 0,469 ,9965029

Effem . 1848.
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLAG
i
o
r
n
i

d
e
l

m
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e

.

•G
i
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r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

(P
a
s
s
a
g

.d
e
l
l
a

L
u
n
a

Ip
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

а » a

mezzodi

medio.

a 1

mezzanotte

media .

mezzodi
medio .

a mezza

notle

media .

-7 29 5 37
S !!

I Dom . 7 23 10 38

Lun . 18 5 0 53

3 Mart. 8 16 54 10

4 Merc. 8 28 54 28

Giov. 9 11 6 9

4 37 59B 4 51 51B

8 10 56 54 5 2 35 5 10 7

8 22 53 10 15 14 215 15 il

9 4 58-36 5 12 33 5 6 27

9 17 19 40 4 . 43 37

7 42

O
o
o
o
w

a
s Ven .' | 9 23 33 43 | 9 29 54 50 4 26 55

Sab . 10 6 21 29 10 12 54 6 3 43 9

Dom . 10 19 33 5 10 26 18 402 46 26

Lun . 1 3 i IU 10 10 10 1 1 38 36

Mart. 11 17 15 57 11 24 28 5 0 22 46

3 16 19

| 2 13 15

1 1 27

0 16 49A

งง7 26

IT Merc. o 146 3

12 Giov. 0 16 36 390

13 Ven . 1 1 40 24 I

14 Sab. 11 16 48 8 1 1

Dom . 2 1 50 12 2

37A ) 1 35

2 13 562 49 50

3 22 571 3 52 33

14 18 á

14 54 545 5 46

O
a
n

o
r
t

มม

15

อ
ง
ด
ี

Luu. | 2 16 32 59 | 2: 23 54 27 5 11 28

Mart. 3 1 5 3 8 9 51 | 5 7 42

Merc. 1 3 15 8 10 3 22 0 -35

Giov. 3 28 46 44 4 5 27 34

Ven . 4 12 1 51 4 18 31 30 3 17 0 1 220

21 Sab. 4 244 56

22 Dom . 5 33

23 Lun. 1 5 19

24 Mart

Merc. 6 14 13

o
s
e
r 117 . 3 | 213 481 57 20 25

5 13 45 113 9039 43 21 10

5 26 4 38 To 6 17027 23: 21 54

6 8 12 -43 | o 59 47B ) i 3i 37 22 38

6 20 13 43 2 2 14 . ) 2 31 20 23 20:

ve
c

s

25

6 26 12 12 2 9 40Giov.

27 Ven .

28 Sab.

Dom .

co
co

u
v
o
s

n
ö
v

G
r
a
n

2 58 37

3 46 43

4 24 42

3o Lun .

a
c
r
o
s
s

31 Mart 5 5 56
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G
i
o
r
n
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d
e
l

m
e
s
e

.
PARALLASSE | DIAMETRO

AR. , Declin . equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna a

nel nel
mezzo mezza mezzo | mezza

merid . merid .
notte di notte

medio . Imedia . Imedio . Imedia .

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

|

- di

23 34

5
o
5

54 0 29 29 29 29

29 31 29 34

129 38 29 44

54 56 129 5r 29 59

55 34 30 9 130 20 113 | 10 :52

I IL 5054 16 33 55 56 20 30 32 30 451

48 14 18 56 46 57 13 30 59 137 14 1 2

U 10 - 157 20 31 453

- 2 . 15 58 38 |32 163

47 59 32 159 30 32 .43

12 52

1: 13 58

1110

34 1 2 60 12 160 35 32 55 133 * 4 4 59 17

34 6 45 60 49 60 58 33 12 133 17 15 35 . 18

2 35 u '5 615 61 4 33 20 33 2016 14 | 20

38 114 37 161 0 60 51 133 1833 131 6 54 1 20 19

41 117 3 160 39 160 23 33- 7 32 58 | 7417 22 30|
内
切
g
句

59 43 . 32 .48 32 368 33 23 32

32 10 9 29 * *

737 57 131 44 1 10 297 626

57 20131 31 31- 1831-18 - 4 11 32 17

31 5 . 30 54 12 351

22 u 17

21 110 28 18 9 56 16 55 130 33 13 38 | 21 32

4 20 55 40 55 25 30 15 114 40 3 3
12 6 24 155 10. 154 .57 30 : 7 30 -01-15. 40 .13.

- 24 12 53 3 3A 54 45 54 34 | 16 39 | 4
154. 25 . 154 17 1 17.39

23

15 154

18 -39 F - 4

5
5
0

T
T
A

&GG
5
5

+

53 53, 55

54 . Ó 154 729

154 15 154 25
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: : POSIZIONE DEI SATELLITI DIGIOVE.

Oriente 146 36 Occidente
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10 | : 3.
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- -- .4
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16 [ 01
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4 . O 102 .3
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G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DE SATELL . DIGIOVE

Tempo medio.

e
u Primo quarto . . . . . . . . ..,18639'

Luna piena. . . . . ! . . . . 14 12

Ultimo quarlo . . . . . . . . ; 23

Luna nuova . . . . . . . . . 10 6

O
v
e
r
a
n

I. SATELLITE.

740 23 imm .

Ź '8 43

20 36 59
15 517

9 33 33

4 i 53
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio .

*

5 55

80*,.i
n

beto useor

*

o
n

vE
v
r
o
s
o

. . . .

15 12 54

II. SATELLITE

23 ,30 32 imm .

12 48 25 deIII

* K
O
O
T

*

11 .

15 23 36

i6

4 | 48 a % 5.2 . . . . . . . . ..

5 43 A 4 ., 5. . . . . . .

20 n H 5.4 . . . . . . . . .

80 e X 5. . . . . . . . . . .

98 je H 5.a . . . . .

54 y 8 3. 4. . . . .

1161 SI 8 4 . . . . . . . .

64 82 8 4 . 5. . . . . . . : 15

N 77.618 5. . .. . . . . . . .

11 Aldebaran 1. . . . . . . . 19

104 m 8 5. . . . . . . . . : 752

14 : 54.20 4. 5. . . . . . . . .

| 5 ß m 3. 4 .a . . . . . . 15 39

15 n my 3 . 4. . . .iii

2151 m 4. 5.2. . . . . . .

98 x m2 4. . . . . . . . . .

38 7 . 4 4. 5.4 . . . . . . .

8 © Ofiuco 4. 5.a . . . . .

25, 24 m my 5.* . . . . . . . .

30 9 8 % 3. 4. . . . . . . . .

440 49

17 58 54

* B
o
r
o
s
a
n
i

o C
V
O

S

9:51 40 .

III. SATELLITE.
17 9 10 imm .

20 41 36 em . .

21 6 .47 įmm . ?

0 39 23 em .

15 o imm .

4 37 46 em .

5 2 47 imm .

8 35 41 em .

IV . SATELLITE

4 45 53 imm .

9 26 9 em .

24 21 44 ğ imm .

25 1 3 26 g em.
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TEMPO

sidereo

G
i
o
r
n
i

de
ll

'a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

. TEMPO

medio

а

mezzodi

* vero .

TEMPO

sidereo

а

mezzodi

medio .

mezzodi

vero .

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

lat
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

|at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

A
r
t
C
N

23 43' 43,6914 27' 10,0614 -43'29,04 6° 58
2 |Giov . 23 43 43,09 14 31 6,03 14 47 25,597 0

3 Ven . 23 43 43,28 14 35 2,75114 51 22, 141 : 1

Sab . 23 43 44,27 14 39 0,30 14 55 18,70 3 2

Dom . 23 43 46 ,06 14 42 58,66 14 59 15, 271 3 4

e
u
n

Lun. |25 43 48,67114 46 57,83| 15 5 1,82 | 3

Mart. 23 43 52,10 14 50 57,82 157 8 38

Merc. 23 43 56 ,34 14 54 58,65 15 ii 4,93 3

Giov. 2344 1,45.14 59 0 ,30 15 15 1,483

10 Ven. (23 44 7,38 |15 . 2 ,81115 18 58,04 |

0
0

O
s
o
r
e
r

r

II Sab . 23 44 14, 15 15 7 . 6 , 16 15. 22 54,60

12 Dom . 23 44 21,78 15 ií 10 , 3615 26 51,151 3 13

24 15 15 15,40 15 30 47, 11 2 14

Mart. 23 44 39,58115 19 21,32 15 34 44, 26 % 15
Merc. 23 44 49,77 15 23 28, 10 15 38 40,82 7 . 16

Lun . 23 44

15

3211 16 Giov. 23 45 0 ,83 15 27 35,7415 42 37,37 | 7 17

322 Ven. 23 45 12,75 15 31 44,25 15 .46 33,939 19

18 Sab . 23 45 25,51 15 35 53,60 15 50 30,48 3 20

324) 19 Dom . (23 45 39,11 15 40 3,80 15 54 27,041 3 21

325 23 45 53, 56 15 44 14 ,84 15 . 58 23,591 3 : 22

323 oe
n

F
a

326 21 |Mart. 23 46 8,83115 48 26,71116 2 20 ,15 7 23

327| 22 Merc. (23 46 24,92 15 52 39,39 16 6 16 ,90 3 24

328 23 Giov. 23 46 41,80 15 56 52,89 16 10 13, 26 9 25
24 /Ven . 123 46 59,48 /16 , 16 16 14 9 ,81

Sab . |23 42 17,9216 5 22,2016 18 6 ,371 27

329

330

-

331 26 Dom . 23 47 37, 1216 9 38 ,0116 22
332 27 Lun. 23 47 57,03|16 13 54,53116 25 59,491 7 29

333 28 Mart, 23 48 13 ,66 16 18 11,78116 29 56 ,04 9 30

29 Merc. 23 48 38,97 |16 22 29,21 16 33 52,602

335 30 Giov. 23.49 0 ,93 16 26 48,29 16 37 49, 162
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VARIAZ. LATIT.
LONGITUDINE

LOGARITMO

della distan .

della Terra

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

DECLINAZIONE
della

australe in del Soledeclin .
del Sole на |

in i '
a mezzodì

vero . los medio .
merid .

dal sole

nel
mezzo

dil

a mezzodi medio .
a mezzodi

medio .

11So. 1 Il

7 9 59, 4 14 34 3 , 0

7 10 12 8 ,2 | 14 53 5 ,9
11 12 18, 5 15 11 54 , 2

9 12 12 30,4 15 30 27,5

13 12 43, 15 48 45,2

- 0 ,80 + 0 ,43 9,9963894

0,78 0 ,37 9,9962766

| 0,771 0,27 1 9 ,9961646

0 ,76 0,169 ,9960537

0 ,95 + 0 ,04 9, 9959440

7 14 12 58,6 16 6 47,2
7 15 13 15 ,0 16 24 32,9

7 16 13 32,71 16 42 1, 9

7 . 17 13 52,1 16 59 14 ,0

17 18 14 13 ,2 17 16 8,6

0,74 - 0, 10 9,9958357
0 ,73 0,239 ,9957289
0 ,71 0 ,359 ,9956238

0 ,70 0 ,469 ,9955206

0,69 0,54 9,9954193

| 0,68

.

7 . 19 14 55 ,8
720 15 0 ,0

3 21 15 26 , 0

7 22 15 53, 8

3 23 16 23, 2

17 32 45,5

17 49 4 ,2
| 16 5 4,4

18 20 45,5
18 36 7,4

0,65

0 ,61
0 ,65

0 ,66

0 ,64

0,58

9,9953199
9 ,9952225

9, 9951271

9 ,9950336

9,9949420

0 ,64
0 ,63

7 24 16 54 , 5 18 51 9 , 7
5 25 17 27,71 19 5 51, 6

26 182 ,6 | 19 20 13, 5

7 27 18 39, 3 19 34 14,3

7 28 19 17 ,8 | 19 47 53,9

0 ,62 | 0,50
0 ,61 0 ,40

0 ,59 0,28

1 0,57 - 0 ,14 |

0 ,56 | 0,00

9 ,9948522

9 , 9947642

9,9946780

9,9945934

9 , 9945103

7 29 19 57 ,8 20 I 11 , 8

8 0 20 39,71 20 14 7, 9
8 I 21 23 ,0 20 26 41, 8

8 2 22 8 ,0 20 38 52, 8

8 3 22 54 , 1 20 50 40,7

0 ,13

0 ,52 0 ,25

0,51 0,35

0 ,49 0,42

0 ,4810,48

9,9944287
9 ,9943484

9 ,9942693

9,9941913

9,9941145

8

8
8

8

8

28

4 23 41, 7

5 24 30, 4
6 25 20, 5

7 26 11 ,4

8 27 3 ,3

21 2 5,2
21 13 16 , 0

21 23 42, 7

21 33 55,1

21 43 42,8

0 ,46

0 ,44
0 ,43

0,519 ,9940389

0, 50 9,9939644
0 ,47 | 9,9938912

0,399 ,9938194

0,309 ,9937491
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLALUNA
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a
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L
u
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a
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e
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m
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in t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

mezzodi

medio .

mezzanotte

media .

Ia mezza

mezzodi notte

medio . media

!
36' 20B )Merc.

Giov. 9 19 45 38

Ven . 10 2 9 5

Sab . 10 14 50 u 10 21

Dom . 10 :27 53 12 ju 4 34

ro
l
e

4 42 BL 3

4 934

3 24 375

2 28 16

G
S

4
6

9

E

Lun . U 11 21 54 U 18 16

Mart. 11 25 18 47 1 0 2 27

Merc. o 9 44 8 0 17 6

Giov . 0 24 35 13 1 2

Ven. | 1 9 45 41 | 1 17 25 18

0 46 40 o

0 28 4A

1 43 221

2 53 46

21

4
6

1
2
8
4
5

11 Sab . 1 25 6 1

Dom . 2 10 24 51 2 18 0 9

Lun. 1 2 25 30 58 | 3 2 56 5

Mart. 3 10 15 8 3 17

Merc . 3 24 31 314 i 28 30

s
o

o cr
io

B
ū
g
o
s

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

年
9
红
8
4

Giov. 4 8 18 2

Ven. 14 21 35 49
Sab . 5 4

Dom

Lun . 5 29 15 4

o
e
r
e
r
a
t

A

15 0 21

56

10 46 17

3 19 35 2 51 18 17

2 21 11 | 1 49 42 18

1 7 18 0 44 24 18 9

011 23 0 21 24B

0 53 35B 1 24 53 20 37

e
r
e
r

3

6 17 17 į 55 0

19 | 2 50 32

36

6 29 11

21 Mart. 6 11

22 Merc. 6 23 14 58

23 Gioy . 7 5 7 0

Ven . 17 16 59 35

25 Sab . 3 28 48 43

2 20 in

24 52 59 1

4 44 58 4 42 59

pr
ev

en
t

§

Dom . 8 10 .41 53

3 | Lun.

Mart. 9 4 39

Merc. 1 9 16 45

30 Giov.

h
o
o
p

o
p

9 29 o 56
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PARALLASSE | DIAMETRO

AR . Declin . equatoriale | orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna a el

nel | nel
mezzo mezza mezzo mezza

merid . merid .
di notte di notte

medio . media. medio. media.
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.

ov
er
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s
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t
e
r

i 47 12 46

Ö
v
o

o
s
n
o

G
i
o
v
a
l
o

O
A
O

R
O
B
E
R
T
O

5 12 58

0 37 . 59 22
4 10B 68 14
8 48 60

12 53 61 21

31 53

32 25 32 39

32 53

33 16 33 24

33 30

133 6

ค
ง

3.5
ม

II 61 21

eos
yot
h

Tr
ev
er
o

57 30 |31 39 31

56 37 31 9 50 55
130 41

55 13 30 18

57 54 42 30 ó

19 11 50
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T
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r
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r
o
s
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.
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G
I
O
R
N
I

. : FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

I G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DEPSATELL. DI GIOVE

Tempo medio.

I. SATELLITE.

ow

bilim
Primo quarto . . . . . . . . 8642'

Luna piena. . . . . . . . . . 0 20

Ultimo quarto . . . .

Luna nuova . . . . . . . . .
5

1941 13 imm .

14 9 28

22 36 45

19 6 i

CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio.

R
.

..
. .

17 13 53

. SATELLITE.

9 57 imm .

.
.

15 '3 '5

1 4 21 33

.

48.1 % 5.a : . . . . . . . . 21 42

73 a 4.2 . . . . . . . . . 4

5 . 80 e X 5.a . . . . . .

54 y 33. 4." . . . . . . . .

9 63 8 5.a . . . . . . . . . . . . 2

61 87 8 4.* . . . . . .

64.32 8 4 . 5. . . . . . . .

68 43 x 5.2 ios . . . . . . . 3

77 07 x 5.a . . . . .

9 Aldebaran 1. . . . . .

- 9 104 m X 5.a . . . .

14 31 a 52 5 . . . . .

47 p 2 4 .2 . . . . .

5 B m ) 3. 4 .* . . . . . . .

51 8 m 4. 5. . . . . . . .

98 x M ) 4.* . ... . . . . . .

38.7 4 . 5.2 . . . . . . . 6 37

8 ® Ofiuco 4 . 5.* . . . . . 21 57

24 m ma 5.a . . . . . . . . 3 10

48 a % 5.2 . . . . . . . . . . 317

| 20 n 1 5.2 . . . . . . . . 12 35

. .

.
.

*
*

*
*

20 15 8

III. SATELLITE.

9 o 50 imm .

12 33 51 em .

12 58 20) imm .

16 31 28 em . .

16 55 45 imm .

20 28 59 em .

20 53 21 imm .

0 26 40 em .

IV . SATELLITE .

16 42 31 imm .

21 25 57 em .

10 41 46 imm .

15 26 22 em .
ELL
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TEMPO

medio

TEMPO

sidereo,

TEMPO

sidereos

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l

'a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

a a

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

|at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi

vero .

mezzodi

vero .

mezzodi

medio .

Or
a

ww
w

.

e
hillbi11b,

Ven . 23 49'23,55 16° 31' 7,52 16°41'45,71
Sab. 23 49 46,7616 35 27,3516 45 42,29
Dom . (23 50 10 ,5616 39 47,38 16 49 38 ,831

Lun. 123 5ọ 34, 94 |16 4 8, 916 53 35,386

23 50 59,87| 16 48 30,3416-57 31,94

I

Merc. 23 51 25,34 16 52 52,42 17 . 1 28,49 7 36 ;

Giov. 23 51 51,28 16 57 14 ,99 13 5 25,05 7 37

| 8 |Ven . 23 52 17 ,6819 i 38,0212 9 21,711 7 37

Isab . 23 52 46 .5315 617 6
150 1'
1,50 17 13 18. 17 ) 7 . 38

13 8 . .

Dom . 23 53 11,40117 10 25,41|17 17 : 14,73 [ 7

0
0
0
0

10 Dom .

346 II Lun. 123 50 39,48| 14 493217 21: 28 :

347 12 Mart. 23 54 7,53 17: 19 14,4113 25 7 ,84

348113 Merc. 23 54 1 :9 23 39,43 17 29 4 ,403 40

349 14. Giov: 23 55 4,60 15 28 4,76119 33 1,963
Ven . 23 55 33,60 17 32 30,40 13 36 57,527

351) 16 Sab . 123 56 2,84117 36 56 ,29119 40 54,087 41

23 56 32,31|15 41 22,38 17 44 50,64
353 18 23 57 1,97 13 45 48,6919 48 47,19 5 41

Mart. |23 59 31,80 19 50 15,14117 52 43,751 3 42
355 ) 20 Merc. 58 1,75 15 54 41,93_1 ? 56 40,31 2

Lun .

354 ) 19

356 | 21 Giov. 23 58 31,80119 59 8 ,42118 0 36,861 7:42

23 59 1,87116 3 35,1318 4 33,42
358 23 Sab. 15Sab. 23 59 31,98 18 8 1,88118 , 8 : 29,981 3 .42

359 2424 Dom . o 2 ,07118 12 28 ,61|18 12

360 25 Lun. | 0 0 32,09/18 56 55,2718 16 23,091 7 41

361 26 Mart. 0 1 2,01 | 18 21 21,8218 20 19,657

Merc. 0 1 31,77 18 2.5 48,22 18 24 16 ,21

Giov. | 0 2 1, 3618 30 14 , 45|18 28 12 ,76

Ven . 0 2 30,74 18 34 10 ,47118 32, 9,32

Sab. o 2 59,87118 39 6 ,22118 36 5 ,88

Dom . o 3 28,71 18 43 34,71118 40 2,43



DICEMBRE 1848 .

LONGITUDINE LIN
VARIAZ.

*

declin .

della lel Sole
LATIT.Gi

or
ni

d
e
l

m
e
s
e

.

. "га

australe

del Sole

a mezzodi

vero .

del Sole

la mezzodì,medio,

in in

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole -

a mezzodi

medio ,

nel
mezzod

il

merid.
medio ..

56,2 21°53 5.4
22 2 2 , 7

22 10 34, 5

22 18 40,4

22 26 20,3

8 10 26 49,8

8 11 29 44,2

8 12 30 39,3

8 13 31 35,0

0 ,34

0 ,37 + 0 , 20

0 ,35 0 ,08

- 0 ,05

0,32
0 ,30

9 ,9936804

9,9936133

9,9935481

9,9934848

9,993/ 235

0 ,18

0 ,31

-
U

0 ,29

0 , 27

8 14 32 31,6

8 15 33 28,

8 16 34 26 , 7

8 17 35 25,4
8 16 36 24,9

22 33 33,9
22 40 20,9

22 46 41, 2

22 52 34,8

22 58 1,3

0 ,41

0,51

0 ,580 , 25

9 ,9933644

· 9,9933078

· 9,993-2538

9,9932024

9,9931536

0,630 ,24

0 ,22 0 ,64

0 , 20

0,18

8 19 37 25,2
8 20 38 26 , 2

8 21 39 28, 2

8 22 40 30,9

8 23 41 34,6

23 3 0 ,4

23 7 32, 1

23 ii 36 , 2

23 15 12,6

23 18 21,2

0 ,62

0 ,58

0 ,51

0 ,41

0 , 16

9,9931076

9,9930643
9,9930237

9 , 9929857

9 ,9929502

0 ,14

0 , 12 0 , 29

0 , 19

0 ,08

8 24 32 39,1

8 25 43 44,5

26 44 50, 7

27 45 ,57,2
28 29 5 ,3

CO
COCO

23 21 1,8

23 23 14 ,4

23 24 58 , 8

23 26 15,0
23 27 2,9

0 , 16

- 0 ,03

+ 0 , 100906

0 ,04

9 ,9929172

9, 9928865

9 ,9928581

9 ,9928319

9 ,9928079

0 ,22

1 0 ,02 | 0 ,33

0 ,438 29 48 13,8
9 0 49 22,8.

9 1 50 32,5

2 51 42,7
3 52 53,0

23 27 22,5

23 27 13,9
23 26 36 , 9

23 25 31,5

23 23 57,8

9 ,9927858

9 ,9927655

9,9927470

9, 9927301

9,9927198

145
23 21 55, 9

23 19 25,8

1, 1
6 56 25,3
7 57 36 ,3
8 58 46,9

9 5957,4

0 , 00

+ 0 ,02 0949

0 ,03

0 ,05

0 ,53

0 ,53

0 ,510 ,07

0 ,09

0 , 11

0 , 13
0 ,15

0 , 17

0 ,19

0 ,46

0,37

0 , 26

0 , 14

0 ,02

0 ,11

9 ,9927011

9 ,9926890

9,9926787

9,9926703

9,9926637

9,9926590

6 ,9
4 44, 9
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LONGITUDINE DELLA Luna TUDINE DELLA LU

G
i
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r
n
i

d
e
l
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e
s
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.I

G
i
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r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

.d
e
l
l
a

L
u
n
a

1.p
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

I int
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

a , аa

mezzodi

medio.

mezzanotte

media .

mezzodi

medio.

a mezza

notte

media .

s
t
o

Ven . 10 T 26 47

Sab . 10 24 6 43

Dom 1 7 4 29

4 Lun. I 20 23 48

Mart. o 4 7 54

10 17 44 46 2 57 16B ) 2 29 21B ) 4 19

1 59 161 27 18

11 13 41 14 o 53 460 19 3

| o 16 264 o 52 13A 6

oli 9 54 1 27 47 2 2 34 7 36

v
o
n

6 Merc. O 18

7 Giov. 1 2 55 17

117 53 54

9 Sab. 2 3 6 57

10 Dom . 2 18

8 ven .

| 3 56

I 25 29 13 4 22 44

2 10 45 44 4 51 40

4 59 58

Ž

33 7- Lun.

12 Mart.

13 Merc.

14 Giov .
15 Ven .

3 18 26 11

4 2 52

4 16 49 25
5 0 15 42

3 1 2 54

3 25 43 0

4 9 54 54
4 23 36

3 52 27

Ž 26 42 1 22 58 20

1 55 32

0 48 31

a
r
e

D
a
e
r
a

5 6 48 14

16 Sab. | 5 13 14 8 5 . 19 34 3 0 14 40 0 18 52B 17 50

17 Dom . 6 i 58 31 | o 51 43B ) 1 23 32 18 35

Lun . 4 22 6 14

19 Mart. 6 20 6 38
20 Merc. 7 2 0 29 17 7 55 42 54 . 3

A
mS

v
o

er

6 26 e
v
e
n

7 13 50 37

co
nt

en
t

3 25 40 20
21 Giov.
22 Ven .

23 Sab .

24 Dom .

25 Luu.

o
o
o
s
v
u

7 33

s
v
o
u

a
r
e

5

7 19 45 12
8 1 36 12

8 13 31 12

8 25 31 53

9 7 39 24

ov
e

rthe

9 1 34 44

10 2 18
26 Mart.

Merc. 9 26 5 14

Giov. 10 8 33 20
Ven . 10 21 11 28

30 Sab . 1 4

Dom . 11 17 4 33

10 14

10 27 34 45

II 10 31 1

II 23 42 7

Vt
r
a
v
e
l
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G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.
PARALLASSE DIAMETRO

AR . Declin . equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna
Luna Luna

nel nel
mezzo mezza mezzo mezza

merid . merid .
di notte di notte

medio. media . medio . media.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

in t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

in t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
O

*

S
r
e
b
r
e

2 52

1 43B 58

1 31

2 31
59

仍
仍
年

60 29 160 43 33 1

161 © 61 10 33 18

66 15 61 15

161 11 161 1
118 29

O
o
o
o
w

as

32 49 32 36
32 21 132 5

31 17 31 2

3 28

o 354 )
4 31 54

8 12 54

11 31 54

Ac
o
m

De
us

os

59 29 55
55 24 30 8 30 15

52 30 22 30 .30
30 38 30 42

56 56 30 56 31 5

57 34 31 15 31 26

o
o
o
o
o
u

o
o
r
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1.9

POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.T
O
S

Oriente 14h 16 ' Occidente

l
o
b
i
n

31

.4

II

OI

0 .2 .3

1:4 1 ,20

41 O 1 .4 3 .

5 1 3 .2 o 1 . 2

1 0 0 2

02. 1. .. - - -

8 ] 2 . . 3 0 0 0 0

91 1. 0 .2 .3

TO O .1 2. 403

1020 4 . 3

121 2, 4 . 03. I

131 4 . 3. 1 0 . 2

1141 4 . 3. 02. .

1514. BUG72. .3

16 |

17 | .4 0 .1 2. . 3

18 2 . 1 .0 3 3 ..

1 .4 .2 O 301

20 | 3. 1. o

1 0 2 . I . .4

263 0

| .20103

2410 6

25 diOstia

o . I 3 .

27 | O

3 . O 4 .261

.3 , 2.401 O

30 | . . 2 O 1 .

10 . 2 .3 l

191

21

22

23

261

28 |

299

30

311



1848 .

SEMIDIAMETRO DEL SOLE ,

TEMPO SIDEREO IMPIEGATO DAL SOLE A PASSARE PEL MERIDIANO ,

E LONGITUDINE DEL NODO DELLA LUNA

A MEzzodì MEDIO .

Semidiam .Semidiam .
Tem . sid .

impieg.
Longitud .

del Sole dal Sole del nodo Giorni.

in arco . della Luna. )
pel mer.

Tem .sid .

impieg.

dal SoledaGiorni.

Longitud.

del nodo
del Sole

a pas
rel

in arco.
a passare della Luna.

pel mer .
-

17,8 15'45,6 16 , 9

16 1797

a
n
n
a
n

Luglio

16 17 ,5

2 16 , 4

15 46.0 2 15,31 5
15 46 ,5 2 14 ,816 17 ,0

O
o 47,2

Gennajo :.
Febbrajo

Marzo

16 15,5 2 16 ,8

16 14 ,51 2 15 ,4

| 16 13, 5 2 14 , 1

16 12 ,3 2 12, 8

on

6

6

6

6

3

2

2

2

Agosto

2. 11 , 7

16 9,5 2 10 ,7

16 8 ,02 9,9 6 1

16 6 , 5 2 9 , 4 ) 6 i
16 4 ,82 9,0 6 0

16 3 ,12 3,8 6 0

16 1,52 8,9 6 o
15 59,82 9,2 5 29

15 58 ,22 9,6 5 29 29

15 56 ,62 10,3 5 29 10

15 55,12 11,1

15 53,6 2 11,9 5 28

15 52,12 12, 8 5 28

15 50,92 13 ,7 5 27 53

15 49,8 2 14,7 5 27

S
e
t
t
e
m
b
r
e

O
t
t
o
b
r
e

Aprile

15 48,8 2
15 49,9 2 10,6 5 22
15 51,12 9, 8 5 22

15 52,4

15 53,8 2
15 55,22 8, 3

15 56,8 5 21 13

15 58,4 2 8, 2

16 0,0 2

16 1,6

16 3 ,32 9,6 5 19

16 5 ,02 10 , 5

16 6 .62

8 ,2

16 9 ,7

16 11,12 15,5

16 12,4 2 16 ,9 5
16 13, 2 18, 3 5

16 14, 3

16 15 ,6

܂ ܗ
ܗ

ܗ ܗܗ ܗ
ܗ
ܗ

ܗ
ܗ

ܗܗܗܗ ܗܗܗ|ܘ ܗܗܗܟ ܗܗܗܗܗܗܗ ܗ

e
r
o
t
e
r
o
r
e
r
e
r
e
r
e
r
e
r
e
r
e
r

c
r
e
r
o
r
e
r
o
s

n

Maggio

N
o
v
e
m
b
r
e

D
i
c
e
m
b
r
e

ero
r
c
i

ErEr
g

Erer

Giugno

2 16 ,7 5 26 56
2 17,3 5 26 37

15 46,0 2 17,8

15 45 ,7 2 17.71
15 45 ,5 2 17 ,415

2 20,8

16 16 ,4 2 21,6

16 17, 1 2 22, 1

16 17, 4 2 22,4 5

16 17,7

B

Effem . 1848 .
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POSJZIONI DI MERCURIO DI SEJ IN SEI GIORNI

A MEZZODÌ MEDIO.

L
o
n
g
i
t
u

d
i
n
e

.

L
a
t
i
t
u
d
i
n
e

. A
s
c
e
n
s
i
o
n
e

r
e
t
t
a

.

D
e
c
l
i
n
a

z
i
o
n
e

,

N
a
s
c
e
r
e

. P
a
s
s
a
g
g
i
o

p
e
l

m
e
r
i
d

.

T
r
a
m
o
n

t
a
r
e

.

Gennajo 8 24 24

9 12 40

14 1 47
25 10 2 812

CO
C
O

o o
c
o
o
n

9 22 ia 19 37 23

Febbr. 6 61 1 49
25 2 4

58 1 13

14 25 o 13A 23

II 23 2 9B 23

3

Marzo

Z " 29 616 3 32

13 11 22

19 112
25 u 14 431

A
n
n
o

8 ) 2 ai

43 o 50B 23

Aprile

11 15 4215 42 o 33A 23 8 6 10

1928) · 38 23 24

u 25 15 2 20 14 2116 36
0 2 35 2 41

0 II 111 56B 16 26

E
r
r
e
n
t
e

N
N

30

Maggio

53 2 231 21

1 142 1 452

1 : 13 37 o 52A 2 46

Į 26 26 o ub! 3 36

2 9 33 . 1 9

G
r
o
o
t

22 22

16 20 23

16 20 23

p
o
v

o
s
e
r
e
r

28

24 16 36 10 22

Giugno

22 31 1 51

121 2 6

581 1 54 1 6

4

27 15 0 17B
i 24) 1 2A
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1

POSIZIONI DI MERCURIO DI SEI IN SES GIORNI

A MEZZODI MEDIO .

L
o
n
g
i
t
u

d
i
n
e

.

La
ti
tu
di

ne
.

A
s
c
e
n
s
i
o
n
e

r
e
t
t
a

.

D
e
c
l
i
n
a

z
i
o
n
e

. N
a
s
c
e
r
e

.

P
a
s
s
a
g
g
i
o

p
e
l

m
e
r
i
d

.

T
r
a
m
o
n

t
a
r
e

,

_

Luglio 3 3 2 32A

4 i 56 357

Ž 28 30 4 51

3 24 33

3 22 29
v
u
y
o
o
o
o

s
o
m

ere
t 5
5
5
0
0

o
c
uAgosto 4323 55 / 2 19

. 10329 14 0 43A

16 14 3 58 0 57B
? 22 4 18 58 1 28

; : 28 5 471 1 46 o.co

Settern . 5 12 To 58

5 23 11 38

6 349) o 37B 12 15

6 13 34

27622 45 o 113 23

8 25 17 30

3 44 18

o 578 18 38

5 26
9 36 19 34

IC

Ottobre 37 1No
o
n
e i 5

I 12 5e
r
r
e
r

O
r
o

-

Novem -54 2 5 15 28

46 o 19A

14 25) 2 23

Iw
o
o
r
d

b
u
d
a
n
a

| Dicem . i 51 15 19

o
u
s

ü
r
ü
n

14 ) 05

Genn. I 29A 18 29 24 46A
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POSIZIONI DI VENERE DI SEI IN SEI GIORNI

A MEZZODI MEDIO .

L
o
n
g
i
t
u

d
i
n
e

.

L
a
t
i
t
u
d
i
n
e

. A
s
c
e
n
s
i
o
n
e

r
e
t
t
a

. D
e
c
l
i
n
a

z
i
o
n
e

.

N
a
s
c
e
r
e

. P
a
s
s
a
g
g
i
o

p
e
l

m
e
r
i
d

.

T
r
a
m
o
n

t
a
r
e

.

Gennajo 224 22

"
n
o
s
c
oCOCO

T
h
e
r
e

159 31 116 ' B 13 39

15 58 17 37 13 35

27 19 i 13 35

20 10 13

2

3
3
3
4
4

B
e
l
o

c
r
u
r
i
e
r
a

Marzo

BDA ot
o
g
o e
r
e
r
e
r
e
r
e
r

C
V
O
O
R
B
E
R
T

A

Aprile

31 1 II 21 I 12 22 53

6 11 18 40 1 22 23 20

8 26 15 40 22

5 45 15 55 122

0 3 18

0 10 371 1

16 25

2 43A 16 40
I

|| Maggio

300 17 57 1 35

6 0 25 16 1 32

Ti 2 36 1 27

18 1 955 1 g

24 1 17 15 1 10

o
s
e
r

ܕܘܘ

p

Giugno

Os
co

年
4
4
4
9
5

U
n

-

19 ) o 10B



1848.

POSIZIONI DI VENERE DI SEI IN SEJ GIORNI

A MEZZODI MEDIO.

L
o
n
g
i
t
u

d
i
n
e

.

L
a
t
i
t
u
d
i
n
e

. A
s
c
e
n
s
i
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n
e

r
e
t
t
a

. D
e
c
l
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n
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z
i
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n
e

.

N
a
s
c
e
r
e

.

P
a
s
s
a
g
g
i
o

p
e
l

m
e
r
i
d

.

T
r
a
m
o
n

t
a
r
e

.

3 8 4 0 24B

3 16 4 0 55

3 23 26 0 50

4 0 50 1 0

29: 4 : 8 14| 1 Io

0 - 0

() 8

Agosto | 4 15 58] [ 17

no | 4 23 3 1 22

5 . 0 28| 125

5 ๆ 53 1 26

5 15 18| 1 24

สี
ส
เ
ร
ี
ว
ง -G

r
a
y

Settem. ( 6 52

6 47

ง๑3

2
O
2

สสี

4 6 18 58

| 1 4 18 49 "

2 iB}{18 40 | 0 51

5 5 |18 31 1 0 55

8 6 18 28 0 59

s

Ottobre 18 14 | 1

45 18 6 | 1

3 | 6 29

| 7 7 20) 0 148]

15 | 7 14 45 10 2Ali4

7 22 11 0 18 (15

36 0 34

2
2

ง
ง

2

Novem.

๐๐๐๐๐

2ง
ว
ิ
่
ง

Dicem .

Genn .

- 1 to 20 28
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POSIZIONI DI MARTE DI SEJ IN SEI GIORNI

A MEZZODI MEDIO.

L
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d
i
n
e

.

L
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d
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n
e
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r
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t
t
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l
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a

z
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.

N
a
s
c
e
r
e

.

P
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s
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g
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o

p
e
l

me
ri
d

. T
r
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m
o
n

t
a
r
e

.

Gennajo 1 203

I 25Tr
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ö
v
e
r

I 30

OO O
V
Y

.

V
o
o
r

มซึ่
ง

Febb. 6

I 2312

18

24

e
r
e
r
e
r

O
O

E
e
v
a

1 26

1 29

5 45

5 34

Marzo 113 5
5 15

a
a
a
a
a

12 55
12 4856

12 41

c
o
m

osv
o
o
r

Aprile

O
o
r
e
r
e
r

12 34

12 27

12 19

12 II

12 3

E
N

Maggio

3 7 22 1 32

3 10 57 1 31

3 14 32 1 29
3 18 8 1 27

3 21 441 1 26

.

3 42

3 34

Giugno
22 1 24

0 1 22 O
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1848 .

POSJZIONI DI MARTE DI SEJ IN SEI GIORNI

A MEZZODI MEDIO .

L
o
n
g
i
t
u

d
i
n
e

.

L
a
t
i
t
u
d
i
n
e

. A
s
c
e
n
s
i
o
n
e

1 . r
e
t
t
a

. D
e
c
l
i
n
a

z
i
o
n
e

.

N
a
s
c
e
r
e

.

P
a
s
s
a
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POSIZIONI DI CERERE DI SEI IN SEI GIORNI

A MEZZODÌ MEDIO .
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PosizIONI DI PALLADE DI SEI IN SEI GIORNI
A MEZZODÌ MEDIO .
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POSIZJONI DI GIUNONE DI SEJ IN SEI GIORNI

A MEZZODI MEDIO .
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PosIZIONI DI- VESTA DI SEI IN SEI GIORNI

A MEZZODİ MEDIO.
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POSIZIONI DI GIOVE DI DODICI IN DODICI GIORNI

A MEZZOD) MEDIO.
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POSIZIONI DI SATURNO DI DODICI IN DODICI GIORNI

A MEZZODÌ MEDIO.
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PosizioNI DI URANO DI DODICI IN DODICI GIORNI

A Mezzodì MEDIO .
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SULL'INTEGRAZIONE

DELLE

EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

DI 1.0 ORDINE E LINEARI

FRA UN NUMERO QUALUNQUE DI VARIABILI

DI

PAOLO FRISIANI. i .

Un' equazione differenziale ordinaria di 1.° ordine e lineare

fra un numero qualunque = m di variabili è espressa in

generale da

X ,dx, + X , dx , + X3 dx3 + . . . . + Xm dxm 0

ove i coefficienti delle differenziali sono funzioni delle m va

riabili X1 , X , . . . Xm . . Ammesso che i coefficienti godano

di un ' assoluta indipendenza , sicchè nessuna relazione esista

fra essi, in più modi e con un numero più o meno grande di

equazioni finite si potrà soddisfare alla proposta equazione.

Fra questi diversi modi uno se ne trova che gode della

massima generalità e che consiste nel trovare da prima quel

sistema contenente il minimo numero di equazioni e di costanti

arbitrarie atto a soddisfare la proposta , e passar' quindi da esso

ad un altro sistema fatto dello stesso numero di equazioni, ma' .



contenente , in luogo delle costanti arbitrarie , una funzione ar

bitraria .

Dopo aver trattata la quistione nell' ipotesi dell'assoluta ge

neralità ed indipendenza de ' coefficienti, distinguendo in questa

il caso in cui il numero delle variabili contenute nella pro

posta sia pari da quello in cui sia dispari , s' indicheranno in

appositi articoli le modificazioni che il metodo generale subisce

quando esistano fra i coefficienti speciali relazioni, fra le quali,

per non entrare in troppo minute particolarità , si sceglieranno

quelle che godono ancora di una generalità relativa , quando

cioè sono tali : 1.º che sia soddisfatta quell' equazione di con

dizione in forza della quale sussiste la trasformazione di un

polinomio di un numero dispari di termini; 2.º che siano o

totalmente o parzialmente avverate le equazioni dei criteri

d ' integralità ; 3 .º che scompajapo dall' equazione proposta alcuni

termini senza che sia alterato il numero delle variabili che

essa contiene. Si mostrerà in appositi articoli come in queste

ed in altre ipotesi secondarie si possa assegnare il numero dei

termini di cui sarà composta l' equazione finale dal quale di

pende il numero delle equazioni del sistema integrale,Alten .

Integrazione della proposta equazione nell ipotesi :

... dell' assoluta indipendenza dei coefficienti. . .

( 1. Și supponga primieramente che il numero m dei ter

mini della proposta, equazione sia pari san , onde abbiası

X , dx , + X , dx, + X3 dxz + . '.it Xan daan = 0 ' ( 1)

e și ammetta che i coefficienti XX , X , .. . X. funzioni

qualunque delle in variabili X , , ,, , , Xen sjaņo affat

to indipendenti.



Si stabilisea arbitrariamente fra le 2n · variabili un sistema

di 2n - 2 equazioni differenziali lineari della forma ( 1 ) e

sia esso aggregato alla proposta stessa . Il sistema complessivo

sarà integrabile con 2n 1 equazioni contenenti 210 I

costanti arbitrarie , e tale sistema integrale soddisferà alla pro

poşta (1 ) che fa parte del sistema differenziale che si è inte

grato. Si potrà anche stabilire arbitrariamente un sistema di

2n = I . equazioni, purché sia tale che da esso possa derivarsi

la proposta stessa . Si potrà cioè stabilire un sistema di 21 -

equazioni in cui la propostą sia inchiusa od esplicitamente od

implicitamente. Indefinito sarà il numero di tali sistemi le cui

equazioni integrali contenenti 2n — I costanti arbitrarie sa

ranno atte a soddisfare la proposta ( 1). Fra tali sistemi se ne

fissi uno il cui sistema integrale di 2n - 1 equazioni ed

altrettante costanti verrà indicato col nome di sistema arbitra

rio , in quanto è il risultato dell' integrazione di un sistema di

2n - I equazioni, delle quali 2n - 2 sono affatto arbitra

rie ed una è determinata ed equivalente alla proposta equa

zione, Designata la xar per la variabile indipendente , si po

tranno determinare col sistema arbitrario . tutte le variabili

dipendenti X , X , . . . . Xonci in funzione, della X20 e

delle 2n - costanti arbitrarie . Tali costanti arbitrarie in

trodotte dall' integrazione si suppongano pur esse variabili, cioè

funzioni di Xan e di altre arbitrarie .

S ' indichi con D la differenziazione delle variabili dipen

denti rispetto alla Xan ch' esse contengono sia esplicitamente, : :

sia implicitamente nelle costanti , ę siano d , d . i simboli di

differenziazione delle stesse variabili, il 1.° soltanto rispetto alla

Xan esplicita , il 2 .° rispetto solo alla Xan implicita nelle

costanti. Se le arbitrarie che entrano nelle X3 , X2 , X3 . . . X 21 ~ !

si riguardano come variabili , si dovrà nel 1.9 membro della

proposta equazione cambiare la d in D a tutte le varia

bili tranne -alla Xan Essendo D = d + s e supposto

20
n

29



6

X , Dx, + X , Dx , . . . . Xan - , Dxan _ 1 + Xan dxan = S,

si avrà

S, = { Xqdx + X ,dx, + Xandxon }+ { X, 8x, + X, 8X,---- + X.n –18x2n - 1}.

ti

Se s' immaginano sostituiti in questa i valori delle variabili di

pendenti in funzione di Xan ' e delle arbitrarie desunti dal

sistema integrale , la 1. parte del valore di Si , nella quale

si riguardano come costanti le arbitrarie introdotte dall' inte

grazione, sarà zero , onde in forza di tal sostituzione la S ,

diverrà

S, = X , 8x , + X , 8x , . . . . -t Xanos 8x2n - 1 (2)

Delle. 2n - 1 equazioni che annullano l'accennata 1. parte ,

essendone affatto arbitrario un numero = 2n – 2 , si potrà

disporre di tale arbitrio per operare un' ulteriore trasformazio

ne della Si , dalla quale apparisca potersi ridurre S , = 0

e perciò soddisfare alla proposta sia con un sistema di n

equazioni ed n costanti arbitrarie , sia con un sistema din

equazioni contenenti una funzione arbitraria.

2. Per raggiungere tale scopo si rappresenti compendiosa

mente con P = 0 la proposta equazione ( 1 ). Se le arbitrarie

contenute nelle variabili dipendenti desunte dal sistema integrale

si riguardano come costanti dovrà essere & P = 0 , ma riguar

date esse come variabili dovrà essere DP = 0. Quindi per

éssere D = d + 8 dovrà verificarsi la P = 0 , vale a

dire, supposti introdotti nella P = 0 i valori delle varia

bili dipendenti dati per la xen ed arbitrarie , dovendo essa

verificarsi qualunque siano i valori delle arbitrarie stesse ,

dovrà essere zero' la differenziale rispetto a questa ed aversi

$ P = o , ossia
. . . . . .

- 8 { X, dx, + X , dx, * . . . . + Xan dx2n } = 0



dalla quale risulta

( dx , 8X , + X , 8dx , + dx, 8X , + X , 8dx , * .

+ dxan Xan Ź ' o

P........ + dxan_ 18Xan ; + Xan_, 8dxan_05I - 2n - I I

Siccome per qualunque valore dell' indice

i = 1 , 2 , 3 , .... in (3)

deve aversi 8dx; = d 8xi per essere fra loro indipendenti i

simboli d , 8 ed avverarsi per gli stessi valori la relazione

X ; d 8x : = d ( X ; dac:) – dX; 8x :

così, raccolti i termini che sono differenziali esatte rapporto

alla d , si avrà .

(a { X,8xz+ X SX2+ ...+ + Xan__dxan_ 1}+(dx;8X ,-dX,d ))
* + dxandXavi = 0

+(dxx8X -dX,&ca)+----+ (dxan __8X.n_--_Xan_;& an-_-))

Se si pongono per le 8X, , 8X, . . . . $Xan i valori che si

desumono dalla generica .

3x, = (a :)dx + (ant.)& *... + (nemoremo1

ecol dare all' indice = i tutti i valori della serie (3)

quindi si raccolgono i termini moltiplicati per le variazioni

8x , 8X, . . . . 8x2n - i

si otterrà l' equazione

P,8x,+ Ps8X2+... + Pan_s@xan_1 = -d {X,8xz+ X98X, * + Xon_,8&an-1} (4)

ove le Pi, Pe . . . Pan - 1 rappresentano i valori che si



desumono dalla generica

Idz

Pa= (ant.)ds = ( )at +... (en in)dson dx;
- 1dx , t . . . . *

I dxi

dX ;
dX ; I dx ; /

attribuendo all' indice = i tutti i valori della serie (3 ) escluso

l' ultimo. Siccome poi per gli stessi valori della į il valor

generico di dX; è dato da

vranno

così i coefficienti dell'equazione (4) avranno quei valori che

risultano dalla

P = (*:-asda - feiten oder in das .....
( 5 )

col dare alla į tutti i valori della serie (3 ) escluso l'ultimo.

Se ora pel sistema delle 2n - 2 equazioni differenziali da

aggregarsi alla proposta ( 1) , le quali , come si disse , erano

affatto arbitrarie , si sceglie quel sistema di equazioniche risulta

dall' eliminazione di una quantità arbitrária = ) dalle 2n - I

equazioni

Pi = -6X, Pa = -6X. , ..... Pan - i = -6Xan- I (6)

allora l'equazione (4) si trasforma nella

d } X , da , + X , 8x , . . .. + Xun - 18.xn = 1 ] = 0

X 8 X2 + X ,8x , . . . + Xan - 8x an _ T

* Siccome il simbolo d rappresenta la differenziale rispetto alla

Xan : che si trova esplicitamente nelle X1, X2 . 6 Xzn 14



così integrando e passando dai logaritmi agli esponenziali, lai

precedente darà

X , 8X , + X , 8X , . . . . t Xan - 1822 = Ce

essendo c la costante arbitraria introdotta dall'integrazione.

S ' indichino con

x's , a 's ... . x'an- 1 , x's , x', .. .. X'an - i

ciò che diventano le

. X , X .... Xan -1 , X, , X. .... Xan_ s

quando in queste si suppone Xan = x'an . La (7) diverrà
he von

9

X ,8xz+ X 8X2+... +Xan_s$$an_1 = eJº{ x',8x';+ X®,8x's....+ X'an_ x'an_1} (8)

definito l'integrale da xan = x'an ad xan = Xan.

Se si suppone integrato completamente il sistema che consta

della proposta equazione differenziale e delle , 2n - 2 , equa

zioni che risultano dalle (6 ) eliminata la o , si potranno de

terminare le variabili dipendenti Xs X2 .. . . X2n - 1 in fun

zione della variabile indipendente x20 e delle 2n I ar

bitrarie introdotte dalle integrazioni. Se in queste equazioni si

suppone X2n = x 'zn le X1 , X . . . . X2n - i assumeranno

un apice , e le anzidette arbitrarie divenendo funzioni determi

nate delle

a 's , x ', . . .. . x'an - i , x'ın (9 )

anche le variabili dipendenti saranno determinate funzioni della

indipendente Xan e delle quantità (9 ) che chiameremo va

lori iniziali.

Se i valori così determinati delle variabili dipendenti s' im

maginano sostituiti in una qualsivoglia delle equazioni (6 ) ,

App. Eff 1848.
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cavato il valore di 0 , risulterà esso della forma 0 = - dxan ,

ove la sarà una funzione di Xan e dei valori iniziali.

Supposto per mantenere una simetria di operazioni che il va

lore di 0 sia quello che risulta dall' ultima delle equazio

ni (6 ) , posto

plo - e-J¢dton = N. ( 10)

l'integrale essendo ancor definito fra i limiti Xan = x 'are

Xan = Xan , la (8 ) diverrà

X;8x2+ XG8x3+ ...+ Xan_1&#21_ = Nn{Xv8x's+ X",&x's •*+ X'an_j x'an_1} (11)

Questa equazione mostra che in forza degl' integrali ottenuti

col sistema delle 2n - 1 equazioni, che chiameremo siste

ma ausiliario , il 2.º membro della (2 ) viene trasformato

in una espressione fatta di due fattori di cui il 1.° è una

funzione della variabile Xan e dei valori iniziali ancora ar

bitrarj , ed il 2.° un' espressione differenziale non contenente

la Xan e relativa ai soli valori iniziali considerati comenuove

variabili.

3. Prima di procedere ad un ' ulteriore trasformazione è op

portuno di ridurre il sistema ausiliario da integrarsi sotto forma

più comoda e simetrica .

Ritenuto che le lettere a , ß possano assumere tutti i va

lori competenti all' indice = i della serie (3) , pongasi per

abbreviazione

dxa dY

= (Q , B ) (12)
AXR axa

Il sistema (6 ) avuto riguardo ai valori di Pi risultanti dai

valori i = 1 , 2 , 3 . . . . (21 – 1) ed alle relazioni

(a , & ) = 0 , (® , B) = - (3 , 0)



si riduce al sistemaistema
.

( 1, 1 )dx ,+ ( 1, 2 )dx , .... * (1,2n - 1 )dxunm: + ( 1,2n )dxan =

(2,1)dx + (2,2)dx. •+ (2,2n - 1)dxan_ s+ (2,2n)dxan = 68./ .

(2n - 1,1)dx + (21 - 1 , 2)dx,... + (2n - 1, 2n )dxan = 0X20 - 1/

al quale devesi aggiungere la proposta

X ,dx, + X dx2 + . .. + Xan dxan = 0 (14)

o ciò che è lo stesso un ' equazione che risulti dalla combina

zione delle (13 ) colla proposta stessa . Per ottenerla in modo

che ne risulti un' equazione simetrica colle (13) , si moltiplichi

la prima delle citate equazioni per dx , , la 2.° per dx2 ,

la 3.- per dxz , e così di seguito sino all'ultima che verrà

moltiplicata per dxan _ 1. Fatta la somma, eseguite le ridu

zioni del 1° membro , ed osservando che il 2.º membro in

forza della proposta ( 1) diventa eguale a Xun dxan , si

otterrà , tolta la dx2n , primieramente

(1 , 2n )dx, + (2 , 2n )dx2 + . . . . + ( 2n - 1 , 2n )dxan _ - = - 0Xan

quindi cambiati i segni a tutti i termini, sostituita alla - (B , a )

la sua eguale (Q , B ) ed aggiuntovi nel 1.9 membro il ter

mine zero ( 2n , 2n )dxin , si otterrà a complemento del si

stema (13) l' equazione ,

mine ro

(2n ,1)dx, + (2n , 2)dx . + (2n ,2n – 1)dxan _r + (2n ,2n)dxen = 0Xan (15)

Il complesso delle 2n – I equazioni (13), (15), costituisce

il sistema ausiliario da integrarsi acciò coi valori delle varia

bili dipendenti desunti dalle equazioni integrali il 1° membro

della (11) , ossia la Si data dalla (2 ) , sia trasformabile nel

2 .º membro della (11).
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4 . Il valore di Nn dato dalla (10 ) che contiene una qua

dratura può ottenersi sotto altra forma esente da integrale .

Infatti se le variabili dipendenti X1 , X2 . . . . X2n _ conte

nute nella (11) s'intendono funzioni di Xan e de' valori ini

ziali X 's , ac's . . . . x 'an - : quali risultano dagl' integrali del

sistema ausiliario , si potrà sostituire alle 8x , 8x , . . . . del

1.° membro della (11) ciò che risulta dall' espressione generica

n - I

dx = ( de ix',+ (ale Dax's+ ... +lease Daeramus (16)
- . . . . + 2nI

ama

pei valori i = 1 , 2 , 3 . . .. (2n - 1).

Ordinato il 1.º membro della (11) a seconda delle variazioni

8x ', , 8x ', . . . . Sx'an - i , il valore di Nn si otterrà dal pa

ragone dei coefficienti di una qualunque delle anzidette varia

zioni. Se per uniformarsi a quanto si è fatto per la 0 si

desume un tal valore dal paragone de' coefficienti dell'ultima

variazione 8x'2n - , si otterrà

Nn = H : X'znos ( 17 )

ove sarà

2nI

cm,

1. = x,(alt.-)+x.(mento )+... +Xan- ( _) (18)
2nI

dx '2n - 1 \dx 'anil 2n1

intendendo che nelle X , X , . . .. X2n - di questa siano

posti i valori delle variabili dipendenti espressi per la variabile

indipendente ·Xen e pei valori iniziali.

Dietro ciò , posto nella (11) S , in luogo del 1.° membro

e rimesso il simbolo d in luogo di è nel 2.º , in quanto

quest'ultimo simbolo si riferisce alle sole nuove variabili con

trassegnate da un apice , la stessa (11) diverrà

S, = Nn{ X",dx',+ X',dx's.... + X'an_ dx'an_2} + H ,dxan_1 (19)

5. Se le x'ı , x's .... x'en - . che entrano nel fattore della

N , si riguardano come nuove variabili e la ' x'an come
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una costante od un ' arbitraria qualunque , il fattore stesso co

stitụirà un' espressione differenziale rispetto a 20 - 2 varia

bili della stessa natura del 1. membro della proposta (1 ). Se

pertanto nell'anzidetta espressione differenziale fra un numero

pari di variabili si cambia 'd in ' D sarà essa suscettibile

della stessa trasformazione che si è fatta subire alla Si nei

precedenti paragrafi. Posto

-17

S, = X',dx', + X', dx', .... + X'an_ adx'an -s

si otterrà la trasformazione della S, sostituendo nella (19)

la S, ad St , . la 2n - 2 alla 2n . le Nr . 1 , Hn-- -

alle Nn , H , ed aumentando di un apice le quantità rela

tive , riguardando le variabili affette del doppio apice come

nuovi valori iniziali. Si ayrà cioè . , ! ! ,

S, = Nn-v { X",dx":+ X",dx",+ ..+ X "an_ 4dx":n –4}+ Hn__dx"an –3 (20)

nella quale sarà .. .! ! ! " " ' 1, 15

. . . iski ,
Nn - I = Hn - i : X

essendo

iii dac', vil dx ,

Hn - F X ': la
1 (dx" 2n - 3 ) , ; \dx' 2n -- 3 ) :e 7 7 \ dx " 28 _-3 ) 09

4 - n - 1 . 4 2n 3 (21)
: )

4,71,

vi (da'an- 3 ) (22)i . .. + X 'en - 3 (dxe" at - 3) 19

ed il 2.° sistema ausiliario assunto come semplice mezzo di

trasformazione si desumerà dal 1. riducendone le equazioni

(13) , ( 15 ) ad un numero = 2n - 2,, , applicando un indice

ai simboli (« , B ) ed alle variabili , ed indicando con 0 , la

quantità da- eliminarsi. Esso sarà espresso da

(1, 1)'dx'; + (1, 2)'dx's .... + (1, 2n - 2)'dx'an -ı = 0, X',

(1 , 2) dx', + (2 , 2)'dx's .. .. + (2 , 2n - 2)'dx'an _ 2 = 0 , X ';
} (23)

( 27 - 2 , 1)'dx'; + (2n - 2 , 2 )'da ',.... + (2n - 2; 2n - 2)'dx'anaa = 0, X 'an -i2) .
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6 . Considerato parimente nella (20) il coefficiente della Nn - I

come un' espressione differenziale s Sz fra un numero pari

2n - 4 di nuove variabili

x" , 2". , x "3 . .. . "an- 4

si avrà pure

A
27

2 ur

III

2n5

Ss= Nn- {X",d= ,+X",dz".-...-!X" an_odz".. of+Hn_ndri". s (24)

No-- = H -z : X" on_ s

dach 1
2n5

Hn_ 2 = X " , + 1 . . . . tX " . • * XI
X " an -5

\ dx " 2n - 5 )dar "
xllos /

2n _ 5 /

ed il 3.º sistema ausiliario da integrarsi și desumerà dal 2.°

sistema (23 ) ponendovi 20 - 2 ' in luogo di 2n , accre

scendo gli apici di un' unità e cambiando 0 , in On .

7 . Progredendo nel modo sopra indicato si farà scomparire

l'ultimo termine della S3 con un 4 .° sistema ausiliario , si

separerà il termine in posto dispari e si otterrà un'espressione

Sa di un numero pari di termini. Così successivamente ope

rando si spingerà la trasformazione sino a che la Snti sia

ridotta a zero non esistendo più alcun termine affetto da indi

ce pari. Si giungerà per tal modo ad ottenere una · Sn che

sarà della forma

Sn = Hn -in- 1)dxt")an–(2n- 1) = H ,dx,{") . (25)

Dalla serie ricorrente che nasce dalla relazione generica

S; = Nn-(i- 1)Sitz + Hn_ci= ı,dx“ an—(21-5)

pei valori di i = 1 , 2 , 3 . . .. . n si otterrà colla sostitu

zione continua il valore di Si competente all' indice i = ) .

Una tale espressione che non conterrà più differenziali ad indici

pari , essendo in essa scomparse le diverse S , avrà la formase naessa s

S. = Kdx,(m)+ K _dxz(1– 1)+ ... + Ku_2dx" an _s+ Kn_ _dx":n._3 +Kydx'an - ı (26 )
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ove una qualunque Ki è data dalla relazione ricorrente

Hit , K ; = Hi Niti Kiti .

pei valori di i = 1 , 2 , 3 .. . . (n — 1) , ritenuto essere

Kn = Hn . ;

Chiamerò in generale espressione o polinomio finale un qual

sivoglia valore dis affetto da una Sx sulla quale , per

qualsiasi motivo , non sia più effettuabile un' ulteriore trasfor

mazione, ed equazione finale la S, = 0. Nel caso attuale -

dell' assoluta indipendenza de ' coefficienti dell' equazione pro

posta , l' espressione finale è la (26 ) e l'equazione finale è la

stessa (26 ) ridotta a zero. .

8 . Suppongansi ottenuti gl' integrali del 1.º sistema ausiliario .

Si potranno i 2n - I valori iniziali

1 . x's , x's , x's ... . t'an - ı (27)

determinare in funzione delle en variabili originarie

*, , xa , xa . .. Xa -1 , X . ( )

Integrato il 2.º sistema ausiliario , i nuovi valori iniziali

x"'s , r ". , x "z . .. . "an – 3 (29)

risulteranno determinati in funzione delle precedenti variabili

x's , x's , x's .... x'an_3', d'an_ (30)

le quali essendo funzioni delle en variabili primitive (28)

risulteranno parimente le (29 ) funzioni delle ( 28 ). Così pro

gredendo ed impiegando i valori già ottenuti cogl' integrali dei

precedenti sistemi ausiliarj , si otterranno colle continue sosti

tuzioni i valori delle

x,{") , xz1n - 1) , xsin —>) . ... x 'an _3 , x'an - 1

in funzione delle variabili primitive (28). Indicando tali funzioni

n - 7

n3
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rispettivamente con

fr , fras , frca . . . . . . . . f, , f,

si avrà

x,{") = fn , xz(n -1) = {n-1 ,. .. .. X "an_ 3 = f, , x'an_1 = f, (31)

Parimente i coefficienti K . , K , . ... . Kn con tali sostitu

zioni risulteranno funzioni delle stesse variabili primitive (28 ) .

Esprimeremo rispettivamente con F . , F , . . . . Fn il risul

tato della sostituzione. Per tal modo l' espressione finale (26 )

diverrà

S , = F, dfn + F ,dfn _ 1 + Fzdfn _ , . . . + F , df, (32)

9. Si può soddisfare alla S, = 0 e perciò alla proposta

equazione :

1.º Con una soluzione particolare che nasce dallo stabilire le

equazioni

din = 0 , dfr _ : = 0 , . . . . . . . . . . . . df, = 0

dalle quali risulta il sistema

fr = On , fn - 1 = An - 1 , .. .. . .. . . f, = d (33 )

essendo as , An . . . . An quantità costanti. Il sistema (33)

che consta din equazioni fra le variabili originarie ed n

costanti Ols , Og . . . . Olen sarà un sistema integrale della

proposta equazione. Le quantità

a 'an , " an - 2 , x " 2n - 4 , : . . .

che ancora entreranno in questo sistema saranno da riguardarsi

come costanti soprannumerarie che potranno pur farsi = 0 .

2 .° Generalizzando la precedente soluzione col ritenere le quantità

2,(m) , xưa -") , .. . ... ... . x'an – 3 , x'an - (34)

non soggette ad essere eguali a costanti , ma lasciate nell'asso

luta generalità , si otterrà il sistema integrale più generale col far
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subire in tal caso alla Sp ! un 'ulteriore trasformazione. Infatti

suppongasi che una qualsivoglia delle (34) o delle funzioni

ch' esse rappresentano sia eguale ad una funzione, arbitraria

© di tutte le altre. Se supponiamo , per fissare le idee , che

siasi scelta la prima delle ( 34) , ritenendo che una tal scelta è

pur essa arbitraria , si avrà " ; "s ! fr . 55 Ó ? ? .

......; fn = $ (fn ., fn -2 , .. . fo , fi), in cit . ( 35)

e quindi . 1 again in . 5 tegories a, , 6,3 .

dfn = 0 '(fn – 1)dfx – 1 + O'(fn 1)df,_ . + bocobot + '(f;}df;

ove l'apice apposto alla indica la differenziale parziale

della data dalla (35 ) rispetto alla sola quantità che si è

posta fra parentesi. Posto tal valore nella (32) , essa diventa

S; = ( F ,Q!(fx _ 3) + F.)dfx - 1 + (F¢ ¢'(fx --2) + Fs) dfra's ..

Faf.

Si soddisfa quindi alla S, = 0 , e perciò alla proposta, sta

bilendo il sistema

! , ! ; Pietei !, el 15 fu i

fr – Ø (fn _ 1 ', fn - 2 ', : : , ,, , ft) 5 , 9 b 16 orcie

13:15 !!.!. 1;}.! grytering F16 '( , ) F. = let ', ergine-
92

F . '(fn - 2) + F3 = O (* )Shui 30

+ -
30)

Si

-

In questo sistema di ' in equazioni contenente una funzione

arbitraria senza le costanti', og gi kli ) o bojkQn , și, dovranno cons

siderare le quantità X 'un , x " 2n _ 2 . ... quali costanti soprannu

merarie da trattársi come si è detto rispetto al sistema (33)

10. Se nell'equazione generale fra un numero qualunque

m di variabili data in principio si suppone m = 2n + F

App . Ef. 1848. .
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l' equazione ad , integrarsi fra un numero dispari' di variabili

sarà espressa da

X , dx , + X , dx, * . . . . + X2n dx 2n + Xunt, dx2n + 1 = O (37)

Ammesso ancora che nessuna relazione esista fra i coefficienti ,

non si potrà trasformare la proposta fatta di un polinomio di

un numero dispari di termini con un sistema ausiliario , come

si è fatto di un polinomio di un numero pari di termini, a

meno che non sia adempita una certa relazione fra i coeffi

cienti che qui escludiamo come verrà nel seguito con tutta

generalità dimostrato . È per tale motivo che le precedenti tra

sformazioni si operarono sempre sopra un polinomio pari iso

lando l' ultimo termine in posto dispari ad ogni operazione. La

stessa norma dovrà dunque seguirsi nella proposta equazione

isolando l' ultimo termine in posto dispari e trasformando

il restante polinomio pari. Chiamato S il s.O membro della

(37) e posto

- .. . § = S, + Xan+ , dxunts :

si trasformerà la S, col metodo già dato pel caso della (1 )

sino ad ottenere l'espressione finale della Si' data dalla (26) ,

riguardando la X2n + 1 in essa contenuta come una quantità

invariabile. La $ verrà così trasformata nell' espressione finale

Ś = K ,dx,m)+ K dxzin -1...+ Kydx'an _s+ Xan+jdXan+ 1 (38)

Espresse le quantità :

< (") , xgla--- ) , .. .biorno . X"an_ 3 , x'an_ 1

in funzione delle variabili primitive , fra le quali sarà compresa

anche la cants , posto . come si è fatto indietro ., ;

< (") = fu , xgxm —1) = fn-1 , .... «" n 3 = fx , x'z - = f

e fatto per fa simetria delle formole
..

Xan + 1 = Fn si Xan + 1 = f ' ;

o
112
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la precedente, espressione finale s ridotta alla forma (32)

diverrà

S = F,din + F ,dfi- i + :: . . + F,df + Fn+ sdf (39)

Si soddisferà pertanto all' equazione S = 0 , e perciò alla

proposta (37) , primieramente col sistema particolare di n + I

equazioni ed altrettante costanti arbitrarie date da

fn = om , fu_ 1 = On- 1 , .. .. f, = Qx ; f = xonte = a (40 )

In secondo luogo col sistema generale di 12 + I equazioni

contenenti una funzione arbitraria data da

fra - (fman , fact, .... f. , f , kan+ 1) = 0

" F , '(fx _ -) + F, = 0

1. Fx + © !(!n _ a) + F3 = 0

(41)

F, Q'(f ) + Fn

F. ( '(491 + 1) + Fut, = 0

11. La soluzione data nei paragrafi antecedenti è la più ge

nerale ; ma se si volesse limitare l' integrazione della ( 1). del

S 1.º alla ricerca di un sistema di 2n - 1 equazioni finite

contenenti altrettante costanti, si potrebbe, in luogo di stabilire

arbitrariamente 2n - 2 equazioni differenziali da aggregarsi

alla proposta , come in quel paragrafo si è detto potersi fare ,

servirsi ancora del sistema di 21 - I equazioni "

x ', E Q , , o 'z = x3 , . . . . . . . . . . . . X 'an - = Oinos

quantụnque il relativo sistema ausiliario serva solo a render

possibile un ulteriore trasformazione, purchè a tale soluzione ;
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che sarebbe affatto particolare , siccome quella in cui è scom

parsa ogni traccia dell' arbitrarietà che la natura stessa della

questione richiede, sia restituita l'arbitrarietà col supporre una

qualunque delle precedenti quantità funzione arbitraria delle

restanti 21 – 2 ' e collo stabilire un sistema di 2n - I ' equa

zioni simili nella forma a quelle del sistema ( 36 ). Tale rifles

sione vale anche pel caso in cui si''volesse limitare la solu

zione a quel numero di equazioni che verrebbero fornite dalla

S, = o quando questa si riducesse a contenere una Sæ ,

riguardata in questi diversi casi la S, come l'espressione finale .

Tali soluzioni però quantunque atte tutte a soddisfare la pro

posta , pure , siccome non contengono il minimo numero di

equazioni a cui si possa ridurre la soluzione, non si potranno

riguardare come le più generali se non quando non sia più

possibile , stante particolari relazioni esistenti fra i coefficienti , di

più oltre progredire alla formazione di nuovi sistemi ausiliari ,

o , ciò che è lo stesso , se non quando, forzati dall' indole della

proposta equazione ad arrestare ad una Se il processo della

trasformazione, diver ga necessario il considerare la S , affetta

dalla Sa , e perciò contenente ancora differenziali ad indici

pari come l' espressione finale da ridursi 'zero col minimo nu

mero possibile di equazioni. In questo caso soltanto la soluzione

godrà di tutta quella generalità che alla proposta equazione

differenziale si conviene, come si vedrà nei diversi casi speciali

che si tratteranno in progresso. . "

12. Se nell' integrazione dell' equazione ( 1) data in principio

non si vogliono introdurre i valori iniziali , ma ritenere le ar

bitrarié quali vengono introdotte dalle immediate integrazioni

dei diversi sistemi ausiliarj , si otterrà parimente una soluzione

analoga che presenterà gli stessi caratteri della soluzione già

data. Infatti essendo proposta ad integrarsi la (1) , se si pro

cede nel modo già sopra indicato , si giungerà col 'mezzo del 1.º

sistema ausiliario (13) , (15) a trasformare la proposta ( 1) nella

m 11P OD . .
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(42)
scrii

· X, 8x , + X, 8x, .. .. + Xan - jixani = Cefe ( 42)

che è la (7). del S 1.º , ove la C è una costante ed il 1.°

membro è ciò che nasce dalla trasformazione della S . .

Suppongasi ora che le 2n - arbitrarie introdotte dall' im

mediata integrazione del 1. º sistema ausiliario (13) , (15) siano

espresse da ,

. . " , ; . ' ;' " Qy s Og , 23 , Lo . o . .Agnato

Riguardate queste come variabili, una qualunque dxi della

(42) sarà espressa da

što= (ant.)dx + (as is)de . . . + (pe

-

n.) ales --\ dan

;
. lda ,

dai 7

nella quale dovrà farsi i = 1 , 2 , 3 , . . . . (2n - 1). Posti

nella (42) i diversi valori di Sxi , ordinati i termini per le

differenziali

do , : ' da , , . . . . dazni - ' . . . .

dioelo Ne fatto per compendio (43)

...od 4.+ ( )x. ... + dem )Xan-1 = .

la (42) diverrà primieramente . ... . . . . ! !

;8x , + X,dx ... + Xan_ 14x21 _1 = Q,d« + Qzde ...+ Qan_ ,daan - 1 = Cello (44)

e quindi

NQ,dæ , + NQ,das .. ... + NQan –, doan -1 = C . ,

da cui risulta che i coefficienti delle artigo

da, , . dan........ i ddann's " , si

non contengono la variabile xan e che i rapporti

0 , " it 's le
:

o = 4 ,10
lan - b = Anica

= A,,, ... ?" Oance Man
(45).

2nI



saranno indipendenti dalla stessa variabile. Posta la quantità

S , pel 1.' membro della (42), il quale rappresenta la trasfor

mazione del polinomio compreso nella proposta equazione (7 )

in cui riguardinsi variabili le quantità introdotte dall' integra

zione, sostituito nel 2.° membro il precedente valore di C ,

e rappresentata con f, quella funzione delle variabili ori

ginarie che risulta cavando il valore di dan - dagl' integrali

del 1.º sistema ausiliario , la (42) , avuto riguardo alla (43) ,

diverrà

S, = Q2n - 1 A, dx , + A,dd, .. .. + Aan _ adaan - s } + Qonusdf,

Il polinomio che moltiplica la Qana , essendo indipendente

dalla variabile Xan sarà un ' espressione delle sole arbitrarie

Qi , ag , . . . . . . . lan - e , danas

delle quali considerata l' ultima come invariabile , il polinomio

stesso sarà un ' espressione differenziale fra un numero pari

2n – 2 di variabili che potrà trasformarsi come si è fatto

del polinomio pari contenuto nella proposta ( 1). Rappre

sentato infatti con S, un tal polinomio pari, si eseguirà su

di esso una trasformazione analoga a quella relativa alla S ,

stabilendo un 2.º sistema ausiliario . Questo risulterà dal 1.° siste

ma (13) , (15) nel quale si sostituiscauo

alle - i * , Xa! ,bodor, Fines . .

le Q , ag , . . . . . . . . Cance :

e posto dxan -- = dxan = 0 , · Xan = Xan - ; = 0 .

si mettano le · A , , A '; i . iii . . . Aan' a

in luogo delle X , X , . . . . . . . . . Xan - -

Chiamate quindi B , i B2 , ... Bani- z le arbitrarie introdotte

dall' integrazione del 2. sistema ausiliario e dette Ri , B ;

le quantità analoghe alleli ; Ai', si otterrà . .



S

Si = Rs - 3{ B ,d3, + B.dB. . ..-.-t Ben -4dBan 14} + Ranns df;

ove la fe sarà quella funzione delle variabili originarie che

risulta cavando il valore di Bun - 3 colle eliminazioni dal

complesso degl' integrali dei due sistemi ausiliarj. Sostituendo

quindi , sarà

= Q2n_ Ran_3_ B__ $:+BedB, -+ Ban_gd327c4 }+ Q2n -1R2n_ 3df,+ Qan_udf,

Così progredendo a nuove trasformazioni dei polinomj pari e

ponendo iing in ipsum . .

5 . Qan' , = II, ; lan_ Rah _3 = I1, -1 , . . .

si troverà la S, sotto la forma finale

$. = I1, dfx +_ II, dfi-' + Il;df,- *.. + II df (40)

Şi soddisferà quindi alla. S = o 1° colle equazioni utif ?

. : * * f; = az , f. = d. , : . . fn = an ' (47)

essendo dig . Og , • . An quantità costanti; 2.º, indicando

con una funzione arbitraria, col,sistema delle n equazioni

tºry burn fat olf,', t , ufito' qisby its

2 . 5" Danis hi:

... . : p!ganit vog II, 0'{fn _ f1) + II, = 0

II '(fn_-) + II: SO
57 , " ; SL ,32 " , 11 : 0 (!n - a) + 113 = 0

(48)
: : ; '- ,'; ; , !: 11, o ' fa _ 3 ) * I . S o ste si 13

K

; : ; ? : j? . II.61 ) T O C ! ! . .

13. Il metodo indicato nel precedente paragrafo coincide in

sostanza con quello esposto dal signor Pfaff nella Memoria

inserita negli Atti dell' Accademia di Berlino per gli anni

1814 , 1815 .
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Infatti ripresa l' equazione (2 ) del S 1.° se , senza stabilire alcun

sistema ausiliario , si trasforma il 2 .° membro riguardandovi le

x , , 'Xe . . .. Xan _ 1 quali funzioni di xar e di altre va

riabilia , Os . . . . Q2n - si avrà dalla (44) ove il 1.°

membro è eguale ads,

Qida , .
021

S = Q2n - 1} + _da....+ San 2dxan a+dwan _ }2nI - Q2n - 1

Se in luogo del 1.º sistema ausiliario si stabilisce invece quel

sistema di equazioni atto a far scomparire dai coefficienti delle

da, , d & g , : . . daan - 2 la variabile Xzni, un tal sistema

sarà dato dalle 2n – 2 equazioni

Queste equazioni differenziali , sviluppate che siano, dovranno

coincidere colle 21 — 2 equazioni che si ottengono dalla

eliminazione della @ dal sistema (13) , in quanto entrambi

questi sistemi hanno la stessa proprietà di render costanti

rispetto alla can ! i rapporti (45). Le equazioni (49 ) sono

quelle da cui è partito il signor Pfaff nella citata Memoria per

istabilire il primo sistema di equazioni differenziali da integrarsi.

Quantunque questo secondo método non richiegga la deter

minazione delle arbitrarie introdotte dall' integrazione in fun

zione dei valori iniziali, pure esso ésige l' integrazione effettiva

del 1.º sistema innanzi poter stabilire il 2 .º , e così dicasi del

3.° , 4.0 , . . . . relativamente ai precedenti, laddove il primo

metodo in cui s ' impiegano i valori iniziali fornisce un sistema

qualunque da integrarsi senz ayere ottenuta l' integrazione di

alcun sistema precedente . Si vedrà in seguito di quale van

taggio sia una tale disposizione simetrica dei sistemi: ausiliarj ,

quando si tratterà il caso in cui si suppongono esistere fra i

coefficienti della proposta equazione alcune particolari relazioni.
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· Proprietà delle Semi-alternanti e loro applicazioni.

j. Prima di progredire ad ulteriori ricerche è necessario di

richiamare alcune proposizioni relative ad un sistema di equa

zioni lineari fra un numero qualunqne d' incognite e dedurre

le conseguenze che risultano dalle proprietà delle alternanti

dimostrate nella Memoria sulla Genesi delle funzioni simetriche

ed alternate , pubblicata l'anno 1845 nell'Appendice alle Effeme

ridi astronomiche di Milano.

Essendo dato fra un numero qualunque m d 'incognite

ela , . . . . 82

un sistema di m equazioni lineari

aaurea + abatid ante.. .. + awqw . ... + 962 = c5

barna + box + bac. ... + barve ... .. +i

zava + zbrdo + ..... .. + Zwyw .. .. + z2616 =

ove law indica quella fra le lettere della serie
espressa da

ove

= g

a , b , co. . . wo. . . x , y , z

che occupa il posto įmo, un'incognita qualunque
data da

la sarà

ya - D (g)81W = 8)

. . (3 )D (g):

ove il valore dell’ Alternante

App. Eff. 1848.

D (g)! = D (aº bbc .... yyz?)
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viene determinato da una semplice operazione combinatoria e

quello della D (g )$ (w = 5) si ottiene dallo sviluppo della D ( g )

a seconda dell' indice generico w col sostituire ţ ad w .

Supposto nella (3 ) w = 2 si avrà il rapporto fra un ' inco

gnita qualunque suo e l' ultima * ? dall' equazione

. . .se lo : = D(9)5(w = ? : D (g)813 = 3) (4)

Se nel sistema (1 ) si suppongono zero i secondi membri, il

sistema allora introduce fra i coefficienti dell' incognita la re

lazione

. . si D (g ): = O (5 )

la quale dev' essere avverata. Una tale relazione è quella che

risulterebbe dall' eliminazione delle m incognite fra le m

equazioni (1) supposti zero i 2 .'membri.

2. Si chiamerà alternante pari la D (g)' , quando la 8

consta di un numero pari di lettere che rappresentiamo sem

pre colla serie ( 2 ), e si dirà alternante dispari quando la serie

( 2 ) che sarà indicata con g' consta di un numero dispari.

Quindi la D (g ): sarà l' alternante pari, la D ( g')Ei sarà

l' alternante dispari, e l' alternante D (Y )? si riferirà al caso

in cui la y sia pari o dispari. Nel 1.º caso il sistema ( 1 )

fatto di un numero m = 2n d ' incognite si dirà pari ; nel 2 .°

in cui sarà m = 2n + 1 si dirà dispari.

3. Quando nel sistema (1) per m qualunque esistano fra

i coefficienti le relazioni

7 . M o , L = - sen (6)

essendo a , le due lettere generiche della serie (2 ) per

tutti i valori della stessa serie , i simboli D delle alternanti

verranno controdistinti con D . Siccome le relazioni (6 ) in

dicano che se nel quadro costituito dai primi membri delle
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( 1 ) si fa passare una diagonale da a " alla ? sono zero

tutti i coefficienti che si trovano sulla diagonale e sono eguali

e di segno contrario quelli che trovansi ad eguale distanza da

una e dall' altra parte della diagonale stessa , così quando si

dirà essere in un sistema avverata ' la Condizione diagonale ,

intenderemo essere verificate le relative condizioni (6 ).

4 . Quando le relazioni (6 ) sono avverate si ha identicamente

i n i . D g')}" = 0 ::,; . (7) Pos . . .

Infatti dietro il § 53 ( Mem . cit..) la D (y)? rimane inva

riata quando s’ invertano tutti i gruppi di cui essa consta , onde

chiamata D '(v) ? ciò che in tale inversione, essa diventa si ha

in generale D (Y) = D '(7) %. Se supponiamo avverate le

condizioni (6 ) sarà in generale D (y ) ' = D '( )? . Se ora a

ciascuno degli m elementi della forma e di cui constano

i gruppi della D'( )? si sostituiscono i loro eguali e con

trarj - ke? ed essendo id = - 4 = 0 , ' ciascun gruppo

di essa diverrà eguale al corrispondente gruppo della D (7) ?

moltiplicato per ( - 1)" . Quindi raccogliendo il moltiplica

tore ( - 1)" sarà

D'(y) = ( - 1)" ] (7)

ossia , dietro la data relazione generale , sarà

D (y) = ( - 1)" [ (y)? .

Dovendo questa essere avverata per qualsivoglia valore di-."'m

pari o dispari , dovrà per m dispari essere D (y) ? = o os

sia dovrà essere identicamente zero la D ( g') s'. Una ļale con

seguenza fu nella citată Memoria desunta ,, come corollario ,

dalla legge di composizione dei gruppi dell'alternante ,, per ren

dere manifesta anche la forma che assume in tal caso : l'alter

nante stessa D (g ) , ciò che in seguito ci tornerà utilc ,
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5 . Essendo una lettera estranea alla serie ( 2 ) , cioè

estranea alla serie y , e supposto che le condizioni (6 ) siano

avverate per tutti i valori di 2 , H della serie !

a , b , c , . ... x , y , z , 8 = 9 + 5

si avrà

D(3376w =%) = + ][7(w =%))? ( 8 )

· ove nel 1.9 membro s ' intende per l' indice w posta la

e nel 2 .° membro s' intende posta la Ŝ per la base stessa W

negli sviluppi delle alternanti D . Avrà luogo poi il + od

il - secondo che sarà y = g ovvero Y = g .

Infatti pongasi

D ( ) w = 9) = P , D (>(w = )) = Q.

La e che rappresenta una D (V)? nelle cui basi ♡ si

ponga w = è eguale a ciò che si ottiene invertendo tutti

i gruppi della P. Se dunque in ciascun gruppo della e si

sostituisce a ' suoi m elementi alle i loro eguali - et in

forza delle (6 ) , ove si ha pure ^ ^ = - “ , tutti questi grup

pi si cambieranno nei corrispondenti della P moltiplicati

per ( - 1 )" . Perciò , raccogliendo il comun fattore , sarà

Q = (- 1)"P ossia Õ ( y(w = 8 )) ' = + D (y )*(w = 3) , ove

avrà luogo il + od il - secondo che m sarà pari o

dispari ossia secondo che sarà y = g ovvero y = g'.

6. Dietro la composizione dell'alternante pari D (g): data

nella citata Memoria risulta contenere essa alcuni gruppi fatti di

soli rientranti di 2 ." specie: Sia 2n il numero delle lettere della

serie g Si dirà semi-gruppo ciò che diventa uno de' gruppi

anzidetti contenuto nella D (g )& , quando ritenuti in esso gruppo

gli n elementi h " si sopprimano gli in invertitik ". Di

casi semi-gruppo ordinato quando per gli ' n elementi di cui

consta un semi-gruppo' si sono presi quelli in cui la base
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occupa nella serie g un posto imo inferiore a quello che

occupa il proprio indice , e semi-gruppo invertito quello in cui

ciascun indice occupa un posto in inferiore a quello della

rispettiva base . Un gruppo ordinato sarà dunque il prodotto

di elementi che nel quadro del sistema (1) troyansi tutti a

destra della diagonale , ed un gruppo invertito: sarà fatto di

elementi che trovansi a sinistra della diagonale stessa . . . i

• Ne risulta che un gruppo qualunque fatto di soli rientranti

di 2. specie è il prodotto di due semi-gruppi di cui uno è

l' ordinato , l' altro l' invertito . Così per esempio il gruppo ' . '

picla d ebg*b h! . . . . .

fatto di'soli rientranti di 2. specie consta del prodotto dei due

semi-gruppi

cfa"btes . . . . ; .fidahoga . . . .

di cui il 1.º è il semi-gruppo ordinato ed il 2.° il suo invertito .

Si dirà inoltre semi-gruppo fondamentale il semi-gruppo ordi

nato acelga.... g ? e s'indicherà con g1. Gli altri semi

gruppi ordinati saranno indicati con gz , g3 , . . . gu Indi

cheremo poi conci , Ca , C3 , . . . Cje gl' invertiti dei

precedenti.

7 . Supposto 2n il numero delle lettere componenti la serie

pari ' e supposte avverate le condizioni (6 ) sarà

D (g)* = 5 + 271 . (9)

ove , essendo S l 'aggregato dei gruppi della D (g ): conte

nenti tutti i gruppi fatti di rientranti di sola 2. specie , e

&1 , gan. . . . gje i semi-gruppi ordinati, sarà

S = gi + g + g3 + .. ... + g .

La II sarà l' aggregato di tutti i prodotti a due a due dei

semi-gruppi stessi , astrazion fatta dal loro segno, e la lo
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indicherà il prodotto di tutti i numeri dispari contenuti in 2n .

Infatti , dietro quanto fu esposto nella citata Memoria , l'alter

nante D (8 )8 di un numero pari 2n di elementi equivale

alla somma P + S + R , ove P è l'aggregato dei gruppi

dell' alternante contenenti rientranti di: 1.° specie ', od elementi

fissi, la S è l' aggregato dei gruppi fatti. di soli rientranti

di 2. specie , e la R l' aggregato di tutti i restanti gruppi.

Stante la prima delle (6 ) sarà ', P = 0. Si fissi, arbitraria

mente un gruppo qualunque della R e sia espresso da

MG , essendo G un rientrante di specie dispari. Esisterà

nella R un gruppo MG , dotato dello stesso segno , ove

G , sarà l’ invertito di G , e per la 2.º delle (6 ) sarà

G , = - G . Ne deriva che tutti i gruppi contenenti rientranti

di specie dispari si elideranno a due a due e la D ( g) : si

ridurrà ad Sul, ove sarà e l' aggregato di tutti i gruppi

della R fatti di rientranti di sola specie pari. Si consideri

ora un gruppo qualunque della l e sia espresso con MG ,

ove sarà G un gruppo rientrante di specie pari; esisterà

nella e un gruppo MG , dotato dello stesso segno ed ove

G , sarà l' invertito di G . Sarà quindi per la 2.a delle (6 )

G , = G , dunque i gruppi della l si sommeranno a due

a due e la D (g ): sarà ridotta ad S + 211 .

Dalla citata Memoria risulta che il numero dei gruppi dell' al

ternante pari D (g): fatti di soli rientranti di 2. specie è il

prodotto dei numeri dispari contenuti iu 21 . Sia 1 un

tale prodotto , sarà -

S = + (8 ,4 , + 9202 + 2 . . . + glucu )

ove avrà luogo il + od il - secondo che n sarà pari

o dispari. Per la 2 .º delle (6 ) sarà ci = + gi per tutti i va

lori di i = 1 , 2 , 3 , .... l , ove avrà luogo il to od il

secondo che n sarà pari o dispari. Sarà quindi

S = 81 + 8 + . . . . + 8 . -

te
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Per dimostrare finalmente essere la II l'aggregato di tutti i

prodotti a due a due dei semi-gruppi ordinati & ; , g2 . .. . El

astrazion fatta dal loro segno , si consideri un gruppo GN

della II in cui per ipotesi la N consti di un solo rien

trante , per esempio ::: N = aºbºc“ d " , essendo la G ., fatta

di rientranti pure di specie pari. Sarà N = ac x b' dº ,

cioè fatta del prodotto di due semi-gruppi. Sia per ipotesi

G fatto pur esso , di un gruppo di un rientrante solo , per

esempio » G = gʻekhbf% ; sarà parimente · G = f8e x hfg ,

onde sarà .. .. . . ļos, sija ? " }," .

GN = a'c'pe" x b'dºbloga

il quale è il prodotto dei semi-grappi di cui constano i due

gruppi di soli rientranti di 2. specie , cioè dei due gruppi .

a'b d d røglehet, 'b d'da'hff"ges

i quali ordinati per glºindici corrispondono nella D (g) ai

due gruppi

b'a'd'c'hegiffen , d b a gulesp
670 ja byc d

a Coa

Si vede quindi che potendo un qualunque gruppo rientrante

di un numero pari di elementi scomporsi nel prodotto di due

seini-gruppi , un gruppo qualunque G che entra nella II

fatto di rientranti di specie pari , in ciascun de' quali si ometta

alternativamente un elemento , verrà decomposto in due fattori

ciascun de’quali sarà un semi-gruppo. Così, per esempio, si ha

ef psgac dºb" n'z* 2 " mº = et gºcub” hº x f5QⓇd 'n'k* m

il 1.º de'quali fattori è il semi-gruppo corrispondente al

gruppo intero :

effg*a*c*d*b*r*t*x'2" met

h
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ed il 2.° al gruppo intero

togia*e*d*b*n*t*k*i*m*e”.

Ma impiegando la 2 . delle relazioni (6 ) ciascun semi-gruppo

di cui constano i gruppi della II potrà ridursi ad un semi

gruppo ordinato col ridurre ordinati gli elementi di cui esso

consta . Dunque tutti i gruppi della II si ridurranno al pro

dotto a due a due dei semi-gruppi ordinati & ; , g2 , g3 . . . .gi

combinati in tutti i modi possibili , giacchè oltre tale combi

nazione non vi potrà esistere in II altro gruppo , altrimenti

la serie &i , g2 . . . . gue non conterrebbe tutti i possibili

semi-gruppi e mancherebbe nella D (g ): il corrispondente

gruppo a soli rientranti di 2 . specie ; nè potrà mancare in II

alcuno di tali prodotti , altrimenti il corrispondente gruppo

mancherebbe nella D (g)k.

8 . Essendo avverate le relazioni (6 ) , si avrà

( )D(g)* = (8,+-+- +(-1)96m + ...+(-1)3gm** (-1)ºg * +(-1) 8x) = v

in cui le diverse & saranno i j semi-gruppi ordinati , la

& il semi-gruppo fondamentale e le o .. .. B . . .. . .. .. O .. . .

esprimeranno il numero delle alternazioni necessarie per passare

dal fondamentale &. ai rispettivi semi-gruppi ordinati

gm , . . . . gn ; . . . . gi', . . . .

Infatti provato che i gruppi della II risultano dall'aggregato

di tutti i prodotti a due a due dei semi-gruppi ordinati , non

avuto riguardo al loro segno , per poter ridurre la S + 211

ad un quadrato V " , resterà solo a provarsi che il segno di

cui sarà affetto un gruppo nato dal prodotto di due semi

gruppi ordinati :

( - 1)ºgi( - 1)̂ gk = ( - 1)0+ ^gigt

dopo eseguite , dietro la relazione (8 ) ; le inversioni opportune

n
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onde ridurlo ad un gruppo della II , sarà positivo o nega

tivo secondo che pari o dispari sarà il numero de' rientranti

da cui sarà affetto un tal gruppo. Ora dai principj esposti nella

citata Memoria risulta che il segno competente ad un gruppo

qualunque G come derivato da un altro gruppo ( - 1)'G ,

con un numero = p d 'alternazioni è = ( - 1)* * ? , qua

lunque siasi il giro o processo con cui si alternano le lettere

di cui esso consta. Sia dunque . r il numero delle inversioni

necessarie per passare direttamente dal prodotto di due semi

gruppi generici ( - 1)ºgi (- 1)̂ gk al gruppo G della II,

la cui composizione , astrazion fatta dal segno , risulti dal pro

dotto dei due semi-gruppi gi , gk . Il segno di G sarà

= ( - 1 )^ * 0 * ?. Sia x il numero dei rientranti di cui consta

il gruppo G . Si trasformi con opportune alternazioni il prodotto

(- 1)d +ngigt nel gruppo in quistione passando pel gruppo

fondamentale della D (g ) , cioè pel gruppo aºb ' . .. yyz = F ,

per ridiscendere al gruppo G . È chiaro che con un numero = n

d' inversioni la gk si cambierà in Ck affetta dal segno ( 1)" .

Il segno del risultato sarà ( 1)0+ ( - 1)" , ed il gruppo

sarà divenuto gick . Con un numero . d 'alternazioni si

cambierà gi in &, e si avrà il gruppo ( - 1)20 + + ng, Ck .

Quindi con un numero '= i d' inversioni si cambierà C!

nell' invertito di & che sarà c; ; e si avrà il gruppo

( - 1)28+22+”g, ci

Osservando ora essere gic, = a ' cael. .. ? x 6° đ®fe. .. z ' ,

esso con un numero = n di alternazioni fra le basi si cam

bierà in F . Il gruppo sarà ridotto a ( - 1)2(8 + 2) + 21 F.

Avendo la G per ipotesi: un numero = x di rientranti ,

si passerà da F a G con un numero 2n -- X di al

ternazioni , e quindi il segno della G risulterà dato da

( - 1)28 + 1 ) + 2n + 2n - _
* * 2n = * = ( - 1)*. Ma siccome in ambi questi

App. Eff 1848.
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giri si deve ottenere lo stesso segno per la G , così dovrà

essere 8 + 4 r pari o dispari secondo che pari o dispari

sarà X . Il segno dunque , che nasce dal prodotto in que

stione ottenuto con diretto passaggio , sarà positivo o ne

gativo secondo che positivo o negativo sarà il numero dei

rientranti che contiene il risultante gruppo G . Quindi vice

versa un 'gruppo qualunque della II di rientranti , il

cui segno sarà ( - 1) , risulterà dal prodotto di due semi

gruppi ordinati, tanto rispetto alla composizione de' suoi ele

menti , quanto rispetto al segno che assume dopo le iterate

riduzioni. Siccome i doppj prodotti di tutti i termini della v

eguaglieranno tutti i gruppi contenuti in 211 , così la D (g)

sarà ridotta al quadrato della V . . . . .

9. Siavi una serie a , b , c , d , . . . . 0 , x , y , z = g

di un numero parian di lettere . Posta sotto la forma

g = a'c.....wy? , si esprima con A (g) = Aldca....w *y )

l' aggregato di tutti i termini che risultano dal fondamentaleg

alternando fra loro due lettere successivamente, ed escludendo

quei termini che non differiscono dai già ritenutise non in quanto

vi compajono elementi invertiti, sia ad ogni termine apposto ,

il segno + od il - secondo che pari o dispari è il nu

mero delle alternazioni atte a ricondurre il termine in questione ,

al fondamentale g . L 'aggregato Alg ) risulta in tal caso da

un processo uniforme di operazioni che si ottiene incomincian

do dai casi più semplici e salendo ai più complessi.

Sia 2n = 2 , sarà grà', e quindi sarà Ad' = a ed

in generale A2m =

Sia 2n = 4 , sarà grac". Per ottenere A (g) = Aalca

si ritenga fissa una base , per esempio la Ċ dell' elemento ca ,

si alterni la d con tutte le lettere dell' altro elemento , e vi

si apponga il segno - Risulterà . .. .

Adºc" = d'Ad' - cºAd ' - Add * ossia

Adlce = a'd' - cʻď -- casa (10 ) .

be

ac - C
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Sia 2n = 6 , sarà g = achet e quindi

: Auces = d Aac – e Apocal eDafce

(11)
-ممم-ہحونےک

A del 2. º membro deove si dovranno porre i valori dei

sunti dal caso di 2n = 4 .

Per 2n = 8 si avrà parimente

er

6 dih

се

Aa'c'efig ' = g“ Aa'c'et -- gʻah'cet. - gAaddel.

- gʻAd*h*es — gʻmacher (12)

- gºda c'h – gfAccek

ove pure si dovranno far scomparire le A del 2:º membro

col mezzo dei valori ottenuti per 2n = 6 , 4 , 2 . i

La legge essendo manifesta , la A (g) = Alac....s*y ) si

otterrà dalla

Alac....s*yo) = y*A (a'cºel....w*) — yºA(zºc eS...(*)-- y®Ala*c*el.... );

. . . . . . -- y'Alacsel....z*) — y*Acade... "

ove le diverse A contenute nel 2 .° membro si avranno dalla

A (g) " in cui sia ' g di un numero 2n -- 21 Le --A che

si trovano in ciascuna di queste si avranno dai valori ottenuti per

2n - 4 , e così di seguito , di modo che il valore della (13)

si otterrà da relazioni ricorrenti , in cui le diverse g dimi

nuiscono sempre di due unità . La A (g ): data dalla (13) si

dirà sviluppata a seconda della base y .. .

Il numero dei termini, di cui consterà il risultato finale scevro

dal simbolo A , sarà dato dal prodotto dei numeri dispari

contenuti in 2n.

Infatti una A (g ) fatta di 2n lettere fornisce colla (13)
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un numero 2n - 1 di termini. Ciascuna A del 2 .° mem

bro fatta di 21 — 2 lettere fornirà un numero 21 - 3 di

termini, in ciascun de' quali la A fatta di 21 - 4 lettere

fornirà nello sviluppo un numero 21 – 5 di termini, e così

di seguito , in modo che lo sviluppo finale della (g ) , sce

vro da ogni A , consterà , come si è enunciato , di un nu

mero di termini dato da

(2n — 1) (2n — 3) (2n — 5) . . .. 3 . 1 = 1 . 3 . 5 . .. . (2n — 1)

I termini che formeranno l' aggregato A (g ) saranno altrettanti

semi-gruppi, essendo essi, fra basi ed indici , formati di tutte le

lettere della serie g senza che alcuna venga ripetuta e senza

che alcuna vi manchi. Un semi-gruppo qualsivoglia potrà dun

que completarsi col suo invertito e dare origine ad un gruppo

fatto di soli rientranti di 2. specie.

Così, per esempio , supposto 2n = 6 , il termine a foleo di

cui consterà la Aaºcel sarà il semi-gruppo competente al

gruppo intero a gde x cºdfb = acapeldfebe , il quale ordi

nato a seconda degl' indici forma il gruppo cº é a pd bedi di

soli rientranti di 2 . specie che entra nella D (g) = Dlabcdeff

Se si suppone avverata la (6 ) sarà alle = - le ed i semi

gruppi, di chi consta la A (g ) scevra dai A , potranno ri

dursi a semi-gruppi ordinati , i quali manterranno ancora il +

od il – secondo che pari o dispari sarà il numero delle al

ternazionitotali eseguite sulle lettere, onde ridurre il semi-gruppo

ordinato al semi-gruppo fondamentale , in quanto ogni alter

nazione fra base é relativo indice fa cambiar il segno al semi

gruppo per la relazione stessa 24. = - le? .

Si cerchi per un esempio il valore di Aa chef espresso per

semi-gruppi ordinati. Sarà

( Addref = effaca - e ApoceteAafc – éAdépud – e-Aa'ch

ed essendo
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Aa'da = a'c' – abd + adb' , Apoca = pocet – + page

Aafos = ale? – afget + affe , sage = alogul – afb' + a bf

Add = a'd - a*bf + afts

risulterà

Addedel = aldaket - abef + abef - pocea + foldea - pobiera

- afced + a poles - alfred - a'polée + afblée — adbles

- aded + abfed -- afbied

Ordinati i semi-gruppi colla solita relazione delle = - ? sarà

Aaches = achet – abdefta'bset - adolf + ab' abdf

+ afbóc" – a bed + abd _ a'cd +abfe - afbde

+ afd. - abfd + afb'd

a ce

ove vedesi avverata la legge che il segno di ciascun semi

gruppo ordinato è positivo o negativo secondo che si esige

un numero pari o dispari di alternazioni fra le lettere di cui

consta il gruppo in questione per ricondurlo al semi-gruppo

fondamentale ordinato acet.

10. L ' equazione (9 ) , quando la serie pari & che entra

nella A sia identica con quella della V , si riduce alla

Õ(g)* = (48)
. . (14 ) .

Infatti la A (g) consta dello stesso numero di di semi-gruppi

come la V , e quando i semi-gruppi della A (g) vengano

ordinati , essi saranno coincidenti coi semi-gruppi

& G2 , 63 , . . . . . Sje

astrazion fatta dal segno. Ma i segni da cui sono affetti i
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semi-gruppi della A (g ) sono positivi o negativi secondo che

si esige un numero pari o dispari d ' alternazioni per ricondurli

al gruppo fondamentale. Una tale condizione esigendosi anche

nei gruppi dell'aggregato. V , sarà V = A ( g) , e perciò la

(9 ) darà la (14 ).

11. La Ala'c... y ) = A (g) in forza della 2. delle

relazioni (6 ) è una funzione alternata rispetto a tutte le 2n

lettere di cui essa consta . Per tale proprietà comune coll' al

ternante D (g ): fatta di un doppio numero di elementi si

dirà Semi-alternante. '

Per dimostrarlo supponiamo che la proposizione sia vera per

un numero = m d' elementi. Basterà dimostrare che essa è

vera per un numero = m + 1 d' elementi , e provare che

per un valore particolare di m la A (g ) è una funzione

alternata . Di fatti se le A contenute nel 2,º membro della

(13) , che supporremo din elementi, sono funzioni alter

nate rispetto a tutte le 2n lettere che esse contengono ,

cambieranno di segno alternandone, due qualunque di esse .

Suppongasi , per fissare le idee , che siansi alternate le due

lettere h , k . Tutte le A , in cui queste entrano , cambie

ranno di segno. Converrà vedere che cosa accade ai due gruppirann
osa

hd

- Alacam.... "....0") L

: - 'Alacs....hº...6 )

in cui le : A

1.* si alterna

non ne contengono che una di esse . Se nella

z con k essa cambia di segno e si avrà

C = y Ala'c.....konft) yAca c.....h?....$ *)

Si eseguisca l' alternazione delle fissate lettere h , k , e sia

C, il risultato, sarà

C. = y*Alacam.... .... *). - z "Acabo....K ... ) = – C...,
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PS

Assumono dunque esse pure un valore eguale e di segno con

trario. Lo stesso accade se alle lettere consecutive h , k si

sostituiscano due lettere non consecutive h , l. Sarà in tal

caso da considerarsi che cosa accade colla suddetta alternazio

ne ai due termini

- y^ A(dºc .... z*?".. .... )
= C .

- y’Alace . ... htz" .. .. wt) s ,

Se nel, 1 .º termine di questa espressione si alternano le due

letterek , m sotto a A , esso cambia di segno e si ha

y Alacan.c...zmyl... *) - Y'Alaca....h*2....ca) = C. : .

Alternando h , i, e chiamato C, il risultato , si ha : .

C = y'acao..... ... ) — y4A(acc....tz"...00) = - - C. ;

Dunque la Alac.... y ) fatta di m + I . elementi è una

funzione alternata , quando lo sia la A fatta di m elemen

ti. Ma per m = 2 , stante la (6 ) , la A è una funzione

alternata , ciò che può facilmente verificarsi sul valore di Aaºca

dato dalla (10). Dunque una A (g ) di un numero qualunque

di elementi sarà una funzione alternata .

Si avrà quindi, come corollario , che una qualunque di conte

nente semi-gruppi non ordinati sarà eguale a (- 1) ^ (ac ...y ),

essendo o il numero delle alternazioni da eseguirsi sulle en

lettere di cui consta la Ala C .... y ?) onde trasformarla in Ai.

Risulta inoltre dalla (14 ) che un ' alternante pari D (g):

si cambia in una funzione simetrica , quando siano verificate

le relazioni (6 ). . no dia " . . s ' i.

12. La A (g) = Ara c... p.... w*y ) può esprimersi per una

serie ordinata a seconda dello stesso indice z colla formola

Alac".... p*y ) = y*Alnica..... 804) -- ’A(y%ce .... ) : :

- b’A (a”.?....04) - CA( yl .... 0 ) (15)

- .......... .... - x*Aſa ca... ..my

me (
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In generale la A (g ) può esprimersi per una serie ordinata

a seconda di una base p o di un indice q appartenenti

ad un elemento generico della g.

- Infatti essendo A (g ) una funzione alternata rispetto a tutte

le 2n lettere di cui consta , si avrà :

Aface.... ....9 ) = -- Alac..... ....2%).
(

Sviluppato il 2 .º membro a seconda della base z colla for

mola (13) e posta pei coefficienti 62 delle A la sua eguale

- 260 si otterrà la (15). . . : .

Inoltre siccome sarà Alaca....p ?... y = A (abc ... y *p?) ,

sviluppato il 2.° membro per la stessa base p col mezzo

della (13), eseguendo in essa due alternazioni, cioè fra " Y , P

e fraz , q , si avrà . . . j !

Acace ..p....y ) = p'Aca'c...rmy) |

-page...very)

. . - pA(a 'c“....s*y )

si ii i ..

.. . ,

. . .. (16 )

. . .? ?? . . .. : - 'p'Alac...p*g ).

- p Alac. .. *y ).

ove si sono posti per simetria in ultimo i due termini affetti

da py , pi che risultano dai due termini della (13)

- PA (dºcs... ..... ) ,**** + 394(dºc"...p?....(4)
Forma 99

coll'alternare y con p , e z , con q , e viceversa. Si è

pure portato in ultimo sotto A l' elemento y . Questa , in

sostanza , è quella stessa che risulterebbe dalla Alac ... by?p ?)
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operando sull' elemento p ? come si è indietro operato sulla y .

La (15 ) darebbe parimente una formola ordinata per lo stesso

indice q e si avrebbe

Alaºd..... ...y') = p!Adabce....swyg |

– a!A(pc.... *yi)

- b?A (Q"c"....o*y")

} (17)

" - Ade... "y)

*-* Alac...opony

- z?$(acc .pfyon)

: 13. Essendo avveraté le (6) , ed essendo g la soſita serie

pari , si avrà

Õ (3)5(6 = ) = A (8)A (8(w = )) (18 )

Infatti la D (g)# nel caso generale in cui non si sup

pongono avverate le (6) potrà svilupparsi, come si è avvertito

nella citata Memoria , a seconda dell' indice w , e chiamati

A , B , C , .... N , .... Z per brevità i coefficienti degli ele

menti QW , 30 , ... . WW. ... zco ed ordinati i termini, si avrà

D (g)& = Aa" + Bb6 + . .. . + 166 ... . + Yym + Zz“

e quindi

D (g)6(w = 5) = Aas + B65 + ... + 1 us .... + Yy $ + zzš

Pongasi una lineetta sui coefficienti suddetti per indicare ciò che

essi divengono quando si suppongono avverate le (6 ) , sarà

Õ (g)b = Āq" + B6 .... + Ppr .... + Zz“

App. Eff. 1848.
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e quindi

D (g)8(w = ) = Āds + Bb5 + .... Õpe ... . + ZzS (20)

In queste formole (19 ) , ( 20) si è omesso il termine af

fetto da į in quanto che corrisponde all' alternante

D (g -w )8-~ = D (8')5' = o per essere g - w = g' dispari.

Per la (14) si ha

Õ (g)* = A (8) A (g) = A (8) A (a c ...p?....yº).

Suppongasi che la w sia in posto pari nella serie & onde

corrisponda all' indice 9 dell' elemento generico p ? Svilup

pato colla (17) il 2.° dei due fattori a seconda dell' indice

q , indi postovi 9 . = % e paragonati i coefficienti delle

as , 65 . . . . z5 che nascono da tale sviluppo coi coefficienti

degli stessi elementi della ( 19) , ove pongasiw = 9 , si avrà

Ā = – A (g)A(g°c....y!)

B = – A(8)A(a!c... y )

Č = - A (g)A(aqe.....y )

Ž = + A (g)A (ac...y )

Ỹ = – Ag) (dc... p )

Z = – A (g)A(dºc....y ?)

Quindi la (20) , ove pongasiw = q e sostituiscansi per

Ā , B , . . . . . i trovati valori , e mettasi pel 1.. il termine

positivo affetto da ps , diverrà

Õ(g)819 =3) = {p$A(d'e...yº)-a$Alp? ... )-65A(Qc"..gº). -z%A(d'cr...y?)}A(8)
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Ora il coefficiente della A(g) del 2.° membro è ciò che di

venta la (17) quando pongasi q = , onde si avrà

Õ(8)8(9= 3) = 4(3) A(a cs....p....y'),

ossia indicando con (g (q = %) ciò che diventa lo svi

luppo della semi-alternante A (g) quando in luogo di q si

ponga la 8 , vale a dire ciò che diventa lo sviluppo della

Aſa c ...PS..... y ) a seconda dell'indice Ś , si avrà

Õ (g)569 = 9) = A (g) A (&(q = %)).

Ma un tale processo può ripetersi perw situato in posto dispari

e corrispondente alla base p dell' elemento generico pº.

Infatti in tal caso nella Õ (g ) = A (g) Alaca.... p?.... y ) si

svilupperà il 2 .° fattore a seconda della base p colla for

mola ( 16 ). Si porrà p = , indi ad ogni si sostituirà

- MS. I coefficienti dei diversi elementi

25. , 65 , CS , . . . . 75 , . . . . 25

si paragoneranno coi coefficienti degli stessi elementi che tro

vansi nella (19) ove pongasiw = Pi con che verranno de

terminate le Ā , B ,.... P ,.... Z che poste nella (20) risulterà

D(g)5(p= 5) — -{q5Acabo...:) -a5acq . y°)_b% A(a!c ...y )...-z& Acade...y9}}A( )

Ma, per essere p = 0 ; il moltiplicatore di A (g) si

ridurrà per la ( 16 ) a

Alder.......y ) = (g(p=%)),

e perciò la Õ (g):(w = 5), qualunque sia la lettera della serie

& che law rappresenta , sarà ancora ridotta alla quantità

A (g) A ( g(w = %)) , che è la (18 ).

14. Quando le relazioni (6) sono ayverate per la serie dis

pari g' delle lettere
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a , b , c , . . . . . . x , y , z = g' , .

ed inoltre per la serie

g' + 5 = a , b , c , . . . . x , y , z , &

essendo $ una lettera estranea alla serie s', si avrà

Õ (g )8'( = G) = + A (g' — W )468 + ) (21)

ove le g' - W , g + costituiscono due serie pari, di cui la

1 ." è ciò che diventa la g' omessavi la lettera generica desi

gnata per W , e la 2.' è la s' a cui sia aggregata la lettera

estranea . Avrà luogo il + od il secondo chew

nella serie ' g' occupa un posto dispari o pari, : . .

Infatti pel S 73 della Memoria citata si ha in generale

D (g) = z’D(g -2)(8 -2)– y’D (8+ y) 8 -3) +x*P (8°— )66 -a) ....

.....: + 6’ D g}- 6)(81–2) . .... .. + a’D {g'–a)(6+–2)

oye avrà luogo nel termine generico il + od il secondo,

che occuperà un posto dispari o pari nella serie og's

Supposto % = % negl' indici , sarà

D(8)843 =5 = $ D( -2)(8 +2)–y%D (8 –3966–3)+x% D(8 =1366-3)....

........BA% D(g –67/6 -2)......: +a+Dlg'- a)6 –3)

Nel S 54 della Memoria citata si è mostrato come un' alternante

D ' è eguale a D secondo che pari o dispari è il numero

delle alternazioni necessarie a farsi nelle basi onde passare da

un ' alternante all' altra ; si avrà dunque

D (g — 6)(6 -3) = $ D [( 81 — 2) (0 = %))(8 - 2)

ove avrà luogo it to od il. - secondo che o sarà in
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Dog' — 6][6 –2) = D ( (6 = 8))

Quindi pei diversi valori di 0 = y , x , \ , .....a , si avrà

D (g! — y) -- = + D (f(y = z))

D (g'=-x} m* = '4p(g(x = 2))

D (g ~ ) *-* = + D (&(v = z)};

Dlg?– 1* -* = - D(sta=z)) .

Posti questi valori, si avrà

D (E)***= ) = $ D( )5–y% d($(y =z))*–-%D(8(*= ))S–....

. .... . - 65D(8(6 = z)) .... - a% D (gla = z)) .

Ora si suppongano avverate le (6), onde le D divengano ā ,

e si osservi che in forza della (8) in cui facciasi : = g si ha

D (g(6 = z))} = D (g)6(6= z) :

quindi eseguita tale inversione per tutti i suddetti valori di

0 = y , x , 0 , . . . . . a , si avrà

D(E)6(+ =+5) = 75D( )6 - 25 D(8)$( = )-- 5D (3)5(x ==) .. .

......... - 6%D1635(8=3)..... - -%D(6) (a= =)

Richiamata ora fa (18), ove si cambjų , 5 in 8, z sarà

D(9)848 =z) = A(8)4(8(6= z))

ove Si

per tutti i valori di 0 = y , , , . i . a , onde, avvertendo
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in

essere pel § 10 Dig)* = A(8)A(8), sarà

D(8') (2=%)= A(8){z5A(8)–y$4( (y=z))–45A(8(x =z)).......

- .......... -854(8(6= z))....- a5A(g(a =z))}

Ma se le condizioni (6) hanno luogo non solo per la serie g',

ma per la serie g' + 6 , il polinomio che moltiplica A (g) è

lo sviluppo della A (g' + %) = A (a ce......xyz%) a seconda

dell'indice & Dunque, posta per g la 8 - 2 , sarà

Õ (g )6(z= 5) = A (g' — 2)A (8 + ).

Se ora si chiami w una qualunque lettera della serie og e

si cerchi a che si riduce la Õ (g )8 (w = 3) , seguendo il processo

indicato pel caso in cui era w = z si otterrà per risultato

ciò che deriva dalla precedente formola , sostituendo W alla

z , e riducendo negativo il 2 .º membro qualora w occupi

un posto pari. . .

15 . Stabilita la serie pari g di 2n lettere

a , b , c , .... W , x , y , z e posto g ' = g - z = a , b , c , .... X , y

la semi-alternante A (g) sarà sviluppabile a seconda dell' ul

timo indice z colla formola

A (g) = y A (g - y) -x*A (g - x) +pʻA (g'–0).-....+ a+A (g - a) (22)

Infatti si ha , come nell' antecedente paragrafo ,

D (g) = z' D (g -z)8– 2– y D (g - y)8–2+x²D (g - x)8– 2–0%D (8 -0)8 –? + ......

Manel S 54 della Memoria citata si è mostrato comeun 'alternante

D ', è eguale a + D secondo che pari o dispari è il numero

delle alternazioni necessarie a farsi nelle basi onde passare da

un ' alternante all' altra , si avrà quindi, come nel S14

- D (8 — 6)8–> = D ((8 - 2) (6 = z))(8 -2)
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stess

ove avrà luogo il + od il - secondo che si esige un

numero pari o dispari d 'alternazioni per passare dalla 1.' alter

nante alla 2." , ossia secondo che la 0 occupa nella serie g

un posto pari o dispari , contata da destra a sinistra , ovvero

per essere g pari , secondo che 0 occupa un posto dispari

o pari , contata progressivamente da sinistra a destra . Così per

esempio si avrà

D (g — 8–? = D (a*b*c....u®xºy*z") = – D (a*b*cº ...u“x”z*y )

= D(a*b*c* ...u*z*x*y") = D ((8 - 2)(v =z))s--

Lo stesso si dirà degli altri. Sarà dunque

D(8)6 = 2 D (8–z]8-7-yºD (68–z)(y =z))s - D ((8 -2)(x=z))>~

' -oʻD((6 -2)(p = z))s-> - .................

e postovi g - z = g ' sarà

Dę)* = 2*DC)** y'D (8 (y =z)) – x*D(8'(x =z)) **

. - (6'(v = z))S” ....

Supposta avverata la condizione diagonale per cui la D si

cambia in 7 e per essere Õ (g ) ' = o sarà

Õ(g)* = – y* (8(y=z))S-x* (8'(x = z))*"-w ](g(v=z)) ...

Ma per la (8 ) in cui sia y dispari = g' si avrà per qua

lunque valore di 0

Õ (g'(6 = z))?" = - D (8 )848 = z).

Sarà dunque

D(g)* = y* D(g)s(y=z) + x*D(G )6(*=2) + « D(S)6(v= 3) + .....

Se nella formola (21) , ove si supponga che la serie dispari



g! sta la g 2 . qui adottata , ed inoltre che la lettera

estranea alla serie g sia la z , cioè pongasi sm e si

diano ad w i diversi valori della serie g', si avrà

ĐKg) ==) = + Ag - y) Ag + 2) = + Ag - y)Ag)

D (g )$'(x= z) = + A(gʻ– x)A68 + 2) = - 468' — x )Ág

D (g )s(v= z) = + A(g' — ) A (g' + z ) = + A (g' — Ag

e così dicasi degli altri. Posti questi valori ed osservando essere

D (g ): = A (g ) A (g ) e dividendo per A (g ) si avrà la (22)

la quale presenta lo sviluppo della semi-alternante sotto la stessa

forma che si è data , nella citata Memoria , allo sviluppo dell' al

ternante ordinata a seconda dello stesso indice z .

Un simile processo servirebbe a fornire sotto la stessa forma

lo sviluppo della A (g) a seconda della base y o più ge

neralmente a seconda di un indice o di una base qualunque. Così

essendo q un indice qualunque della g = a'c .... p ?.... * y ?

si avrà :

A (g) = + { z? (g' — 2) — y9A (g' — y) + xA8 — X ) —- . ..}

ove sarà g = 5 - 9 ed ove avrà luogo il + od il -

secondo che la q occupa nella serie & an posto dispari

o pari.

16. Nel sistema (1) di un numero qualunque m di equa

zioni si sostituiscano , per semplicità , alle m incognite

rispettivamente le incognite

Emtr *



Tale sistema diverrà

a ly + able .... tambi.... + acom = - a 6m + s i

696, + 6 %. .... + BW g ....466.7 * - 566m

zanyimbo.... + 2 ... + z"cm = - Spots I .

Se si suppone avverata la condizione diagonale e si ponga

% = 0 ed inoltre 65 = - 40 per tutti i valori di w

della serie a , b , c , ..... Y , z , il sistema (23) per m pari

sussisterà senza che sia verificata fra le quantità indipendenti

dalle incognite altra relazione estranea alle già supposte . Il

sistema (23) per m dispari non potrà sussistere a meno che

non sia avyerata la relazione A (g'+ 6 ) = 0 , essendo g' la

serie dispari a , b , c , . . . . y , z . Ciò che si dice del si

stema (23) vale anche pel sistema (1) .

Infatti l'aggregato della 1. delle ( 23) moltiplicata per la

della 2.° per 62 , .. . della mesime per Em , dividendo per

Em + ed osservando essere % 5 = 0 , fornisce l'equazione

cables ~ 6569 – - .... -.2 En femts == 0

ossia

+ 4062 + 6 63 .... .. + 656, + 676m + = 0

la quale unita al sistema (23), in cui siano portati nei primi

membri i secondi, fornirà un sistema di m + I equazioni

fra m + 1 incognite , dalla cui eliminazione si avrà per la (5 )

D (Y) = 0 , ove y esprime la serie delle m + 1 lettere

a , b , c , . . . X , Y , Z , X . Ora se sarà m pari şarà y

dispari , e quindi y = g' , D (g')!' = 0 . Questa es

sendo pel S4 identicamente avverata , il sistema (23) ed il

sistema (1 ) non introdurranno alcuna relazione fra le quantità

App. Eff. 1848.
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indipendenti dalle incognite . Ma sem sarà dispari , sarà y

pari, e chiamata g' la serie dispari a , b , .. . . y , z , sarà

y = g' + . Quindi la D (V)? = 0 , che per essere y

pari non è identicamente verificata , darà

D (y)} = (4 (~))* = (4 (g + %))* = 0 , ossia 466 + %) = 0.

Questa introducendo una relazione fra le quantità indipendenti

dalle incognite del sistema (23) e perciò del sistema (1) , con

verrà che sia verificata acciò il sistema stesso possa sussistere .

17 . Supposto dato il sistema ( 1) , ed avverata la condizione

diagonale , l' equazione (4 ) pel caso di m = 2n diverrà

Ei : Can = A (g(w = %)) : A (g(z = ()) (24 )

e pel caso di m = 2n + 1 ed avverata la A (g' + 8) = 0
diverrà

ti : Ean+ 1 = 14(8 — w : A(g' — 2) (25)

ove varrà il + od il – secondo chew nella serie g'

occupa un posto dispari o pari.

Infatti l' equazione (4 ) , supposto & pari ed , m = 2n , ed

essendo avverate le (6 ) diventa

Li : Can = (8)8(w = %) : Õ(g)s(z = 6)

ed in forza della (18 ) essendo

D(3)5( = 5) = 4(8)4(8( = ))

D(g)sta=6) = A(8) (86===))

si avrà la (24).

Siccome in tal caso un'incognita qualunque Li è data da

E = A (g (w = )
) , ne deriva che quando sono verificate le

A (g )
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relazioni (6 ), il valore di un' incognita qualunque si de

riva dalla formazione della semi-alternante A (8) , nell'egual

modo che l' incognita stessa si deriva dall'alternante: D (g )&

nel caso generale in cui le condizioni (6 ) non siano avverate.

Supposto ' m dispari = 2n + I ed avverata , per la sussistenza

del sistema (1) , la relazione Alg' + 8) = o la (4) diverrà

Lou : Gants' = 7 (8):(w = 6) : Õ (g)s(z = 8). . .

ed essendo per la formola (21)

D(0) ( =6) = # 468 — w)A(8' + 6)

D (g )s (z = %) = A (g' — 2) A (g + %)

ove vale il to od il secondo chew occupa nella se

rie g' un posto dispari o pari , si avrà la (25 ). ;

Nei rapporti pertanto delle incognite scomparendo, nel caso

di m dispari la lettera Ś estranea alla serie go i rap

porti stessi, in forza delle (6 ) , sono indipendenti dai 2. membri

del sistema proposto e risultano soltanto funzioni dei coefficienti.

: . III. . .... . . .,

Riduzione dei sistemi ausiliari. .. ;

1. Sia proposta da integrarsi l' equazione

S = X , dx , + X ,dx , to ...... + XmdX m = 0 ( 1)

in cui siam qualunque. Stabilite le due serie di lettere

ed indici

a , b , c , ..... X , ..... W , ..... M , ..... y , z )
. . . (2 )

1 , 2 , 3 , .. . a , .... i , ..... B , ..... (m - i) , m )



si diranno omologhi i termini che nelle serie (2 ) si corri

spondano verticalmente. Se nel sistema (13) , (15) , art. I si

pone 2n = m ed il simbolo generico ( , B ) in cui a , B

indicavano indici si faccia eguale al simbolo delle in cui a ,

the sono i rispettivi valori omologhi, ed indicando i l' indice

diw, si ponga Xi = W5, il sistema suddetto si riduce a

a*dx, + a"dx2 + ... +adx; + ... + a’dxm = BSI

bºdx, + b'dx , + ..... + 6dx; + ..... b’dxm = 0651

(3)

zºdx, + z dx2 + * + z"dx; + ... +ozºdxm = 025 )

ove sarà sempre 4 = 0 , dhe = - seed (4)

La 1.".delle serie (2) verrà indicata al solito con & o con

g' secondo che m sarà pari o dispari.

2. Il sistema ausiliario ( 3) da integrarsi se è m = 2n . si

riduce al sistema di m - 1 = 2n - I equazioni rappresen

tate dalla proporzione continua

dx , : dx, : dxz : ........ dxi : ........ dxan = )

(8(a=2)): ($(6= )): 4 (&(c={)): ...-($(w =2)) :....A (8(z= ))

che equivale alle 2n - 1 equazioni che nascono dalla

generica

de = 4 (86w =>)) : Af8(z=2)) (6)

(5)

s
dx 2n

ess

essendo i edw valori omologhi delle serie (2). I valore

di una qualunque A (g(w = 8 )) deriverà dalla semi-alternante

4 (g) = Ala c . ...s*y*) quando nello sviluppo ottenuto dalle

continue sostituzioni eseguite nelle relazioniricorrenti (13), art. II
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venga sostituita la Ğ alla lettera W ; ' sia nelle basi che

negl' indici, indi avato riguardo alle . . i . '

65. = Xi, eu = - Xi (7)

si sostituisca ad una qualunque no la corrispondente (« ; B ).

Di fatto diviso il sistema (3) pero e posto

dxi = ei . : (8 ) ,

esso si riduce al sistema ( 1) , art. II, Essendo quindi avverata

la condizione diagonale , si otterrà la (6 ) dalla ( 25 ) , art. II, in

cui pongasi il valore (8 ) , e da essa la proporzione continua (5 ).

3. Siccome i successivi sistemi ausiliarj di cui si fece uso nel

l' art. I per ottenere il sistema finale degl' integrali della pro

posta godono tutti dell'avverata condizione diagonale e si de

duce il 2 .° , 3.0 , ......... sistema ausiliario sostituendo nel

sistema (3) alla m = 27 successivamente 2n - 2 , 2n - 4 , .....

ed alle quantità che contengono le X , , X , .... ... le stesse

quantità affette da apici, così la riduzione di questi sistemi

ausiliarj secondarj alla forma di proporzione continua si de

durrà dalla stessa (5 ) o (6 ) col solo sostituire a 2n i rela

tivi numeri, ed alle X X , .... ... le stesse quantità af

fette da corrispondenti apici.

4 . Si dirà pari o dispari l' espressione (1 ) secondo che

conterrà un numero pari o dispari di variabili colle toro

corrispondenti differenziali , e quindi si dirà pari o dispari se

condo che tale sarà il numero m . Si diranno espressioni ri

dotte quelle derivanti dalla ( 1) che compajono affette da

apici aventi la stessa significazione loro attribuita nell'art. I. Un

sistema ausiliario si dirà pure pari o dispari secondo che con

terrà un numero pari o dispari di equazioni. Un tal compen

dio di espressione fu adottato anche per le alternanti pari o

dispari , ma non può. ciò applicarsi alle semi-alternanti ,'le quali

dietro la loro essenza e formazione sono necessariamente pari.
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5 . Supponiamo che sia proposta l' equazione (1) in cui sia

m dispari. Se nella ( 1) art. I si pone m in luogo di 2n ,

riguardando più generalmente m come pari o dispari, si po

trà ripetere su di essa lo stesso ragionamento e processo di

calcolo per trasformare il 1.° membro dell'equazione più generale

X , dx , + X ,dx2 + .. . + Xm dxm = 0.

Riguardandosi variabili le arbitrarie , e ponendo D in luogo

di d , e chiamato ancora S, un tal 1° membro , la for

mola ( 2) art. I , cambiatovi 2n in m , fornirà come prima

l' espressione

S , = X ,8x : + X , 8X , + ...... y Xm - s &xm

Quindi stabilito il 1.º sistema ausiliario

(1 , 1)dx, + (1 , 2)dx , .. .. + (1 , m )dxm = 0X,

(2 ; 1)dx; + (2 ; 2)dx, . .. . + (2 , m )dxm = 0X,

(m , 1)dx, + (m , 2)dx . .. : + (m , m )dxm = 68m 7 ,

che risulta dal sistema (13), (15), cambiatovi 2n in m , si

otterrà la trasformazione

S, = Nn{ X',dx's + X',dx's + .. . + X'm _ adx'm_ s} + Hydx'm_ 1

essendo

Wilmi m - 1

Nn = H, : Xm_1
m I

ove le XI , X2 , . . . . Xm - saranno espresse in funzione di

Xm " e dei valori iniziali X 's , a '2 , ac' , . . . x 'm I risultanti
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dal valor particolare Xm = x'm quali si hanno dalle mai

equazioni integrali del sistema (9 ) , eliminata la 0 . Ma un

tale processo , nell' assoluta indipendenza dei coefficienti della

proposta , è soltanto possibile per m pari, come si vedrà nel

seguente paragrafo.

6 . Stabilite le due serie di lettere e di indici

a , b , c , . . . . d , . . . . W , . . . . M , . . . . y , z )

ļ (10)

1 , 2 , 3 , . . . . a , . . . . i , . . . . ß , . . . . . . m

e chiamata g o g la 1. serie secondo che m sarà

pari o dispari , il sistema (9 ) pel caso di m pari = 2n non

introduce alcuna relazione fra i coefficienti che possono man

tenere la supposta indipendenza fra loro . Perm dispari

= 2n + I il sistema (9 ) introduce una relazione alla quale

debbono i coefficienti della proposta soddisfare, acciò il sistema

stesso possa sussistere. Tale relazione che diremo Equazione

condizionale è data dall' equazione

A (g'+ 6) = Alacam...xyz5) = 0 ( 11)

ove, sviluppata la semi-alternante A , si sostituiscano agli ele

menti contenenti la ţ i loro valori desunti dalle espressioni

generiche

. Ws = X; , = - X : . (12)

che hanno luogo per tutti gli omologhi valori di i ed w

delle serie ( 10 ). Infatti sostituiti ai simboli (« , @ ) del si

stema (9 ) i corrispondenti simboli ale delle serie (10) ove

m sia pari o dispari e fatto in esso

X ; = w5 , dx; = Li , 0 == – Em + x

il sistema (9 ) si riduoe al sistema (23) dell'art. II. Per ciò che

si è ivi dimostrato il sistema (23) in cui è avverata la condizione
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diagonale , e perciò anche il sistema (9 ) in cui tal condizione

si avvera , sussisterà per m pari senza che fra le quantità

indipendenti dalle incognite

dx, , dx , , .. .. dxi , .. .. dxm , o

sia necessaria alcuna relazione, e per m dispari non potrà sus

sistere, a meno che non sia verificata la relazione A (g' + 8 ) = 0

ove g' è la serie dispari a , b , ....W , .... y , z . Essendo quindi

g'+ 6 = a , b, c,....y, z, Ś sarà Ag+2) = A (a cº ...xyz}) = 0

ove, sviluppata la A , si sostituiranno ai relativi elementi

w5 , Çw i loro valori Xi, - Xi.

7. Siccome si è finora trattato il caso dell' assoluta genera

lità ed indipendenza dei coefficienti di una proposta equazione ,

e quindi non si è supposto avverarsi alcun ' equazione condi

zionale , riserbandoci a trattare in seguito questo caso come

compreso in quello in cui si ammette che i coefficienti deb

bano soddisfare a date equazioni, è perciò che nel caso gene

rale dell' art. I non potendosi eseguire le trasformazioni nella

ipotesi di un numero dispari di variabili, fu necessario , onde

ottenere la trasformazione finale della S , data dalla ( 26 ) ,

di eseguire le successive trasformazioni sulle sole espressioni

fatte di un numero pari di variabili, escludendo da tale trasfor

mazione i termini affetti da variabili ad indice dispari.

Ed infatti se la trasformazione in quistione fosse egualmente

possibile per m dispari come per m pari , si potrebbe al

lora con un numero m - 2 di sistemi ausiliarj trasformare

la S , in un ' espressione binomia

S, = K dx, m ) + K , dx ,( - 1) = 0

e soddisfare alla proposta (1) con un ' equazione sola conte

nente una costante arbitraria quale risulterebbe dall' integrazione
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della precedente 'equazione riguardata fra due variabili. Sostituiti

poscia nell'equazione integrale ottenuta , in luogo delle arbitrarie

o valori iniziali che essa contiene , i loro valori in funzione delle

variabili originarie desunti , con sostituzioni successive , dagli

integrali dei sistemi ausiliarj stabiliti, una tale equazione unica

sarebbe quindi l' integrale della proposta comunque, non esi

stendo alcuna relazione fra i coefficienti, non siano avverate le

equazioni del criterio d' integrabilità , ciò che è assurdo.

8 . Supposto nella (1) che sia m dispari = 2n + 1 e

che i coefficienti X , , X , , . . . . Xanti della proposta ren

dano soddisfatta l' equazione condizionale

(13)

ne cd ia

A (g' + %) = 0

ove gli esprime la serie dispari data dalla (2 ) , il sistema

ausiliario (9 ) , che in tale ipotesi non è più incompatibile , si

riduce alla proporzione continua

dx, i dx , : dx3 : ...... dxi : .... dxan + 1 =

- (14 )

A (g'-a) : - 468 - 6) : + A (gʻ- c) : ...44(gʻ—w ) : ... + A (g -z)

ossia si riduce al sistema di m = 2n equazioni che deri

vano dalla generica

dx; : dxan+ 1 = 1 A [g'- w) : A (g'–z) (15)

attribuendo successivamente ad i ed w gli omologhi valori

delle serie ( 2).

Infatti il sistema (9 ) che è sussistente in forza dell'avverata

equazione condizionale quale risulterebbe dall' eliminazione di

tutte le incognite dx: , .dx, , ...... dx2n + 1 , 0 , postovi

(6, B) = xm , deri Ei ( 16 )

si riduce al sistema (1) dell'art. II. Quindi dal S 13, art. II.,

App. Ef. 1848 .
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per essere avverata l' equazione condizionale ne deriya

Li : 62n + 1 = + Algʻ-w ) : A (g' -z)

da cui, posti i valori (16) , si ottiene la (15) e da essa la

proporzione continua (14).

L 'equazione generica (15) non contenendo la , nè potendo

questa ricomparire negli sviluppi delle A e sostituzioni suc

cessive dei valori dei simboli ane ne deriva che pel caso di

m dispari , essendo avverata la (13) , il s.O sistema ausiliario

non contiene i coefficienti della proposta (1 ) , ma soltanto i

loro differenziali parziali.

9. Per mostrare come si proceda ad ottenere il valore finale

di un termine generico delle (5 ) espresso pei coefficienti della

proposta , supponiamo che la g fatta delle 2n lettere della

serie (2) sia espressa dai suoi n elementi a'c".... p?....by?

e vogliasi la A (g (w = ( )) pel valore di w = 9.

Se nella (17) , art.II, che dà lo sviluppo di Alaca... p..... yy)

a seconda dell' indice q , la cui base p sia omologa 'all'in

dice che si pone q = % , si avrà i

(869= 4)). = {p54(ace...y – aśAlp cs....y - ..- SA (a?cm....y!)}

ossia per essere w5 = X; la A(&(q = )) diverrà

X4(ace....y')- X,A (pc... y:)- X,A(d"c. .y)....- Xan Ald c ...gr )

Sviluppate quindi le A colla continua sostituzione delle re

lazioni ricorrenti citate al S 9 , art. II , sino a che scompajano

tutti i simboli A , si dovrà a ciascun elemento del sosti

tuirvi la (@ , $ ) fatta degl' indici « , ß omologhi alle a , u

ed a ciascun simbolo (a , b ) sostituirvi il relativo valore

ada - 413. Si otterrà cosi il valore di ciascun termine

dx 6 dx ,

Alg(w = %)) in cui w è un indice espresso pei coefficienti
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della proposta e loro differenziali parziali e perciò espresso in

funzione delle variabili X , X , , . . . . Xen

Se si vuole invece una A (g (w = )) in cui w corrisponda

ad una base p , si svilupperà la Aſa ca.... p?.... y ) colla

(16), art. II , a seconda della base p , e ritenuto di il ter

mine omologo di p , fatto p = % , ed osservando essere

% = -- Xi , si avrà

- {X_ 4 (a cm....y )- X,A(g@cm....y:) - X,A(a%cs....y ) -..-.- XanAlabc...y9)}

ove gli sviluppi delle semi-alternanti A si faranno come si

è sopra indicato.

Parimente per w = z sviluppando per l' indice z ; indi

ponendo z = % , ed avvertendo essere w5 = x ; onde

js = Xun - 1 , si otterrà A (g(z = S)) =

Xan -, A a c... *) – X , A (y c..... ) — .... – X.n_ A (acc... )
bd

C .
. . . C

e si procederà a far scomparire le A ed a sostituirvi le

espressioni per le variabili come si è accennato sopra .

Un simile processo vale quando vogliasi un termine qualun

que Alg' - w ) della ( 14 ) in cui g' indica la serie dispari

a , b , c , . . . . W , . . . . y , z , e quindi g' - w la serie pari

a , b , c , . . .. y , z mancante di W . Posta sotto la forma

a . . . . y = g' - W , si troverà , come si è detto sopra , il

valore della Alg - w ) = Ala'c“.... y ).

10. Dalle cose antecedenti risulta non essere punto neces

sario il sostituire la Ś allaw immediatamente dopo il 1.º

sviluppo della A , ma potersi eseguire , o l' intero sviluppo

della Alac ... p ?.... y ) sino all' espressione finale indipen

dente dalle A per porvi le espressioni

os = Xi , = - Xi

onde ottenere il valore di o fare una simile
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sostituzione dopo un determinato numero di sviluppi a piacere

ottenuti colle relazioni ricorrenti sopra citate.

Giova avvertire che si potrà , quando torni più comodo , in

luogo delle (16) , ( 17 ) dell' art. II servirsi delle formole ana

loghe a quelle che si hanno per l'alternante D (g) &, come si

è mostrato al S 15 , art. Iļ.

11. Per mostrare con qualche esempio l' uso delle formole

date indietro , suppongasi che nella proposta (1) sia m = 4 .

Essa si ridurrà alla

X , dx , + X ,dx2 + x3dx3 + Xqdx4 = 0.

Le serie ( 2 ) diverranno

a , b , c , d
(17 )

1 , 2 , 3 , 4

e si avrà grac". Stabilito il sistema ausiliario (3), art .I ,

pel caso di 2n = 4 , e posto

(a, B) = yle , X; = w5 , – Xi = ethn ( 18)

per ridurlo alla forma (3) $ 1, esso diverrà

a*dx, + ddx, + a dxz + a*dx4 = bas ,

b*dx: + b'dx. + b*dx3 + b*dxa = 665
(19)

c*dx, + cdx, + cdxz + ĉ dxa = 005 /

dødx, + d’dx + dºdx3 +ddx = 045

Quindi la (6) pei valori omologhi delle serie (17) diverrà

data = 4(8(v =X)) : 4 (8{d =2))

erie ета

(20 )
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e la (5 ) diverrà

dæ : dx :dxz:dx = 4 (g(a=C)) : ($(6= )): A($(c= 0)): A(${d= )))

= Actory : A(asco) : Alaves) : A(a'c5) i s

Quindi, essendosi trovato al S 9 , art. II .

A (g) = Ala'c') = aed - a b* + adfe

si avranno le A della proporzione continua (21), ponendo

nella precedente in luogo di a , b , c , d , la 8 , e quindi

rimessi i valori ( 18 ) si avrà

Ala cl) (a = %) = 800 – 6964 + 46 = – X ,(3,4) + X3(2,4 ) – XA(2,3) |

Ald"c") (6 = 8) = a%ce afbd + advic = + X,(3,4) + X4(1,3) — X3(1,4)

Ald"ce) (c= ) = abiel a $6d +a6% = – X4(1,2) — X ,(2,4) + X ,(1,4)

Alacs)(d = %) = d'es - + bias = + X3(1,2) — XG(1,3) + X,(2,3) |

(22)

saranno

ove ai diversi simboli (« , B ) sostituiti i relativi valori

anda - 403, saranno espressi i termini della (21) in fun

zione dei coefficienti della proposta e loro differenziali parziali ,

e perciò in funzione delle variabili.

Per m = 6 la ( 1) si ridurrà alla

X ,dx, + X ,dx, + X3dx3 + Xqdx4 + X5dx5 + Xodx6 = 0.

Le serie (2 ) diverranno

a , b , c , d , e , ſ )

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 5

Quindi ġ = achet. Stabilito il 1.° sistema ausiliario desunto

dalla (3 ), art. I, pel caso di 2n = 6 e poste ancora le (18)

esso si ridurrà alla forma (3) , S 1. Quindi la proporzione
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continua (5) si ridurrà alla

dxz : dx, : dxz : dx4 : dxs :d6 =

Accocel) : Aaschel) : Acabadell : da'csel) : Alach) : Alaces)

(23)

I termini del 2.° membro si otterranno ponendo nello sviluppo

di A (g) = Ala "oben) dato al S 9 , art. II, in luogo delle

a , b , c , d , e , f , la & , indi avuto riguardo alle (18 ) si

otterranno espressi pei coefficienti della proposta e loro diffe

renziali parziali , con che si sarà ottenuta la riduzione del si

stema ausiliario sotto forma più idonea alla sua integrazione.

Se si cerca per esempio il valore di A (g (c= )) = Alabedel)

si dovrà nei termini dello sviluppo della Arábcael) dato

nell' esempio del S9, art. II , porre c = $ , e preso il 2 .°

dei dati sviluppi si otterrà

A (g(c= %)) = aberdet – asbdettabbet

- arab + abyf – abd

+ afbord – abyf + a$ved

- alleredt + arbeten - afbeen

+ a%/fde - a56fd + afb5de

ove riposti i valori ( 18 ) si avrà

A (g(c= %)) – – XA(1,2)(5,6) – X:(2,4)(5,6) + X.(1,4)(5,6)

+ X4(1,5) (2,6) — X6(1,5)(2,4) – Xs(1,5) (4,6)

- X4(1,6)(2,5) + X6(1,4)(2,5) + X,(2,5) (4 ,6)

+ Xs(1,2) (4,6) — X5(1,4) (2,6) + X5(1,6) (2,4)

– X (1,2)(4,5) - 1 (2,6)(4,5) + X,(1,6)(4,5)

ove
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Se ai simboli (« , B ) si sostituiscono le espressioniper diffe

renziali parziali che esse rappresentano, si otterrà la A (g(c = ) )

in funzione delle variabili. Lo stesso si farà rispetto agli altri

termini del 2 .º membro della proporzione continua (23).

Per trattare anche il caso di m dispari, si supponga che la

(1 ) si riduca a

X, dx , + X, dx + X3 dx3 = 0 (24 )

Sarà in tal caso m = 2n + 1 = 3 , e la serie (2 ) diverràISO 2nI ra

.a , b , c )

1 , 2 , 3

ove la 1.º di esse sarà rappresentata da g'. Stabilito il si

stema ausiliario (9 ) , relativo al caso di m = 3 , e supposto

per la sussistenza di tal sistema dispari che i coefficienti della

proposta adempiano alla condizione A (g + %) = A (a c5) che

si riduce in forza dell' ultima delle (22) a

* X3(1,2) - X ,(1,3) + X:(2,3 ) = 0 (25 )

la (14) diverrà

dx; : dx, : dx3 = A (g'-a ) : - A (g'- 6) : A (g -c) . ..

= A (6 ) : -- A (Q ) : (a ) : = 6° : - : a

e finalmente per la riº delle (18) 'si avrà

dx , : dx , : dxz = (2,3) : - (1,3) : (1,2)

ossia

dis : dx :ds3 = (ale ):-( - de ) (ex. ) (26)



n = 2n I enta

Supposto m = 2n + 1 = 5 , la (1), S1, diventa

X,dx, + X.dx. + X3dx3 + X_dx4 + Xşdxs = 0

e la serie (2) di cui la 1." rappresenta la g', sarà

a , b , c , d , e ,

1 , 2 , 3 , 4 , 5 >

Stabilito il sistema ausiliario (9 ) , relativo al caso di m = 5 ,

si supponga , per la sussistenza di tal sistema dispari, che i

coefficienti della proposta verifichino l' equazione condizionale

A (8 + 6) = A(aces) = Ala'chell) ( = %) = 0

ossia la

· X: { (1,2) (3,4) – (1,3) (2;4 ) + (1,4) (2,3) } ; . ;

+ x^ { (1,3) (2,5) – (1,2) (3,5) — (1,5) (2,3) }

+ X3 { (1,5) (2,4) – (1,4) (2,5) + (1,2) (4,5) }: Y = 0

+ X , { (1,4) (3,5) - (1,3) (4,5) - (1,5) (3,4) }

+ X,{ (2,5) (3,4) – (2,4) (3,5) + (2,3)(4,5) } 1 :

che è quella che si deduce dall' esempio del S9, art. II , or

dinata per l' indice f, ed avuto riguardo alle ( 18) , la (14)

diverrà

dx , :dx, :dx3:dx4 : dxs = A (g'- a ) : - A (g - 6) : A (g -c) : - A ( - d ) :Ag-e)

= A (6ʻdº) : -- Alaʻdº) : Ala®d ) :.- (ac) : (a'ce )

ove sviluppate le A e sostituiti ai simboli ale i loro eguali

(a , b) si otterrà la cercata riduzione , espressa per le deri

vate parziali dei coefficienti della proposta .
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12. In vece di cercare le 2n - 1 equazioni integrali del

sistema ausiliario (5 ) si potranno cercare i 2n - I valori

di f fra loro indipendenti che adempiono all' equazione diffe

renziale parziale di 1.° ordine e lineare data dalla

ove si è posto

X. = A (8[a= )) , Xo = (86= ;)),. . ..Xan = 4(8(z= )).

Se chiaminsi infatti fi, f. , ... fin_ i i suddetti valori fra

loro indipendenti, le equazioni integrali del sistema saranno ,

come è noto , date dalle equazioni

f = e , f = Q2 ', ........ fan - 1 = Azn - i (28 )

ove le quantità nei secondi membri sono le costanti arbitrarie.

Che se queste voglionsi espresse pei valori iniziali , si avrà

dy = f , , dy = f', , ....... Can - s = f'2n -

ove i secondi membri saranno ciò che diventano le f con

tenute nei primi membri delle ( 28 ) quando si ponga un apice

alle variabili ch ' esse contengono. Lo stesso processo avrà luogo

pel caso che la proposta equazione fosse fra un numero dispari

2n + I di variabili, e si avranno analoghe formole quando

all' indice 2n si sostituisca 21 + I e suppongasi ' ;} ;

Xo = + A (g -a ) , X. = - 468 -6) , X3 = + A (g'- c) , ......"

........... X ; = 1 A (g'- w ) , ................ Xan + 1 = + A (g' - z). :

Lo stesso vale per tutti i sistemi ausiliarj secondarj risultanti

dalle successive trasformazioni.

App. Eff. 1848,
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Equazioni condizionali soddisfatte.

. Si tratti ora la seconda questione accennata all' art. I ,

quella cioè in cui i coefficienti di una proposta equazione

X ,dx , + X .dxg + ... + Xmdxm = 0. ( )

fra un numero qualunque m di variabili non siano più

fra toro indipendenti come si è supposto nel citato articolo ,

ma adempiano a particolari relazioni.Nei diverși casi di equa

zioni soddisfatte dai, coefficienti si farà frequentę uso di un

principio per sè stesso evidente che basterà quì accennare senza

che ogni volta sia necessario di porlo in chiaro . Indicando con

Fi , F , , ........ In un numero qualunque di funzioni

delle m variabili Xx , X2 , ..... Xim se si ha un 'equazione

numero

L I (Fi , FX , Fz . e . P . . = . . (2 )

che sia avverata identicamente rişpetto alle variabili stesse ,

indicando II una funzione qualunque, sarà pure identica

mente avverata l' equazione

. : TICĒ, , Tag ,....... 7 ) = 0 (3)

ove, le diverse indicano che nelle. E , senza canabiar la

loro composizione , si è: sostituito alle Xy; King , ..... Xm altre

variabili , sia espresse con lettere diverse, sia controdistinte con

apici. Viceversa avverata questa second' equazione sarà pure

avverata identicamente la prima. .

Se alle Fu , E2 , ..... F , si sostituiscono le XL , X2 , X3, .....

e quelle che nascono dai simboli (ox , B ) che contengono le

loro differenziali parziali , le diverse F saranno quelle che

entrano nelle espressioni ridotte e nei relativi, sistemi ausiliari

di cui si fece uso nell' art. I. Se quindi esiste un 'equazione
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identicamente avverata fra i valori iniziali delle variabili , l’equa

ziòne stessa sarà adempita rispetto alle variabili originarie. Ciò

deriva dall'aver adottato quel sisteina di trasformazione in cui

ad ogni integrazione dei sistemi ausiliarj g’ introducono i valori

iniziali delle variabili cóftrodistinti con successivi apiciin luogo

delle solite costanti arbitrarie. Perciò la composizione delle di

verse x cm ) e loro differenziali parziali che entrano in tali

equazioni non differisce da quella delle relative Xi che en

trâno nella proposta se non in quanto le variabili che vi com

pajono essendo affette da diversi apici rappresentano altre

variabili.

3. Si tratti in questo articolo del caso in cui i coeffeienti

adempiano ad equazioni condizionali , e primieräinente suj)

posto nella (1) m dispari = 2n + 1 , i coefficienti

X , , X , ...... Xeniti avverino l' equazione

- Afg + ) = 0 . (4)

quale fu trovata al S6, art. III. In tal caso , stante l' integrale

del sistema ausiliario (14 ), art. III , la proposta verrà tras

formata in altrº equazione da integrarsi mancante dell' ultimo

termine, ossia sarà ridotta all' integrazione di un ' equazione fra

un numero pari = 2n di variabili. Supposto quindi che nessuna

altra relazione esista fra i coefficienti , sarà questa integrabile

con un sistema di n equazioni, come si è «veduto nel caso

generale trattato all'art. I. Un tale sistema espresso per le va

riabili date sarà quello che soddisfa alla proposta contenente

2n + 1 variabili. Ma se nella proposta stessa fra 2n + va

riabili i coefficienti supposti fra loro indipendenti non adem

pivano la condizione (4) , si sarebbe ottenuto per integrale

un sistema di n * equazioni, laddove avveratá l' equazione

condizionale (4 ) la proposta è integrabile con un sistema di

solen équazioni.

Così per esempio sia proposta l' equazione fra tre variabili

X,dx , + X_dx, + X3dx3 = 0.
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Se non si ammette alcuna relazione fra i coefficienti , e perciò

non și suppone avverata l'equazione condizionale data nel 3.°

esempio del S11, art. III , si dovrà seguire il metodo generale

dell'art. I. In tal caso , fatta astrazione dall'ultimo termine in

posto dispari , si trasformerà l' espressione pari X ,dx , + X,dx ,

in altra mancante dell' ultimo termine collo stabilire il siste

ma ausiliario

(1,1)dx, + (1,2 )dx, = 6X, , (2,1)dx, + (2,2 )dx, = 6X ,

il quale , eliminata la 0 , si riduce all'integrazione dell'equa

zione X , dx , + X ,dr, = 0 , ove la X3 vi si conside

rerà come una costante ed ove integrando s' introdurranno i

valori iniziali. Dietro ciò la proposta si trasformerà nella

N , X',dx', + X3dxz = 0 ,

ossia , avvertendo essere per la (17) , (18 ), art. I ,

N = 4 = 8 ( 8 )

si ridurrà alla ;

dx'ı + X3dx3 = 0 .

Posto x3 = f, , x ' = fg , essendo f, quella funzione

che risulterà cavando dall' integrale ottenuto il valore di x ',

si avrà . .

+ X3df, = 0 ,

alla quale si soddisferà, o colle due equazioni

df, = 0 ; df, = 0 cioè fi = Qs , f, = Qz

essendo Qi , uz costanti, ovvero , supposto f, = Q(f ) ,es COS ovvero sto



colle due equazioni

f - $(33) = 0 ,' Xs+ x.(09 ) (CO ) = 0,

le quali, per essere dx', = ( )dxs , si riducono alle

£; - $(83) = 0 , (l ) x:+ ( ).x, = 0dx1) dx3/

Si rifletterà che il valore X ', da cui dipende il valore ini

ziale a 'i costituisce una costante eccedente affatto in nostro

arbitrio che può farsi zero.

Se invece i coefficienti della proposta avverano l'equazione

condizionale ad essa relativa , sussisterà il sistema ausiliario ri

spetto al numero dispari di variabili quale è dato al S11 ,

art. III. Si avranno da esso due equazioni integrali fra le va

riabili X1 , X2 , X3 ed i loro valori iniziali , e la proposta

sarà ridotta alla

X ',dx'ı + X '_dx', = 0

fra le due nuove variabili x ' , x ', . Ma questa è sempre

integrabile con un' equazione contenente una costante arbitra -,

ria. Se quindi pongansi nel suo integrale in luogo di X 'ı , a '2

i valori che risultano dai due integrali del sistema ausiliario ,

l' equazione si ridurrà fra le tre variabili Xs , X2 , X3 e

conterrà la costante anzidetta , e la x ': che potrà farsi zero.

Tale equazione unica sarà l' integrale della proposta . Ma se la

proposta è integrabile con una sola equazione, come quì si è

mostrato , dovrebb ’ essere in essa verificato il criterio d ' integra

bilità . Ora è facile provare che nel caso trattato di tre varia

bili l' equazione condizionale coincide coll' equazione unica

data dal criterio stesso . Infatti l' equazione condizionale è data

dalla (25) ; ' art. III , la quale , stante le relazioni simboliche
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X
L dX ,

(«,9) = Code
(o , B ) =

lase

diventa

x.(en cas )+ x,Cami doma)- xron ) 0

che è la nota equazione del criterio d ' integrabilità della pro

posta equazione fra tre variabili.

3 . Suppongasi nella (1) m = 2n . Il sistema ausiliario atto

a far scomparire l' ultimo termine nell' ipotesi di un ' assoluta

indipendenza de' coefficienti è quello che risulta dall' equa

zione generica

(812= ))dx:== A (g(w =<)}dtan (5)

che è la (6 ) , art. III, ove la & rappresenta la serie pari

( 2 ) , art. III. In forza degl' integrali di tal sistema la proposta

(6)X ,dx, + X,dx, + ...... + Xen dk2n = 0

sarà ridotta per la (19) , art. I, alla

• X ',dx', + X ”, dx ', t ..... + X 2n _ _dx'2n - 1 = 0

che è fra un numero dispari = 2n - 1 di variabili. Sup

pongasi ora avverata l' equazione condizionale relativa alla

(7 ). Nel 1.º sistema ausiliario (5 ) risulterà dx2n = 0 , ônde

un tal sistema destinato a trasformare la (6 ) nella (7 ) col

far svanire l 'ultimo termine non ottiene lo scopo se non

coll' ammettere dxan 0. Infatti nella serie (2 ) , art. III ,

facciasim = 2n - 1 , si sopprima l' ultima lettera Z ,

pongasi mgz . e s' indichino con 'un apice le leta

tere della g' volendo che esse si riferiscano alle quan

tità affette da un apice che entrano nella ( 7). L 'equazione
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nas sia

condizionale relativa alla (7 ) sarà espressa da

A '(g'+ %) = 0 . (8 ) .

ove l' apice apposto alla A irretica che a sviluppo eseguito

debbono le lettere di cui constano gli elementi delle essere

affette da un apice. Sviluppata colla (15 ) , art. II la (8 ) ridotta

alla forma solita A'Cauca.... bạy5) = o . e postovi per le

diverse (w5y' le relative X ! per tutti i valori delle omo

koghe į au si avrà

A'(g'+ 8) = X'in _ , A'(a c.....(*) - X', A '(y%cm.... } - X', Aklalc. moni ) ;

.. .. . .. . smongwoodaorowo -- Xw_24fa"c....... Y) )

Sussistendo questa identicamente , sarà avverata pure quella che

nasce pel principio generale del S 1 , sopprimendo gli apici , ossia

cambiando i valori iniziali X 's , X ' , ac'3 , ...... a 'zni delle varia

bili nei loro valori primitivi. Si avrà quindi, dalla. (8 ), toltovi

l'apice, A ( + 6) = 0 che si riduce a (g (z = ()) = 0 ,

Dunque nel sistema ausiliario (5 ) risulterà dxan

6 . Il sistema ausiliario (5 ) espresso dalla (3 ) , art. IIT , ove

şia m = 2n , nell' ipotesi che l' equazione condizionale

rispetto alla (7) sia avverata , si riduce ad un sistema atto a

far. scomparire nella proposta (6 ) il penultimo termine in posto

dispari lasciando sussistere l' ultimo in posto pari.

Infatti risultando, in tale ipotesi dx2n = 0 , scompariranno

nei primimembri del citato sistema tutti i termini affetti da

dxan . Ommessa quindi l'ultima equazione , si otterrà il siste

ma dispari

a' dx , + adx, + ... + a 'dx2n - 1 = 0 % .

. 6°dx, + bdxg to ...... + 6'dx21 _ , = 0657

y*dx; + y*dxa + ... + y'dxan_1 = y
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che sussisterà senza introdur nuove relazioni, per essere avve

rata l' equazione condizionale

A (g'+ 8 ) = 0 in cui è g' = g - ... , .

Il sistema (9) in cui è m = 2n - 1 si ridurrà colla (14 ),

art. III, ove pongasi 2n - 1 in luogo di 2n + 1 , alla pro

porzione continua . .

dx, : d : ... den = Ag- a) : - Ag- b) : :Ag- y) (10)

che risulta dalla generica.

. ?... .. dx ; : dxen _ 1 = + Alg '- w ) : . A (g '- y ) . . . . . .

per tutti i valori omologhi di i , w delle serie , i

; (a , b , c , ...... , .....,* , y) == gold

1 , 2 , 3 , . .... is , . ........ 2n - 1 ,

Le equazioni nate dalla precedente proporzione sono quelle che

integrate fanno scomparire il penultimo termine in posto dispari.

5 . Se pertanto nella proposta equazione (6 ) è avverata la

Alg'+ %) = o conducente a dxan = 0 è necessario (per

conservare alla soluzione che si cerca quella generalità che

permetta di presentare il sistema finale affetto da una funzio

ne arbitraria , come si è fatto pel caso in cui la proposta era

fra un numero dispari di variabili) , lasciare indeterminato l'ul

timo termine della . (2 ) ed eseguire la trasformazione della

espressione dispari

X. dx + X ,dx2 ..... + Xin _ _dxan _ s

col mezzo del sistema ausiliario ( 10 ) , affine di farvi scompa

rire l' ultimo termine , e quindi, supposto che nessuna altra

condizione abbia luogo , progredire alle ulteriori trasformazioni,

seguendo il metodo sviluppato nell' art. I.
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. 6 . La precedente conclusione non si limita al caso ivi con

templato in cui l' avverata equazione condizionale , funzione di

tutti i coefficienti della proposta (6 ) meno l'ultimo, e delle loro

differenziali parziali è quella che risulta dal 2 .° sistema ausi

liario , ma si estende in generale al caso in cui l'equazione

condizionale avverata sia quella che risulterebbe dal 4.°, 6 .'.....

sistema ausiliario dispari. Tale equazione condizionale non dif

ferirà dalla già trattata , se non pel minor numero di coeffi

cienti e loro differenziali parziali ch 'essa conterrà , e pel nu

mero più grande di apici di cui le variabili saranno affette e

potrà ripetersi in ciascuna di esse la conclusione adottata. Ogni

qual volta un'equazione condizionale desunta dal 4 .° , 6 .........

sistema ausiliario dispari è avverata , sussiste il relativo sistema

ausiliario che rendesi atto , col far scomparire l'ultimo termine,

alla trasformazione della relativa espressione dispari in altra

espressione pari , ma il sistema ausiliario precedente , cioè il

3.°, 5 . ...... non è esso più atto a far scomparire l'ultimo ter

mine in posto pari della relativa espressione, ma si cambia

nel sistema 4 .° , 6 ........ quando si ommetta in esso l' ultima

colonna verticale dei primimembri , e l' ultima equazione. Da

ciò risulta :

1.° Che un' equazione fra un numero pari 2n di variabili

sarà soddisfatta da un sistema di n equazioni, comunque

abbiano o non abbiano luogo equazioni condizionali , purché

ogni qual volta s’imbatta in equazioni condizionali soddisfatte ,

si abbia ricorso al sistema ausiliario precedente modificato come

si è sopra accennato , il quale farà invece scomparire il penul

timo termine in posto dispari della relativa espressione, lascian

do indeterminato il termine estremo ;

2 .° Che un 'equazione fra un numero dispari 2n + I di

variabili sarà soddisfatta da un sistema di n ovvero di nti

equazioni secondo che sarà , o non sarà avverata l' equazione

condizionale relativa al 1.º sistema ausiliario , comunque abbiano

' App. Eff. 1848 . ! ! 10 i

1
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non

o non abbiano luogo equazioni condizionali relative a succes

sivi sistemi ausiliarj, purchè quando alcune di esse siano avve

rate , si proceda come ssi tè sopra accennato.

.- 7 . Se per maggiore semplicità si pone A ( g(w = % )) = Xi

per tutti i valori omologhi di iw , i l'equazione generica (6 ),

art. II , diventa

Xandx; = Xidtan

e la proporzione continua (5) , art. III, diventa

dx, : dx, : ...... : dxin = X : X , : ...... : Xan

Ciò posto , l' equazione condizionale data al S3 , cioè la

A (g * ) = A ( g(z = ) ) = 0 , si riduce alla Xan = 0. Ora

potrebbe accadere che non essendo identicamente zero laiki

per i = an lo fosse invece per un altro valore di i , per

esempio per isa. In tal caso il 1. sistema ausiliario re

lativo alla proposta equazione (6 ) sarebbe pure incompleto , ed

inetto all' indicata trasformazione, come lo era nel caso in cui

si aveva Xan = 0. Risulterebbe in tale ipotesi. dxc = 0 che

farebbe scomparire tutti i termini della relativa colonna verti

cale affetti da dwa , ed il sistema stesso subirebbe una mo

dificazione analoga a quella indicata al S 4 . Ma è da riflettersi

che l' equazione X c = 0 è essa stessa un ' equazione condi

zionale che può con opportuno cambiamento d ' indici trasfor

marsi nella Xzn = 0 . Infatti in una proposta equazione

differenziale essendo in nostro arbitrio di contrassegnare le

variabili con alcuni piuttosto che con altri indici , se nella pro

posta equazione si contraddistingue coll' indice 21 : quella

variabile che erasi contrassegnata coll' indice a ; je viceversa ,

nella proposta (6 ) verranno ad essere alternati fra loro i due

termini Xxdaos Xan'dxan e la trovata equazione Ko = 0

si cambierà nella X2n = 0. Siccome una qualunque Xi manca

nella sua composizione del coefficiente Xi, così ile ': Xoc., 1 Xan

mancheranno rispettivamente dei coefficienti X , Yan ..
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Risulta quindi che il trovarsi verificata una Xox = 0 è indi

zio che nel contrassegnare le variabili non si è avuto avvertenza

a fare in modo che l'equazione condizionale generica Xi = 0

comparisse coll' indice i = 2n . Per procedere regolarmente

coll' adottato sistema si sarebbe dunque dovuto far precedere

un tale ordinamento della proposta equazione che compaja nel

l'ultimo termine quello che era affetto dall' indice a , ciò che

si otterrà alternando nella proposta (6 ) gl' indicia ; an .

Ma un ' equazione condizionale di tal specie Koce = 0 pud

non verificarsi nel 2 .º sistema ausiliario , ma sibbene nei suc

cessivi sistemi 4. , 6 . ...... e richiedersi perciò , anche riguardo

ad essi , un relativo coordinamento di coefficienti e relative al

ternazioni d' indici.

Onde procedere ordinatamente sarà perciò opportuno indi?

care una regola colla quale predisporre la proposta 'equazione

da integrarsi in modo che le equazioni condizionali relative ai

successivi sistemi si presentino sempre espresse da una Xi = 0

in cui la i sia sempre il massimo indice che il relativo si

stema ausiliario pari contiene.

Questa regola riposa sul principio generale del Si che quar

lunque equazione si avveri identicamente fra le diverse fun

zioni Xcm ) e loro differenziali parziali, ove la m indica

un numero di apici applicati ai coefficienti della proposta , la

stessa è pure identicamente avverata sopprimendo gli apici che

si riferiscono a valori iniziali delle variabili , cioè che un' equa

zione simile ha luogo fra i coefficienti Xi della proposta e

loro differenziali parziali.

· Ritenuto inoltre che in qualsivoglia modo si proceda alla so

luzione generale di una proposta equazione fra un numero 2n

ovvero 2n + 1 di variabili si deve sempre dietro il S6 ot

tenere un sistema di n equazioni nel 1.º caso , e di n ov

vero di n + 1 , nell' altro caso , secondo che sia o no verifi

cata l' equazione condizionale del 1.º sistema ausiliario , così
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basterà indicare la regola onde ordinare una proposta equazione

fra un numero pari 2n di variabili.

8. Essendo proposta fra en variabili

y , p , r , ..... , ...... S , ...... t , v , z (11)

un ' equazione della forma

Ydy + Pdp + Rdr+ .... Xdx... + Sds.... + Tdt.... +Zdz = 0 (12 )

si stabilisca una posizione affatto arbitraria

r = xg , p = X2 , .... X = Xa , ........ )

S = O

. ...... S = x B , ..... Z = Xan _ a , ..... y = Xan )

(13 )

Posti questi valori nella (12) , ordinati i termini a seconda degli

indici ed indicati in generale con Xi i coefficienti delle di

verse differenziali dxi la (12) assumerà la forma

X_dx , + X ,dx2 + . ...... + X gdx3 + ........

= O ( 14 )

........ + Xan _ 2dxan _ - + ......... + Xandxan )

Essendo questa della forma (1) S 2 , si stabilirà il 1° sistema

ausiliario (13), (15), 'art. I che posto sotto la forma (5 ) art. III

si potrà con esso determinare l' espressione generica Ki.

Suppongasi che per i = a risulti identicamente avverata la

X = 0. Si alternino nelle (13), (14) gl' indici a , en tanto

nelle variabili Xi quanto nei coefficienti Xi. La posizione

arbitraria (13) sarà scambiata nella

r = X , p = x , , ....... X = Xan , ........

s = o (15)

• s = B • • z = &ax - 2 , - y = *( )

Ordinati a seconda de’nuovi indici i terminidella (14) ed om

messi gli ultimi due, si cercherà il 2.° sistema ausiliario rela

tivo al polinomio

X,dx: + X.dx. .. Xgdxp ... + X.n_ 2dxan_2 (16)
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Questo sistema, posto sotto la solita forma (5) art. III, sarà atto

a fornire il valore della corrispondente Xi. Supposto che per

i = ß risulti Xp = 0 , si alterneranno nella (15) gl' indici

ß , 2n - 2 e la (13) verrà scambiata nella nuova posizione

r = X1 , p = X9 , .... X = Xan , .... S = X2n _ , .... Z = x8 , ... y = xo (17)

Eseguita la stessa alternazione nell'espressione (16), ordinati i

termini ed ommessi i due ultimi, si cercherà il 3.º sistema au

siliario relativo al polinomio

X ,dx , + X , dx, .. . + X2n - 4dx2n - 4

nom a

Trovata la Xi ad esso relativa , e supposto che per i = 8

risulti Xy = 0 , si dovrà nella (17) procedere all' ulteriore

alternazione degl' indici 8 , 2n – 4 , la quale fornirà una

nuova posizione da sostituirsi alla (13 ). Così progredendo si

giungerà ad ottenere quella posizione da sostituirsi alla (13) per

mezzo della quale la proposta (12) verrà rappresentata da una

espressione della forma (14) , i cui termini saranno così coordi

nati che nelle successive operazioni che conducono al sistema

finale delle n equazioni che la soddisfano , le equazioni con

dizionali Xi = 0 che mano mano s'incontrano , ove le va

riabili saranno affette da relativi apici , saranno tali che l' in

dice = i eguaglierà sempre il massimo indice pari dell' espres

sione da cui è derivata la Xi. Giova appena avvertire che

quando una Xi per nessun valore dell' indice = i è an

nullata , lasciando immutate le posizioni delle variabili, si pas

serà al successivo sistema ausiliario.

Il processo che la surriferita regola contiene può anche se

guirsi nell' atto stesso che si stabiliscono i diversi sistemi da

integrarsi e che conducono al sistema finale senza far precedere

il coordinamento della (14 ) , purchè ogni volta che s' incontra

una Xin contenente in tal caso variabili affette da apici,

che si annulli per un particolare valore di i = w , si alternino
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allora gl' indici relativi w e 2n - 2. dei valori iniziali delle

variabili alternando in pari tempo gl' indici nell' originaria : por

sizione (13).

Quando si ammettono fra i coefficienti quelle relazioni che adem

piono ad equazioni condizionali , si ritiene sempre che queste

siano le uniche condizioni a cui i coefficienti stessi sono soggetti.

Si ritenga inoltre che dalle condizioni atte a verificare tali equa

zioni si escluderanno sempre quelle che richiedessero l' annul

lamento di qualche coefficiente Xicon giacchè: il caso in cui la

proposta , e perciò la (14) , mancasse di alcuni termini, verrà

trattato separatamente siccome quello in cui fra le condizioni

a cui i coefficienti debbono soddisfare , vi sia quella di essere

alcuni eguali a zero . : )

- V . . . . .

Criterj d integrabilità.

1. Suppongasi che le relazioni fra i coefficienti di un 'equa

zione proposta siano tali che le equazioni del criterio d ’ inte

grabilità siano per essi verificate, o rispetto a tutti i coefficienti

stessi , o rispetto ad alcuni soltanto. Prima di determinare il nu

mero delle equazioni del sistema finale che soddisfa alla pro

posta equazione richiamerò in quest' articolo alcune proposi

zioni rispetto ai criterj d' integrabilità per un numero qualunque

m di variabili.

Acciò il primo membro dell' equazione

X ,dx , + X ,dx2 + Xzdxz ....... + X.. dxm = 0 , 3 (1 )

possa con un opportuno moltiplicatore = u divenire 'una

differenziale esatta e la proposta avere per integrale l’ equa

zione unica

.. ii . f (xs” X2....... Xm ) = cost. . ( 2 )

dev'essere identicamente soddisfatto quel sistema di. son '



79

(m -1) (m - 2) = n equazioni che risultano dall' espressione

generica

(a , ) X. -"(« , w )X 3 + (B , w )Xx = 0 (3)

quando, ammettendo chew conservi costantemente il valore

di uno degli m indici , le a , ß assumano successivamente

i valori che risultano dalle combinazioni a due a due di tutti

gli altri m - i indici.

Infatti se della proposta ( 1) esiste un integrale della forma

(2 ) , da differenziale totale della (2 ) avrà per coefficienti delle

dxı , dx ...... dxm tali funzioni che non potranno differire

dai coefficienti X , , X , ....... Xm se non per un fattore

comune che supposto = ill sarà atto a rendere il 1 . mem

bro della ( 1) una differenziale esatta. Dovranno dunque essere

'equazioni che risultano dalla generica

ran

avvera
te

le m ( m - 1 )

, dosa dojX3 _

(4 )
- dx ß dxa

coll' attribuire agl' indici « , ß tutti i valori delle v com

binazioni a due a due degli m indici della proposta ( 1).

Ossia , ritenuta al simbolo (a , b ) la solita significazione ,

posto ". .

- du

helyen a ten dienen ha. .. Se hele Home
Dom

ed eseguite le differenziazioni indicate dalla (4 ) , dovranno es

sere avverate le v equazioni risultanti dalla

. (@ , B) 4 + XxMp - XB:Mc = 0 (5 )

coll' attribuire ad ill , B i valori delle v accennate com

binazioni. Colle » anzidette equazioni si formino tante terne

o gruppi di tre equazioni, quante se ne possono formare colle



80

mím - 1) (m - 2 ) = N combinazioni a tre a tre degli m in

dici 1 , 2 , 3 , ...... m . Un gruppo generico di questo siste

ma sarà rappresentato dalle tre equazioni

2 . 3

(« , B)x + Xq Mg – X8 Ma = 0

(w, B)x + X. Mg Xp Mas = 0

(« , w) x + Xe M Xw Mice = 0

di cui la 1.a è la stessa (5 ) e le altre due risultano col so

stituire w ad a ed a B . Tutti gli N gruppi del

sistema in questione risulteranno dal gruppo generico (6 )

coll'attribuire successivamente agl' indici a , b , w · i valori

delle N terne che possono formarsi coglim indici stabiliti.

Se pertanto col gruppo (6 ) ove si considerino le M , Mire ,

MB , Mw come incognite da eliminarsi , si giunge ad ottenere

un' equazione indipendente da esse che indico con

[Q , B , w ] = 0

le equazioni analoghe indipendenti dalle 4 incognite che ri

sulterebbero dagli N gruppi in questione si deriveranno

dalla stessa (7) col sostituire alle a , b , w le N terne

effettuabili coglim indici. .

Se pertanto si adotta la solita relazione h* = o , k = - *

e si pone

Xw = . – Xp = a ., - (B , w ) = a

Xx = b , (a , w = 62 s (8)

::- ( , B) = ccm )

il gruppo (6) ordinato per Mae , Megi Miss Mi diventa
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dºua +.eug+ 0*40 * a*je

u'&ܙܬܨܐܚܨܟܐܢܟܝ&

cºMe + c*ug + CⓇM + c*l = 0

d“Ma + d uz + d´uco + " . = o )

l'ultima delle quali equazioni risulta dall' aggregato della 1. mol

tiplicata per llige i della 2 .º moltiplicata per lei e della

3 .° moltiplicata per deco . Nel sistema (9 ) fra un numero pari

d 'incognite avverandosi la proprietà di essere zero i coef

ficienti situati sulla diagonale del quadro ch ' essi costituiscono

e di essere eguali e contrarj quelli che trovansi ad reguale di

stanza dall' una e dall' altra parte della diagonale stessa , si avrà ,

dietro quanto si è indietro stabilito , . Ala'c") = 0 , ossia

dietro l' esempio dato all'art. II, S9

c” – abº + cºŝ = 0

e quindi pei valori (8 )

(« , B) X.o. - (« , w ) X3 + (3 , w Xx = 0 (10)

Dovrà dunque avverarsi un sistema di N equazioni fra i

coefficienti X , , X . , ...... Ym e loro differenziali parziali

acciò il 1° membro della proposta possa con un opportuno

moltiplicatore di divenire una differenziale esalta , ed un tal

sistema risulterà dalla ( 10 ) attribuendo alle a , ß , w i valori

di tutte le terne effettuabili cogli m indici. .

2. Chiamisi ora s il sistema di queste N equazioni e

sia Swo il sistema di tutte quelle equazioni del sistema S

che sono affette dallo stesso indice W . Sarà evidentemente

n il numero di queste equazioni. È facile provare che le

restanti N - n equazioni del sistema S non sono che una

conseguenza necessaria delle equazioni contenute nel sistema swy

App . Eff. 1848.
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onde verificate queste debbono pur quelle essere necessaria

mente avverate. Infatti si fissi una qualunque delle N - n

equazioni che potrà rappresentarsi colla

(« , ß)X – (« , a).X3 + (B , 1)X . = 0 (11)

purchè ciascuno degl' indici , ß , sia diverso dall' indice

designato W . Fra le n equazioni del sistema su ciascuna

delle quali è affetta dall' indice w esisterà un gruppo , o

terna , rappresentato da

(« , B) X , – (« , w )X2 + (B , w )Xx = 0

(« , 1),X , - (« , w ) X, + ( , w )Xx = 0 (12)

(B , A)Xw – (B ,wX, + (), w)X2 = 0

ove a , B , 1 siano gli stessi indici contenuti nella (11).

Se si cambia il segno alla 2.' delle (12) , si ordinano per

Xa , X2 , X , Xw e si pone colla solita notazione

(1, w) = a , (B , w ) = a , B , 1) = axud

. (@ , w ) = 6 , - (0 , 1) = b4 { (13)

(« , B) = cd )

il gruppo (12) diventa

aºXx + a Xx + dº Xx + â X, = 0

b* X, + b'Xg + b*X, + b x , = 0 ? (14)

c*Xx + 0*X$ + c*XX + c X, = 0 )

Quindi l'aggregato della 1. moltiplicata per Xe , della 2."

moltiplicata per xg , e della 3.º moltiplicata per X, for

nisce l' equazione

c-X, + bºx + a ' xa = 0 (15 )



83

ove posti i valori dell'ultima linea verticale delle (13) , si ha

la (11). Ne deriva quindi che , acciò l' equazione proposta di

venga una differenziale esatta con un opportunomoltiplicatore ,

basterà che sia verificato il sistema Sw , ove w ritiene un

valore fisso ed invariabile al variare di ce, B .

Ne deriva qual corollario che , formati colle N equazioni

del sistema . S tanti sistemi Sci quanti ne compajono in

S pei valori w = 1 , 2 , 3 , ..... m , se le equazioni di

uno qualunque se deglim sistemi se , S2 , ...... Sme che

compajono in S risulteranno identicamente zero, saranno

pure identicamente avverate tutte le equazioni contenute negli

altri sistemi. Una tale conseguenza risulta pure dal seguente

processo .

3. Si divida la proposta (1) per un coefficiente generico

Xo , si avrà

dx.= - idr.* Ladecorada Radionica (16)

Acciò il 2.° membro sia una differenziale esatta , non altrimenti

che il primo , dovrà , come è noto , avverarsi il sistema di

(m - 1) (m - 2 )

2) = n equazioni quali si derivano dalla generica
2 .

dx B
-

O

dxa (17)

ove la variabile x contenuta nei coefficienti generici

Xa , X2 , X . si riguarderà funzione di tutte le altre va

riabili, ed ove, tenuto fisso l' indice w , le a , ß assumano

tutti i valori delle in combinazioni a dúe a due che possono

formarsi cogli m - 1 restanti indici. Se si rappresenta con

(« , ß , w ) = 0 (18 )
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dxa ? ?

ciò che diventa la ( 17) quando i vi si eseguiscano le indicate

differenziazioni rispetto alle variabili xx ; x 8 comprése espli

citamente nelle XQ , X2 , X . ed implicitamente nella “ C 's

tutte le equazioni del criterio risulteranno dallar (18); quando

a , ß assumano i valori delle anzidette in combinazioni:

Eseguite le differenziazioni nella (17) , e ritenuto che i coeffi

cienti delle differenziali delle variabili - X1 , X3 , ...... Xim nel

2 .0 membro della ( 16 ) debbono rappresentare le differenziali

parziali della Xoco rispetto alle altre variabili" xz , X2 , .....Xm

.
per cui sarà in generale

dx = X - - Y

X , . X ,

la (17) diverrà

(« , ß , w ) = (x , B) X., – (« ,wX8 + (B , w .Xo = 0 (19)

Quantunque w possa riceverem differenti valori, basterà

che sia verificato il sistema competente ad un determinato va

lore di w per conchiudere che la proposta ammette per in

tegrale un ' equazione unica. Inoltre, siccome per gli in va=

lori di w = 1 , 2 , 3 , ... m i sistemi che ne nascono

coincidono .coi sistemi indicati nel Sr conse ; S2 , ...... Sm ;

così basterà in forza ::dello stesso si che sia verificato uno

di questi sistemi per conchiudere che esiste un opportuno

moltiplicatore che rende il 1° membro della (1) una differen

ziale esatta .

Per l' integrabilità della ( 1) bastando l' avveramento di uno

dei sistemi so = 0 fatto di n equazioni fra loro indipen

denti, così fu esso chiamato il sistema dei criterj d ’ integrabi

lità. Siccome poi nel sistema sono contenuti tutti i sistemi

si e dev' essere identicamente szero il sistema stesso quando

ne sia verificato uno , le restanti " N - n “ equazioni essendo

una conseguenza delle altre" equazioni indipendenti į così

la S = 0 si dirà sistema generale dei criterj.

4 . Supposto verificato uno qualunque de' sistemi So

saranno parimente verificate le mim - D (m - 2 ) (m - 3 )
3 = h

1 . 2 . 3 . 4
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equazioni che risultano dalla generica

(se, B) (1, ) – (« , ^) (B ,'w ) – (« , w ) (8', 2) = 0 (20)

quando alle " ; B , , w si sostituiscano gl' indici di ciascuna

delle h quaderne che possono formarsi coglim indici

1 , 2 , 3 , ...... m , . o , ciò che è lo stesso , saranno verificate

le h equazioni che risultano dalla generica

A (&$ 2. ) = 0 (21)

quando alle lettere a , b , d , w si sostituiscano le let

tere delle h quadernè che nascono dalle m lettere

a , b , c , d , ...... y , z , e si chiamerà H un tal sistema

di h equazioni.

Infatti se uno qualunque dei sistemi sco è avverato , sarà pure

avverato il sistema generale S. Se colle N ' equazioni del

sistema S si formano tutte le quaderne che nascono com

binando fra' loro a 4 a 4 glim indici , una quaderna gene

rica dietro il S2 verrà costituita dalle 4 equazioni (1 ) , ( 12)

dalle quali potranno derivarsi tutte le altre . Adottando le po

sizioni (13 ) , le (12) si cambiano nelle (14 ) é la (11) nella

(15) , la quale può scriversi

d*X + ď*X8+ d' Xi + dºx , = c.

Il sistema di queste quattro equazioni, in cui è verificata fra i

coefficienti delle XQ , X2 , X , X da eliminarsi la solita

proprietà della diagonale , conduce alla ac – ab' + a 'b' = 0

che coincide colla (20 ) in forza delle ( 13). Se poi alla serie

degl' indici

1 , 2 , 3 , ...... a , ...... B , ..... , , ...... W , ...... m

si sostituisca la serie delle lettere . ' ; ' ;

a , b , e , ....... ., ...... B , ...... d , ..... W , ...... z
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ove le lettere greche a , b , d , w sono ora 4 qualunque

delle lettere latine da noi sempre usate , ed adottando le

solite notazioni di ab , 2.c , ...... in luogo delle relative

(a , b ), (2 ; c ) , ...... la (20) diverrà oB2 - c BC + B4 = 0 ,

ossia si avrà Alamic ) = 0 che è la (21).

5 . Quando sia verificato un qualunque sistema so saranno

avverate tutte le equazioni del sistema K che nascono dalla

equazione generica

(« , B) ( , w ) – (« , 1) ( , w ) + (Q , w ) (3 , 3 ) = 0 (22)

quando alle lettere a , b , a , w si sostituiscano gl' indici di

ciascuna delle k = (m + I ) (m ) (m - 1 ) (m - 2)

2 ) quaderne che
1 . 2 . 3 . 4

possono formarsi cogli m + 1 indici 1 , 2 , 3 , 4 , .... m , m + 1 ;

o , ciò che è lo stesso , saranno verificate le k equazioni che

risultano dall' equazione generica

A(QB2 ) = 0 (23)

quando alle lettere ce , ß , d , w si sostituiscano quelle che

nascono dalle mat ] lettere a , b , c , ...... x , y , z , Š ,

ritenuto che nel 1.º caso sia

X, = (1,m +1) , X, = (2 ,m + 1) ,....... X.m = (m ,m + 1)

- X , = (m + 1 , 1) , - X , = (m + 1, 2) , 6 . — Xn = (m + 1 , m )

e nel 2.º caso sia

X, = a5 , X, = 85 , X3 = c5 ,........ X = 25

- X, = 0 , - X, = d. , – X3 = . ...... - Xm = ¢

Infatti se nell' equazione generica (10 ) da cui deriva il sistema

S di N
_
=

m (m - 1 ) (m - 2 )
equazioni si pone

1 : 2 : 3

Y = (w), ) , X3 = (B , C) , X . = (« , 6)

11m

caso sia
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erse M

essendo $ = m + 1 essa diventa

(« , B) (W , 8) – (« , w 6 , 9) + (B , w ) (6 , 8) = 0 (24)

e le diverse N equazioni risulteranno dal tener fissa la

e far variare tutte le ® , Bià coll' assumere i valori delle

N terne fatte cogl' indici

1 , 2 , 3 , 4 , . ..... m . (25 )

Ma pel S 4 è verificato anche il sistema (20) , cioè quello che

risulta dalla

(a , B) (1 , w ) – (« , ) (B , w ) + (6 , w ) (B , 1) = 0 (26)

quando alle quattro lettere a , b , a , w si sostituiscano le

m (m - 1 ) (m - 2 ) (m - 3)
º quaderne che possono formarsi

1 . 2 . 3 . 4

cogli m indici (25). Dunque nel sistema H vi saranno

tutte le equazioni nate dalle h quaderne della serie (25) ,

ove manca l' indice m + I , e tutte le equazioni del sistema

S saranno N quaderne in cui la § è ritenuta fissa , e

lea , B , w assumono tutti i valori delle n terne della

serie (25). Quindi il complessivo sistema S + H fatto di

la

Nin_ m (m - 1) (m - 2 ) , m (m - 1 ) (m - 2) (m - 3) _ (m + 1) (m ) (m - 1 ) (m

1 . 2 . 3 1 . 1 . 3 . 4 . . 1 . 2 . 3 . 4

equazioni costituirà il sistema K di tutte le equazioni che

nascono dalla (26 ) attribuendo alle a , b , d , w i valori

delle quaderne che possono formarsi coglim t indici

1 , 2 , 3 , ..... m , mti, il numero delle quali è appunto

(m + I) (m ) (m - 1) (m - 2 )
2 . Se ora alla serie , degl'indici

1 . 2 . 3 . 4 . .

1 , 2 , 3 , ....... m , mti si sostituisca rispettivamente la

serie delle m to i lettere

a , b , c , ........ , . (27)
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m

e si supponga chea , B , 2 , w siano quattro lettere qua

lunque di quest' ultima serie , e si scrivano in luogo dei sim

boli (a , b ) , (i , w ) , ...... gli analoghi aco , 1C , ........

la (26) diverrà i

QB – 24 + @ 32 = @BA® - acum – = 0 ,

ossia A (QB2C ) = 0 ove alle a , b , a , w si sostituiscano

le k quaderne che possono formarsi colle m + 1 lettere

della serie (27) come si è enunciato .

6 . Per dare qualche esempio si supponga m = 3. Risul

tando in tal caso N = n , il sistema S si riduce ad una

equazione unica che risulta dalla (3 ) ponendovi a = ,

B = 2 , w = 3 , ossia si riduce alla

(1,2)X3 — (1,3) X , + (2, 3) X , = 0

la quale coincide colla già trovata espressione (25) dell'art. III.

Se si pone

x , = (1,4) = aš , X , = (2,4) = 65 , X3 = (3,4) = c5

le equazioni del sistema K si riducono ad una sola, cioè alla

(1,2)(3,4) – (1,3)(2,4) + (2,3) (1,4) = 0 ,

ossia alla

7 .3 a cs - abs - ca's = Ala'cs) = 0.

7. Per m '= 4, le N = 4 combinazioni a tre a tre

1 , 2 , 3), 1 , 2 , 4), 1 , 3 , 4), 2 , 3 , 4)

forniscono pel sistema s le 4 equazioni

1. ....... (1,2)X3 – (1,3) X , + (2,3) X , = 0

2.-........ (1,2) X. - (1,4)X , + (2,4) X , = 0

3.'...... (1,3)X4 — (1,4) X3 + (3,4)X , = 0

4."....... (2,3) X — (2,4)X3 + (3,4) X , = 0.
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I 4 sistemi S4 , S3 , S2 , si sono quelli che risultano ri

spettivamente dalle equazioni

2.", 3.", 4."), 1 ", 3.", 4 ") , 1.9, 2.", 4.) , 1°, 2.", 3.")

avvertendo di cambiare i segni quando si vuol presentare

ciascuna equazione sotto la forma ( 3 ).

Risultando quindi h = 1 , il sistema H si ridurrà all’equa

zione unica fornita dalla (20) in cui pongasi a = i , B = 2 ,

a = 3 , w = 4 , ossia alla

(1,2) (3,4) – (1,3) (2,4 ) + (1,4) (2,3) = 0 ,

ovvero, sostituendo agl'indici le lettere a , b , c , d , si ot

terrà dalla (21)

d' abd + adb = A (dºc ) = 0.

Risultando inoltre k = 5 , il sistema K sarà dato o dalle

cinque equazioni che costituiscono il sistema complessivo S ,

H , ponendo

X , = (1,5) , X. = (2,5) , Xz = (3,5) , X4 = (4,5) ,

ovvero ponendo invece

X = as , X. = 85 , Xs= c5 , Xx = ds

dalle cinque equazioni

Ala'cs) = 0 , Acads) = 0 , Acadé) = 0 Ala'c') = 0.

8. Per m = 5 sarà N = 10 . Colle 10 combinazioni a

tre a tre dei 5 indici si ha

1, 2, 3), 1, 2 ,4), 1, 2, 5), 1, 3, 4), 1, 3 ,5), 1,4 , 5)

2 ,3, 4), 2,3 ,5), 2 ,4 ,5)

3 , 4 , 5 )

App. Eff. 1848.
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ed il sistema S si riduce çol mezzo della (3 ) alle

(1, 2) X3 – (1,3) X , + (2,3 ) X , = 0

(1,2) X4 – (1,4 ) X , + (2,4) X , = 0

( 1, 2) Xs - (1, 5) X , + (2 ,5) X , = 0

( 1, 3) X4 — (1,4 ) X3 + (3 ,4 ) X , = 0

(1, 3) Xs - (1,5) X3 + (3,5) X , = 0

(1,4) Xs - (1,5 ) X . + (4 ,5) X, = 0

( 2, 3) X4 - (2 ,4 ) X3 + ( 3 ,4 ) X ,

(2,3) Xs - (2,5 )X3 - (3,5) X , = 0

(2,4 )Xş - (2,5) Xx + (4,5) X , = 0

(3,4)Xs — (3,5) X4 + (4,5)X3 = 0

Un qualsivogliasco fatto di n = 6 equazioni risulterà

dall'assumere le 6 equazioni del sistema S in ciascuna delle

quali entra l' indice W . Così per w = 4 il sistema S4

sarà quello che consta delle equazioni 2 .", 4 .", 6.", 7 :' ,

9 . , 10 .* ; lo stesso dicasi degli altri. Si può qui verificare la

proprietà enunciata che un numero N - n = 4 di equazioni

mancanti di un indice stabilito è una conseguenza delle n

restanti equazioni del sistema S .

Risultando poi h = 5 , le cinque equazioni del sistema H

si avranno dalla (20) col sostituire alle a , b , a , w le

cinque quaderne

1, 2, 3 , 4), 1, 2 , 3, 5) , 1, 2 , 4 , 5) , 1, 3 , 4 , 5) , 2 , 3, 4 , 5)

e si avrà

(1,2) (3,4) – (1, 3) (2,4 ) +- (1.4) (2,3) = 0

(1,2) (3,5) - (1,3) (2,5) + (1,5) (2,3) = 0

( 1,2 ) (4 ,5) - (1,4 ) ( 2,5 ) + ( 1,5 ).(2 ,4 ) = 0

(1,3) (4,5) — (1,4 ) (3,5) + (1,5) (3,4 ) = 0

(2,3) (4,5 ) - (2,4) (3,5 ) + (2 ,5) (3,4 ) = 0
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ovvero sostituendo alla serie degl' indici 1 , 2 , 3 , 4 , 5 la

serie delle lettere a , b , c , d , e si avrà

abc - ab' + a b* -- Aalcedo

a ce – a b + a*b* = Aa'ce

d'd' _ a'if + db" = Ad'

ad' - ac + d*c = Aa'd' = 0

bľ – búce + bc = Abd = 0

Aggiunte a queste le 1o equazioni date in principio di questo

paragrafo , ove alla serie degl' indici 1 , 2 , 3 , 4 , 5

si sostituiscano le rispettive lettere a , b , c , d , e

e pongasi

X, = as, X. = 65 , X, = c , Xx = d5, Xs = es

si avranno le restanti 10 equazioni

do'swaffe Bar= A cs = 0

a'ds - ab + 6*25 = lads = 0

atés - 65 + b2S = Aales = 0

- 16u das

- acs + cºc5

- ads+ da

bias _ 8" 5 + c

6505 - $ + 65 =

65– 605 + $ 35

* * - c k + = AC = = 0
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che completano il numero k =

zioni del sistema K .

24 = 15 delle equa
1 . 2 : 2 . 4

Criterj avverati nei coefficienti della proposta equazione.

1. In questo articolo si tratta la questione di trovare il nu

mero delle equazioni che entrano nel sistema integrale della

proposta

X,dx, + X .dx2 + ........ + Xmdxm = 0 (1)

quando sia avverato il sistema so dei criteri d 'integrabilità

relativi al polinomio

X _dx , + X ;dx, to ........ + Xidxi

in cui sia i = ovvero < m .

Per ottenerne colla maggiore generalità la soluzione conviene

stabilire una proposizione che dipende dalle proprietà delle

semi-alternanti di cui si è trattato nell' art. II.

E primieramente chiamerò per abbreviazione di discorso let

tere critiche quelle che entrano nel sistema so contenente i

criterj d’ integrabilità o che entrano nel sistema più generale

H , e lettere estranee tutte quelle che sono estranee ai cri

terj stessi. Così per esempio essendovi la serie di lettere

sono rane

a , b , c , d , e , f , g , h

si diranno lettere critiche le sottosegnate a , b , c , d , e

quando sono esse tali che una qualsivoglia delle quaderne che

da esse risulta soddisfi l' equazione generica del criterio data

da A ( B2C ) = 0. Le altre lettere f, g , h diconsi estranee

al criterio , giacchè una qualsivoglia quaderna di cui, anche
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una sola di esse faccia parte , fa cessare l' avveramento del

criterio .

2. Una semi-alternante di un numero = 2n di lettere , di

cui un numero = j sia di lettere critiche , sarà o non sarà

zero secondo che la j sarà o non sarà , > n + 1.

Per dimostrare questa proposizione si cerchi il minimo valore

che deve avere la j acciò la semi-alternante stessa sia = 0 .

Una semi-alternante di 2n lettere si può esprimere dietro

l'art. II per semi-alternanti di un numero 21 2 di lettere,

e queste esprimersi per semi-alternanti di un numero 2n - 4

di lettere , e così dicasi successivamente. Se tali sviluppi si fanno

per un indice , o per una base corrispondenti sempre ad una

lettera estranea , le successive semi-alternanti , al diminuire di

2 , 4 , 6 , ..... 2y unità , diminuiranno di 1 , 2 , 3 , .. ... y

lettere estranee . Se tali sviluppi si spingono sino a contenere

soltanto semi-alternanti della forma A (@P2 ), la semi-alter

nante proposta sarà zero , se tutte le semi-alternanti , di cui la

Alcedo a®) è la generica , sono prive di lettere estranee. Sia per

tanto x il massimo numero di lettere estranee che la semi

alternante di 2n lettere deve contenere , acciò sviluppata suc

cessivamente sino a non presentare che semi-alternanti di sole

4 lettere siano queste prive di lettere estranee. I valori di

x , y risulteranno dalle due condizioni

2n - 2y = 4 , x - y = 0

da cui risulta X = n - 2 . Dunque pel numero n – 2 di

lettere estranee contenute nella proposta semi-alternante , ed a

più forte ragione per un numero minore , la semi-alternante

stessa sarà zero . Sia i il numero delle critiche contenute

nella semi-alternante , il minimo numero di lettere critiche che

dovrà contenere l'alternante stessa acciò sia zero sarà dato

· da j = 2n - x = + 2 , ed a più forte ragione sarà zero ,

se sarà j > n + 2. Risulta dunque che una semi-alternante
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di en lettere sarà o non sarà zero secondo che il namero

; di lettere critiche che essa contiene sarà o non sarà mag

giore di n + 1.

3. Sia per un esempio 20 = 8 , si avrà la semi- alter

nante Afacerg "), la quale dovrà essere zero se il numero

delle lettere critiche che essa contiene sarà > 1 + 1 , ossia

> 5 . Suppongasi che tale numero di critiche sia = 6 quali

trovansi sottosegnate nella serie

a , b , c , d , e , f , g , h.

Sviluppando per la base & appartenente ad una lettera

estranea si avrà l' espressione

Ala'c'eſg") = g‘Ala c er) - gºAlh'c'e ) gº4(acael) — gʻA (a n'el)

– gʻA(d"c'e') — gʻA(a*c*h') –gA(d"cle")

Indicati quindi con H , A , B , C , D , E , F

i coefficienti delle ga , gang , , gol, , go

si avrà sviluppando

H = efAcabel) - eApped ) - A (afc') - eA(dpd) — “ Alach)

A = h'Accael) -- hACbdel) – hAdely – hAodbfy - hfa (ceb)

B = a*Accel) – A(a"ef) – d*A(oʻel) – d'Alcal) – ptAcce")

C = h's(a'e') - h*A(del) – hA(amel) – h*A(a’d ) – hA(ale")

D = Acabely – a A(der) — 6*A(déery --eAfdely -- pha(de )

E = hfAcaba?) -- hea (FOC ) – A(arcº) — h Aca'pol) – hed(ad)

F = d'Ala°c ) — a*Ace®cº) – b‘Alac ) – Aabeh – 'A(dºc )

Tutte le semi-alternanti contenute nei secondi membri, essendo
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prive di lettere estranee , sono zero , e perciò sarà zero la semi

alternante proposta Ala 'cºelgº). ,

A più forte ragione sarà essa zero se il numero delle critiche

sarà > 6. Ma se il numero delle critiche fosse 36, per

esempio = 5 , per cui la f diverrebbe una lettera estra

nea , i primi membri delle precedenti equazioni non sarebbero

zero , non essendo zero quelle semi-alternanti 4 (@ B2 ) dei

secondi membri, in cui entra la lettera estranea f. Quindi

non sarà annullata la semi-alternante proposta .

4 . Si riprenda l' equazione da integrarsi

X ,dxz+ X dx2+ . ..+ X ;dxi+ ... + Xm _id &m _1+ Xmdxm = 0 (2)

e suppongasi che i primi termini sino all imo inclusivo siano

tali da soddisfare il sistema generale H dei criterj d ’ integra

bilità. Si avrà la proposizione che il numero = N di equa

zioni di cui consta il sistema finale che integra la proposta equa

zione differenziale sarà dato , per m = ovvero < 2( - 1) , da

N = m - (i - 1 )

sarà dato dae per m > 2 (i - 1)

m met I

N = - ,, ovveroovvero N = * "
N =

(4)

secondo che m sarà pari o dispari.

Per dimostrarlo suppongasi primieramente m numero pari

= 2n e sia m = 2 (2 - 1) , ossia i = n + 1. Il 1° si

stema ausiliario conterrà la serie di 21 lettere

a , b , c , d , ...... W , l , m , ...... Y , Z (5)

delle quali un numero = i di lettere sottosegnate saranno

critiche e le restanti n - 1 saranno lettere estranee. Stabi

lito il 1° sistema ausiliario ridotto ad espressioni fatte di
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semi-alternanti, si consideri una fra esse , per esempio la

(g(z = 8)) = A [ac.....262m....75).

Questa semi-alternante fatta di 2n lettere , delle quali essendo

la § che entra nel sistema H pur essa da considerarsi

critica , un numero = i + I sarà di critiche ed un numero

= 2n - i - 1 sarà di estranee , ossia supposto i + 1 . = j

ed essendo i = nul sarà j = n + 2 . Sarà dunque

j > n + I , e quindi la semi-alternante in questione sarà zero ,

e perciò il r .° sistema ausiliario sarà insussistente. A più forte

ragione saranno insussiştenti i sistemi ausiliarj successivi e

quindi tutti i termini della proposta equazione dall' i" sino

all' ultimo in numero = 2n - i dovranno conservarsi nella

equazione finale. La somma dei termini sino all' imo inclusi

vo costituirà nell'equazione finale un termine unico , come sarà

dimostrato nel seguente paragrafo , e quindi il numero N

delle equazioni con cui la proposta si integra sarà dato da

N == 1 to 2n - i = 2n - (i - 1) ,

come si è enunciato . Che se m è un numero qualunque

< 2 i - 1 ) , a più forte ragione alcune delle semi-alternanti

che entrano nei sistemi ausiliarj saranno zero e perciò insus

sistenti i sistemi stessi. Quindi il numero N sarà espresso

più generalmente da m - (i - 1).

Suppongasi ora m > 2 (i - 1) , per esempio m = 2 (i - 1) + 1 :

in tal caso essendo dispari il numero de' termini della proposta

converrà esplorare se è soddisfatta l'equazione condizionale .

Chiamata pertanto go la serie dispari (5), sarà

A (g +%) = A (ace... . 26.gr......xyzó) ,

ove il numero totale delle lettere sarà = m + 1 = 2i ed

il numero delle critiche sarà = i + 1 = j , stante che la 8

è una lettera critica . Ma in tal caso non essendo i maggiore

di i ti l'equazione condizionale non è avverata , e perciò
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i ultimo termine della proposta riinane esistente nell'equazione

finale dal cui numero de termini dipende quello delle equa

zioni integrali della proposta . ; 11: ""; } 13 }

1Se si fosse supposto ... m = 2 (i - 1) + 2 le semi-alternanti

del 1.º sistema ausiliario "non sarebbero zero e perciò sussiste

rebbe il sistemia: stesso. A più forte ragione sussisteranno i si

stemi ausiliari per 1 .4. ! Óri ! 13600 ,97

ess

!

.: m = 2(4 - 1). # 4.5 2 (0- 1) + 6 .9 . 2(1 - 1) + 8.,9. si

e non sussisteranno le equazioni condizionali pei valori 'dis ?
--23 vin a96 , 57 ; Bilds i och skap

1 m = 2(1 - 1) + 3 , 2 (0- 1 ) + 5 girali- 1) + 7 nieodarwin

giacchè se alcun e fosse avverata , per esempio per

m = 2 (i - 1) + 21 + 110 .....non sussisterebbe , contro l' ipotesi ,

il sistema per m = 2 (i- 1) + 21 + 2. Lo stesso si dirà per
l et odis : LIJE ", Oroli , i

gli altri valori dispari di ' m .

Posto 2(1 - 1) = m . risởlta che un' equazione proposta in cui

sia m pari e > m , subisce un processo di trasformazione

come nel caso generale dato all'art. I sino ad essere ridotta ad un

2n - 2 (i - 1)

polinomio di n unumero = m + 5m, + (nrit.1 )

di termini. Ma il polinomio dim, termini, che l'equazione

trasformata contiene, è ulteriormente ridotto , in forza della

già dimostrata proposizione, ad altro polinomio di un nu

mero = m , - (i - 1 ) = i - 1 di termini: dunque l' equazione

finale consterà di un numero N . di termini dato da

N = (i- 1) + (n =i + 1). = n = m . Se poi lo stesso numero

m > m , fosse dispari ed = 2n + 1 il numero de termini

dell' equazione finale sarebbe ridotto ad n + 1 , ossia ad

= come si è enunciato.

5. Resta a dimostrarsi come il polinomio che comprende tutti

i termini i cui coefficienti verificano i criterj d ’ integrabilità ,

App . Eff. 1848. '. - . .. . .. . iiint 13

m

m - I



si riduca nell' equazione finale ad un termine unico, comenel

precedente paragrafo, fu supposto , ed a vedersi quali modifia

cazioni una tale circostanza induca nell'equazione finale stessa .

Si tratterà questo caso ammettendo prima che sia m = 2 (1- 1)

per passare poscia a quello in cui siam > 2 (1 . 1). ini ! !'

Sia dunque da integrarşi la (2 ), ove si supponga m = 2 ( - 1 ),

Si è già veduto che non si può in tal caro servirsi dei si

stemi ausiliarj, onde far scomparire alcuni termini e ridur così

la proposta ad un ' espressione di un minor numero de termini.

Sarà dunque essa da considerarsi come l'equazione finale stessa

nella quale però si abbia riguardo alla condizione che i coef

ficienti dei primi termini in numerosi, soddisfano ai criteri

d ' integrabilità . Sia e il moltiplicatore che rende l'espressione

si? 15.01 unti y (x , dx + X,dx, + . . . + Xidsc;)*-} } = (6 )

una differenziale esatta rispetto alle variabili X1 , X2 , ..... Xis

Sia f l'integrale della (6). Se della f 'si prende la diffe

renziale totale, cioè la differenziale rispetto a tutte le variabili

1.9 he buibigin , , X , . . . . .ono amat ', acons" , .; rad,

é si rifletta essere - - -- -- - - of in Onderer Date :

9 JANįsusit if, isit ? , ";"< ?" . df as I ☺ : :

ogMinna TE 4X2 g . ..... 9 ) Fishing

Pressi
one

1
1 .

Cioerenziale

000 ' S

renziale
MA

Stavrayi'i 1 : ,si : Fuſ i oj : .-. , - - .

9..)C i r' :' 41.Xid.x , 4X dag -to sodobo apier ju.Xidstiiss

df = * : . . JE! , 'df

; i :

Posta quindi la (2 ) sotto la forma
. . : ; !'. .

.. MX;dx, + X dx: +. * .. + X_dx; }

et Xiridx its to ........ to Xm _ 1dxm - , + Xmdam :
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essa sarà ridotta alla .. . . . . . . . . .

dit (You ) daxi***(Xito (feat. ) dicie.....

-- - x -- dxm- *(x - (est.) din

È questa l'equazione finale in questione. Essa potrà integrarsi

-

<

colle equazioni

f = , , xi+ = da , . . .. đm= . = x - y = = ax (7)

essendo Oy , Oliy , ........ ay costanti arbitrarie . . ,

Ovvero , supponendo f = (Xi+ 1 , Xi+ 2 , ' . Xim ), per cui

dXm ! ' ,

ońde l'equazione finále precedente diventa
ond Ola

* {x. (e ) ( . }dri:
Ai + 2

i
t.:

:: ! df

eldx ;+ 2 )

. Il do V ,
dxit

edxital )

doleil df V

s dxm - 1 )

^{x . - ( - (en din( " Idxmay , ula

Xits , Xi+ a , ... Xems ’ intégrerà la proposta , lasciando alle

la loro generalità , col sistema
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f - 0 (Xi41 , Xita , ......... Xm ) = 0 ; į !

t

ya
Id(0 - f)

s dxit 2 .

.

X.m
+ ! . d (0 - f)

= 0

. M dxm

6 . Dalle cose dette nel paragrafo precedente si vede come

sia da trattarsi il caso in cui fossem > 2 ( - 1). Si procede

rà allora col metodo generale col quale il polinomio proposto

viene ridotto ad un altro diminuito successivamente de'termini

in posto pari sino a che si ottenga un polinomio fatto dei

soli ultimi termini in posto dispari e della somma dei primi

2 (i - 1) termini affetti da un coefficiente , le diverse quan

tità essendo controdistinte da apici. Considerato un tal risul

tato come l' equazione finale s 'introdurrà , come si è fatto nel

precedente paragrafo , il fattore j che rende una differen

ziale esatta rispetto alle variabili X1 , X2 , ....... Xi affette

da apici il polinomio fatto dei primi termini in numero = i.

Chiamato f l'integrale del polinomio stesso , se ne prenderà

la differenziale totale rispetto a tutte quelle variabili di cui

l' equazione finale contiene le differenziali , e si procederà

come si è già accennato doversi fare pel caso precedente di

m = 2 (i - 1).

Sia per un esempio m = 2(i- 1) + 2 = 2i. La (2) diverrà

X,dx, + X .dx . t ................... + Xidx; + Xi+ ,dxi+1 )
> = 0

+ ....... + Xxi–sydxz{i 1, + X240–1j+ dx2{i=13+ + Xzidxai )

ove il numero = i indica sempre il numero de coefficienti
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che soddisfano ai criteri d ' integrabilità. Stabilito il 1.º sistema

ausiliario risulterà esso dato dai rapporti di semi-alternanti di

un numero = 2i di lettere. Alcune di tali semi-alternanti

conterranno un numero = it I di lettere critiche, altre sol

tanto un numero = 'i. Essendo per le prime j = i + 1 ' e

per le seconde jsi non sarà in ambi i casi j maggiore

di i + 1. Sussisterà dunque il sistema ausiliario , ed il 1. mem

bro della proposta equazione si ridurrà, dietro la (19), art. I, alla

S, = Nn{ X',dx'z+ X',dx's... •+ X'z{i- 1)dx'z4i - 1)}+ Hxdx'z(i- 1)+ 1

• Rappresentando S, un polinomio dispari si dovrà esplorare

se l' equazione condizionale è soddisfatta . Questa essendo data

da una semi-alternante di 2i lettere , delle quali il numero

= j di critiche non è maggiore di it I non sarà avve

rata. L ' ultimo termine della (9 ) rimane perciò nell' espressione

finale. Ma, dietro quanto che si è avvertito indietro , anche

tutti i termini della (9 ) al di là del termine NnXi'dx'i ri

mangono nell'equazione finale ; non resterà dunque che a

trasformarsi in un termine unico il polinomio

(9)

Nn{uX',dx's + .X',dx's + ... + MX/dx';}

ove me è il solito fattore d' integrabilità. Sia f l' integrale

del polinomio fra parentesi. Considerata la a 'zi come costante

mancando nella (9) la dx'si , e la f come funzione delle

variabili

xo's , x's , ..... a'i , x'ito , ..... x’z{i=1) , x'z_ -1)+ 1

l' equazione

Nn{uX';dx's+ wX_do's+ + .X;dx';}|

+ N „ X :+dx'itz + ... + NnX'zi_ dlx' ( -1) + Hydx'_i–s #s)



102

sarà ridotta alla : i . i . .

isi df _ \dx*2&i= 8j+ +
dF i df

- Nndf- * dx 'it i- uJdx'i+ 2 osoia
ju l \ dx'itu .

o dy
mune + 2 / , \ dx 241 - 1) + !!

. ;" * *
= 0

+ N2X'i # ,dxlit i * NnX'i * dx 'i + 2 + . + NnX'ali - jdx' xli - 1] + Hndx'zi- )

Posto per Hn il valore N X ' [i - 1]+ 1 quale risulta dalla

(18) , art. I e diviso per Nn , si avrà l'equazione finale

d -(wx*-fem.). .-me(usi-ny-first-) it so in )

.. . *(1*40–13:– la difu.)}dt av vas.ax '.dx ' 2 - 1 ) + 1' ! .

Sarà questa soddisfatta , o col supporre . Pri

df = 0 , dx'its: = 0 , .. . dz'z<i~ 13+ 1 = 0 ,

ovvero con un simil numero i di equazioni contenenti

una funzione arbitraria © risultanti dal già esposto processo ,

col supporre

f = Q (x'i+r , x'itz , ....... x'z{i=1}+;)

Un tale andamento indica come si debba procedere pel caso in

cui fosse m > 2i.

7. Per venire ad esempi più speciali suppongasi nella (2)

m = 4 , i = 3. Sarà m < 3(i - 1) ed il numero N di

equazioni con cui è integrata l' equazione

X_dx, + X,dx + X3dx3 + Xqdx4 = 0 ,

sarà dato da N = m - (i - 1) = 2.

Infatti la serie delle lettere si ridurrà in tal caso alla

a , b , c , d , ove le lettere critiche sono le sottose

gnate. Il 1.º sistema ausiliario sarà dato da . .

dx, : dx,: dxz : dxa = 4(g(a =2)) : 4 ( (b= 2)) : (sc=%)) : 4(${d = ))

. . .. . ;
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ossia daossia da sci . . . . . . . . . .. . in an

dxs : dx, i dxz :dia = 4(869) : 9(a co : Ala!est) : A(a*c5).

Ma pei criterj avverati essendo Aſa c ) = 0 il sistema sarà

incompleto e si dovrà perciò lasciar sussistere l' ultimo termine.

Sia f l' integrale del trinomio .

uX,dxz + .X dx2 + 4Xzdx ;

essendo ' xi il solito fattore d'integrabilità. Şarà

df = xX_dx=+ X dx + Xsdx + ( .)den.

Quindi l'equazione finale

La df+ (xXx = ( ) dita = 0

fatta di due termini sarà soddisfatta colle due equazioni -

; Wow 4

. ..... 0x4 = o ... df = 0 , .,. . . . ?

ossia colle . . . . . 44 . = Qy , : f = 0 . . .

essendo as , alia costanti arbitrarie : ovvero sarà soddisfatta

con due equazioni ed una funzione arbitraria operando come

si è fatto indietro . . . ,

Sia m = 5 , i = ș. Essendo mi> 2 (i - 1) ed inoltre
m + I .

numero dispari, sarà N = " * = 3.

Infatti essendo dispari il numero de'termini a cui si riduce

la (2 ) converrà prima vedere se l' equazione condizionale è

soddisfatta. Rappresentata con la serie . . "

a , b , c , d , e

l'espressione dell'equazione condizionale sarà

A ( + }} = A (aces).

2
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Questa semi-alternante fatta di 6 lettere , fra le quali sono cri

tiche le 4 lettere a , b , c , $ non sarà zero , giacchè per

essere nulla deve contenere non più di una lettera estranea.

L ' ultimo termine adunque rimane nell'equazione finale che sarà

così ridotta a tre termini, e quindi l' equazione, a cui si ridu

ce la (2 ) , sarà integrabile con tre equazioni. ' - : : 1 :

Sia m = 6 , i = 3. Essendo m > 2(i- 1) sarà N = - = 3.
2

Infatti la serie delle lettere sarà a , b , c , d , e , f

ed il .º sistema ausiliario dipenderà dalle semi-alternanti

Aceroceny , Alabamely , :Acabe desta
s (10 )

Ala'cser) , Ala'corf) , Acabades

nessuna delle quali essendo zero il sistema ausiliario sussiste .

L 'equazione sarà ridotta cogl’integrali del sistema a 5 termini,

e saremo così nel caso precedente , in cui l' equazione finale

si riduce a 3 termini. L' equazione pertanto a cui si riduce la

( 2) in questa ipotesi sarà integrabile con tre equazioni.

Sia ora m = 6 , - ï = 5 . Essendo m < 2 i - 1 )';" sarà

N = m - (i - 1) = 2. Infatti la serie delle lettere sarà in

questo caso ; . ; . . ; ' ' i ,, 2 3 ,1 ;

a , b , c , d , e , f. 7 . .

ed il 1.º sistema ausiliario conterrà le stesse semi-alternanti

( 10 ), le quali saranno zero contenendo od una sola o nessuna

lettera estranea. Non ha quindi luogo alcuna, trasformazione.

L ' ultimo termine rimane nell' equazione finale che sarà ridotta ,

a due termini. Quindi l' equazione che deriva in questo caso

dalla (2) sarà integrabile con due equazioni come si è trovato .

• Per i = 5 , m = ï , essendo m < 2 (i - 1) sarà

N = m - (i - 1) = 3. Infatti si avrà la serie g di lettere

a , b , c , d , e , f , g
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ed essendo m dispari, converrà prima vedere se l'equazione

condizionale è soddisfatta , ossia se la A (g' + ) = Aachefg5),

è zero. Essendo 2n = 8 il numero delle lettere di questa

semi-alternante , fra le quali un numero j = 6 essendo cri

tiche , sarà pel S 2 j > n + I , e perciò sarà zero la semi

alternante ed avverata l' equazione condizionale. Si dovrà for

mare quindi il relativo sistema ausiliario . Ma questo contenendo

le semi-alternanti

468 -a ) = A(b*& f6) , Ag -b) = A(a*df) , A(g -c) = A(a'd'f9)

A (g - d) = Ala%cept) , A (g'-e) = A (a'c'rg)

A (8 - 0 = A (a cues) , 4 (6 - 8) = Afacer)

delle quali le ultime due contenenti una sola lettera estranea

sono zero , il sistema sarà incompleto , nè avendo luogo per

questo caso la trasformazione, l' ultimo termine rimarrà nell’equa

zione finale. Ma per m = 6 riducendosi l' equazione finale

del caso precedente ad un numero = 2 di termini, l'equa

zione, finale del caso attuale consterà di tre termini. L 'equa

zione a cui si riduce la ( 2) sarà dunque integrabile con tre

equazioni come si è enunciato .

Per i = 5 , m = 8 , essendo m = 2 (i - 1 ) , sarà

N = m - (i - 1) = 4 . Infatti si avrà la serie delle lettere

a , b , ? , d , e , f , g , h

ed il 1.º sistema ausiliario conterrà le semi-alternanti di

2n = 8 lettere

N
O
I

yd

Anodig),

Aca*curg ) ,

acabedelity),

Alaccess") ,

Alcateteret , Alderdom

All'operetley , Ala'c'ely's

le tre ultime delle quali , essendo j = 6 e quindi j > n + 1 ,

saranno eguali a zero. Il sistema sarà incompleto . A più forte

App . Ef. 1848.
14
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ragione lo saranno i sistemi secondarj, onde l’equazione finale

consterà di 4 termini, e perciò con 4 equazioni sarà integra

bile la proposta derivata dalla ( 2).

Per i = 5 , m = 9 , essendo m > 2 i - 1) , sarà

m to I

N = " * = 5 . Infatti si avrà la serie di lettere

a , b , ? , d , e , f , g , h , l.

L 'equazione condizionale

Ag +%) = A (acelg'1%) = 0

umero

To

non è soddisfatta , giacchè essendo 2n = 10 il numero delle

lettere di questa semi-alternante , fra le quali un numero j = 6

di critiche, sarà ; = n + I , e quindi non potrà essere zero

la semi-alternante stessa. Rimarrà dunque nell' equazione finale

l'ultimo termine. Siccome nel precedente caso di m = 8

l'equazione finale si riduceva a quattro termini , così in questo

si ridurrà ad un numero = 5 di termini, e tale sarà il

numero delle equazioni che integra la proposta ,

Per i = 5 , m = 10 , essendo m > 2 (i - 1) , sarà

N = "* = 5. Di fatto la serie delle lettere sarà

m

a , b , c , d , e , f , g , h , l , m ,

ed il 1.° sistema ausiliario conterrà le semi-alternanti di

2n = 10 lettere

A (Sockelg" ") , Acaśc elgiqm ) , Alabe defghizm) , Ald cselgitm)

Ald"carfighlm) , Ala'c esglqm) , Alacºes(412m)

Ala'cºelg? im ) , Ala celghcm ) , Ala'cºelg125)

nelle quali essendo n = 5 ed il numero delle critiche

jZn + 1 , le semi-alternanti stesse pel S 2 non sono' zero .

bdfhy m bd f

а се.
0

2
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on hero

Sussiste perciò il 1.º sistema ausiliario , in forza del quale la

proposta equazione si trasforma in altra di 9 termini. Questa

pel caso antecedente si riduce ad un ' equazione finale di 5

termini , onde la proposta sarà integrabile con 5 equazioni.

8 . Il processo indicato ne' precedenti paragrafi sussiste nella

ammessa condizione che i coefficienti pei quali è avverato il

criterio siano tutti ordinati in principio dell'equazione proposta

da integrarsi. Essendo quindi data un ' equazione della forma

( 2) , converrà ordinarla in modo che una tale condizione sia

adempita . Per ottenerlo si disporranno tutte le equazioni dei

criterj corrispondenti a tutti i coefficienti nel modo indicato

all'art. V , e si osserverà quale è il massimo numero = i dei

coefficienti che adempiono le condizioni stesse. Il polinomio

fatto di tali coefficienti , apponendo gl' indici 1 , 2 , 3 , ...... i

alle variabili dei cui differenziali sono essi affetti, si porrà in

principio dell'equazione , senza aver riguardo ad altri polinomj

di un minor numero di termini i cui coefficienti adempissero

pure i relativi criterj. Si riserberanno per le altre variabili gli

indici superiori all' im . Fatto un tale scambio d ’indici a tutte le

variabili che l'equazione contiene, si tratterà questa nel modo

superiormente prescritto , come se i criterj fossero soltanto adem

piti pel polinomio in questione di un numero = i di termini.

. Nel caso speciale però in cui l'equazione proposta si compo

nesse di due o più polinomi per ciascun de'quali, oltre essere

adempiti i relativi criterj, le variabili di un polinomio man

cassero negli altri , si procederebbe allora nel seguente modo.

Sia data , per esempio , l' equazione P , + P , = 0 , in cui i

due polinomj P , P , godono della proprietà sopr’ accen

nata. Si chiami Mo il moltiplicatore che rende P , una

differenziale esatta e sia la quello che rende tale il polino

mio Px . La proposta equazione, moltiplicata per la llica

e supposto Ho Pa = f , MiaP = f, , diverrà
to

Madf, + Mydl, = 0 .
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Sarà questa l'equazione finale alla quale si soddisfa o colle

equazioni

f, = a , f = da

essendo ds , az due costanti arbitrarie , ovvero colle due

. . f, - (f.) = 0 , Mon + Mx = 0

essendo 0 una funzione arbitraria.

9 . Quando in un' equazione della forma (2) il numero dei

termini dato da m fosse maggiore di 2 - 1) ed i coeffi

cienti sino all' imo inclusivo ayverassero i criteri d ' integrabi

lità , e fosse inoltre adempita qualche equazione condizionale

al di là del termine 2 (i - 1) " º , dovrà la proposta stessa es

sere considerata come soggetta , rispetto a quest'ultima condi

zione , alle stesse modificazioni di cui si è parlato all' art. IV ,

ove si è supposto che i coefficienti rendessero soddisfatte alcune

equazioni condizionali.

10. Quando sia adempita la condizione a B = 0 per tutti i

valori che a , B assumono sostituendo ad esse le lettere di cia

scuna combinazione a due a due della serie a , b , c , d , ..... W

in numero = i , i criterj d ' integrabilità di cui si è parlato

indietro sono avverati rispetto al polinomio fatto di un numero

= i di termini. Un tale caso adunque sarà soggetto allo stesso

processo indicato ne'precedenti paragrafi , non essendo questo

che un caso particolare di quello già trattato . Il polinomio

infatti divenendo per tal modo una differenziale esatta , ilmol

tiplicatore diverrà in tale ipotesi superfluo , e si dovrà porre

l = ' ).

11. Se essendo avverata la condizione generica aß = 0

pei valori di a , ß nati dalle combinazioni a due
2

a due , come nell' antecedente paragrafo , sia inoltre avverata

per altre combinazioni non comprese nell' accennata serie di
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lettere , tali relazioni ulteriori o non renderanno o renderanno

per loro stesse insussistente od incompleto qualche sistema au

siliario. Nel 1.° caso si seguirà il processo dell' antecedente

paragrafo e nel 2 .°, stante l'avveramento contemporaneo di

condizioni di diversa natura , si dovrà procedere come verrà

indicato al S 4 del seguente articolo , ove l' esempio ivi dato

servirà di norma in casi simili.

12. Un caso in cui rendesi insussistente il sistema ausiliario ,

e che è da riguardarsi quale condizione di natura diversa delle

precedenti , è quello in cui la acB = o sia verificata per un

valore fisso di ß e per tutti i valori di a della serie to

tale di lettere comprese nella (2 ) , art. III. Dall' ispezione del

sistema (3 ) del citato articolo si rileva scomparire da esso la

dxzeo Ma per la proprietà co = - şa verificandosi anche

B2 = 0 , la lesima equazione si ridurrebbe a BS = 0 , ossia

alla X = 0 contro l' ipotesi , non ammettendosi per ora

mancanza di termini nella proposta equazione. Questo caso si

verifica quando la proposta contenga un termine X dx je

tale , che la X sia una costante e la variabile X non

entri negli altri coefficienti. Quando ciò si verifichi, si porrà

in fine alla proposta un tal termine , che lasciato intatto , ed ese

guite le trasformazioni effettuabili sul restante polinomio , si

conserverà nell' equazione finale . Lo stesso avrà luogo quando

più termini di tal fatta esistano nella proposta equazione.

VII.

Equazioni incomplete.

· Applicazione alle equazioni differenziali parziali.

1. Sia proposta un ' equazione differenziale ordinaria fra un

numero m > n di variabili della forma

Ă dx + X dx2+ . .. + ndxni + Xn +,dxn+ + . + XmdXm = 0 . (1)
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ove sia , = X = X3 = ....... = Y, = 0 (2)

Ogni equazione mancante di un certo numero di termini si

dirà Incompleta e verrà sempre rappresentata sotto la forma

(1) , riducendo in principio dell' equazione stessa le differen

ziali affette da coefficienti zero . Si distingueranno nella ( 1) i

due seguenti casi : 1.° di m = ovvero < 2n , ' 2 .° di

m = 2 (n + ) per tutti i valori di di escluso lo zero , e di

m = 2 (n + j ) + 1 per tutti i valori di le compreso lo zero.

2 . Essendo m = ovvero < 2n , nessun sistema ausiliario

è sussistente. La proposta equazione (1 ) è essa stessa l’ equa

zione finale ed ha per integrale un sistema di m - n equa

zioni contenenti altrettante costanti arbitrarie od in lor vece

una funzione arbitraria. .

Infatti sia primieramente m = 2n , si stabilisca il 1.º sistema

ausiliario e si rifletta che per tutti i valori di Q , B compresi

nella serie 1 , 2 , 3 , . .. no sarà sempre (a , b ) = 0.

Considerando del sistema stesso fatto di 2n — I equazioni

le sole prime in equazioni ed avuto riguardo alle (2 ) , tali

equazioni forniranno il sistema

( 1 , n + 1)dant: + ( 1 , N + 2 )dxn + 2 to . ..... + ( 1 , 2n )dxan = 0

(2 , n + 1)dxn+ 2 + (2 , 1 + 2)dx9 + 2 + ....... + (2 , 2n )dxan = 0

.
.
.
.
.
.
.
.

(n , n + 1)dxn + 1 + (n , n + 2)dxn+ 2 + ....... + (n , 2n)dxan = 0

In questo sistema non verificandosi la condizione diagonale ,

comunque sian , pari ó dispari, la risultante dell' elimina

zione delle n differenziali fornirà una relazione fra i coeffi

cienti che dovrebbe avverarsi acciò il sistema non sia incom

patibile . Non essendosi ammesse altre condizioni fra i coeffi

cienti della proposta , tranne quelle date dalle (2) , ne segue

che il sistema ausiliario in questione sarà insussistente.
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Tale conclusione avrà luogo a più forte ragione quando un

maggior numero di coefficienti fosse zero , ossia , ciò che è lo

stesso , quando fosse m < - 20 . Sarà quindi insussistente ogni

sistema che si volesse stabilire per trasformare il polinomio

della (1) , ommessi uno o più de' suoi ultimi termini. Dunque

l'equazione proposta , non essendo suscettibile di alcuna trasfor

mazione o riduzione, è l' equazione finale stessa. Siccome questa ,

ommesse le quantità nulle , consta di m - n termini, così

sarà essa integrabile col porre

dan + = 0 , data = 0 , .... . dm = 0. . .

i cui integrali introducono man costanti arbitrarie , ovvero

supposta una delle variabili , per esempio la Xnti funzione

arbitraria delle altre Xn + 2 , 3n + 3 , ....... Xm , sarà inte

grabile con un numero ' men di equazioni ottenute collo

stesso processo seguito nei precedenti articoli con cui si ot

tenne l'ulteriore trasformazione dell' equazione finale.

3 . Essendo m = 2 (n + se) , ovvero m = 2 (n + 8 ) + 1 ,

potendo in questo 2 .° caso essere j = 0 ; sussisteranno i si

stemi ausiliarj atti a ridurre la proposta ad un' equazione finale

contenente un numero di termini = n + l nel 1.º caso ed

= n + f + I nel 2 .º, e tale sarà il numero delle equazioni

di cui consterà il sistema integrale della proposta (1 ).

Di fatti suppongasi primieramente ' Ile onde sia

m = 2 (n + 1). Si formi l' intero sistema ausiliario , ritenendovi

le X, , * , , ..... Ăn come se non fossero zero. Si ri

guardi la proposta come quell' equazione in cui , essendo ne

il numero delle lettere critiche e 2 (n + 1) il numero totale

delle lettere , sono verificati i criterj d’ integrabilità rispetto ai

primin coefficienti. Supposta & la serie delle 2 (n + 1 )

lettere a , b , c , ........ x , y , z , il 1.º sistema ausiliario

conterrà le semi-alternanti

A (sla = )) , 4 (3(6= -)) , ..... A (&(z= -)).
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Si vuol provare che nessuna di queste semi-alternanti è zero e

che quindi il sistema ausiliario sussiste. Si sviluppino esse infatti

a seconda della lettera & . Si avrà, per esempio , dall' ultima

(8(z=2)) = z %A(aco *)-45A(ac... ) -. .-a5A670 ... )

Siccome si ha

as = 65 = c5 = ....... = ), = 7, = ....... = I, = 0 ;

così gli ultimi n termini del precedente sviluppo scom

pariranno ; ma le A che rimangono, contenendo un numero

2 (n + 1) – 2 = 2n totale di lettere , fra le quali un nu

mero = n di critiche, non saranno zero dietro quanto si è

mostrato al S 2 del precedente articolo .

Parimente la prima semi-alternante ^ (g (a = 8) sviluppata

per la darà

(gla = )) = % A(def...q*y) — % A(b'ef...o*y*) —4A(def...p*yu)

..........-— 6 A(cel...potyg)

I primi n - i termini di questo sviluppo scompajono per essere

= - 65 = - 1, = 0 , Ś = - = - X3 = . .....

Ma le semi-alternanti contenute negli altri termini composte di

2n lettere, fra le quali un numero = n ⓇI di critiche ,

non saranno zero a più forte ragione. Lo stesso avrà luogo

per le semi-alternanti intermedie fra la prima e l'ultima.

Seguendo lo stesso processo , nell' ipotesi di u > i , risulterà

a . fortiori che i sistemi ausiliarj relativi sussistono , in quanto

il numero delle lettere critiche sarà in tal caso minore in con

fronto del numero totale delle lettere contenute nelle semi-al

ternanti di cui constano i sistemi stessi. Sono dunque sussistenti

i sistemi ausiliarj per tutti i valori di I escluso , pel S 2 , il
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valore M = 0. Saranno dunque sussistenti i sistemi pel caso

chem abbia i valori

2n + 2 , 2n + 4 , 20 + 6 , ........ 2n + 24 .

Ne deriva quindi che le equazioni condizionali corrispondenti

ai valori di m dati da

2n + 1 , 21 + 3 , 20 + 5 , ........ 2n + 2,4 - 1 ,

le quali equivalgono alle semi-alternanti che entrerebbero nei

valori delle ultime differenziali

dyante , dxan + 4 dwan 46 , ............

non sono adempite. Quindi la proposta equazione dovrà trat

tarsi come si è fatto nel metodo generale in cui non si am

mettevano relazioni fra i coefficienti , sino a che sarà trasfor

mato il suo primo membro in un polinomio , il quale oltre

contenere H , ovvero iti termini secondo che sarà

m = 2n to 284 , ovvero m = 2n + 2% + 1 , conterrà altri

n termini, non contando i primi in numero = n che sono

per sè stessi eguali a zero , perchè affetti dai coefficienti ( 2 ).

Questa sarà l' equazione finale contenente nti termini nel

1.° caso , ed n + 4 + 1 nel 2.º, e quindi sarà integrabile la

proposta equazione con un simil numero d' equazioni conte

nenti o altrettante costanti arbitrarie od una funzione arbitraria.

Sarà bene osservare che la dimostrazione data al S 2 può essere

anche supplita dalla precedente , essendo facile il mostrare che

tutte le semi-alternanti in quell' ipotesi sono zero e le equa

zioni fornite dai sistemi ausiliarj riducendosi tutte a 0 = 0 ,

i sistemi stessi sono insussistenti.

4 . Si è trattato sin quì di relazioni che godono ancora di

una certa generalità . Ma nel caso speciale di un'equazione da

integrarsi può accadere, o che le relazioni stesse trattate sepa

ratamente si avverino congiuntamente , ovvero che esistano altre

App. Eff. 1848.
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relazioni, in forza delle quali i sistemi ausiliarj o introducendo

nuove relazioni fra i coefficienti divengano per tal modo insus

sistenti, o riducendo a zero alcune delle differenziali, divengano

incompleti, o finalmente per equazioni condizionali soddisfatte ,

oltre quelle già discusse, divengano o incompleti od insussi

stenti. Senza entrare in troppo minute particolarità , qualora

alcuno de' precedenti casi si avveri, si dovranno avere sempre

presenti quelle avvertenze che si sono usate nei casi analoghi

già trattati, i quali indicano abbastanza per sè stessi il modo

di procedere in casi simili. Si dovrà per norma generale rite

nere che quando per speciali relazioni un sistema ausiliario

diventa insussistente od incompleto , si deve dal polinomio da

trasformarsi escludere uno o più termini secondo che ad uno o

più termini è dovuta l' insussistenza del sistema stesso , i quali

posti in fine dell' equazione devono rimanere intatti nella

equazione finale. Si dovrà inoltre ritenere che quando più condi

zioni di questa specie si avverano congiuntamente , scelta quella

che per un maggior numero di termini rende insussistenti i siste

mi, e determinato un tal numero , le altre condizioni, quan

tunque potessero per avventura rendere insussistenti i sistemi

anche per un ulterior numero di termini non potranno però

diminuire il numero superiormente determinato . Queste avver

tenze saranno da usarsi in tutte le espressioni o polinomj se

condarj da trasformarsi. Da ciò risulta evidente con quanta

cautela é con quali moltiplici avvertenze sia da usarsi un tal

metodo d' integrazione , quando sia da cercarsi quel sistema in

tegrale che contenga il minor numero possibile di equazioni.

Senza le quali avvertenze potrebbe una soluzioue ottenuta rite

nersi erroneamente per la più generale , mentre un'altra possa

trovarsi che, per esser fatta di un minor numero di equazioni,

godesse di maggiore generalità .

Giova avvertire del resto che quando in una particolare que

stione non trattisi di ottenere il minor numero di equazioni ,
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si potrà sempre limitare le trasformazioni quanto si vuole ed

arrestarsi a quell' espressione finale che più ci piace , dalla quale ,

poste a' zero le differenziali dei valori iniziali pei quali è ordi

nata , nascerà sempre un sistema integrale soddisfacente la data

equazione. E sebbene il numero delle ottenute equazioni non

sia il minimo, con cui possa soddisfarsi la proposta , e la solu

zione non goda perciò di un 'assoluta generalità , potrà godere

però di quella generalità che comporta la natura particolare

della questione che trattasi di risolvere .

5 . Per dare un esempio dell'integrazione di un'equazione

incompleta e mostrare inoltre come si proceda nel caso in cui

condizioni di diversa natura siano contemporaneamente adem

pite , si sceglierà quell' equazione che risulta da una proposta

equazione differenziale parziale di 1.° ordine. Da tale applica

zione si vedrà in pari tempo . come la soluzione di un ' equa

zione differenziale parziale di 1.° ordine fra un numero qua

lunque di variabili si desuma dall' integrazione di un'equazione

differenziale ordinaria ed incompleta .

Supposto nel S3 Il = 1 , sarà m = 2 ( + i). Fatto quindi

2 (n + 1) = zi , il numero de' termini mancanti sarà dato da

n = i - I e la ( 1) diverrà

,dx, + X ,dx ,...... + Ži_ dxi- x + X ;dx;...... + X .idx2i = 0 (2)

Risulta dal S 3 che in questo caso sussiste il solo 1.º sistema

ausiliario e che l' equazione trasformata che ne risulta è essa

stessa l' equazione finale la quale , tolti i termini affetti da

coefficienti zero , consta di un numero = (22 - 1 ) - (i - 1 ) = i

di termini. Quindi l' equazione ( 2) è integrabile con un siste

ma di un numero = i di equazioni.

6 . Sia data ora un' equazione differenziale parziale di 1.º

ordine espressa da

4 (xi , Xitr , Xi+ 2 , .. .Xzi , P , P2 , ...... P:) = 0 (3)
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ove la xi sia funzione delle variabili indipendenti Xits

Xita , ........ Xzi in numero = i e le Pa , Pa , ........ Pi

rappresentino le differenziali parziali della Xi rispetto alle va

riabili indipendenti. Suppongasi cavata dalla ( 3 ) la Pi e posto

Pa = xs , p. = xg , P3 = x3 , ....... Pi- : = xin

sia essa determinata dalla

pi = F (xs , xa , ..... Xi- t, ti, Xito ,..... Xai) (4)

Siccome è indifferente il dedurre dalla (3 ) piuttosto l' una che

l'altra delle differenziali parziali , così si dovrà da principio

scegliere quella differenziale parziale che può essere con mag

giore semplicità cavata dalla (3 ), e quindi , per servire all' uni

formità , sia essa designata da pi disponendo opportunamente

degl' indici di cui ci siam sempre serviti per designar le variabili.

Essendo la xi funzione delle variabili indipendenti Xitle

Xita , ... .... Xai , pigliandone la differenziale totale , si avrà

dxi = p . dxi+ 2 + padxi+ 2 to ....... + Pim , dxzim : + Pidxai ,

ossia indicando con
Ossia

F il valore di pi dato dalla (4), sarà

- dx ; + x ,dži+ s + x dxit4. .. .-t xi - dxai- : + Fdxai = 0 (5 )

ZAOL

Dall' integrazione di questa equazione a differenziali ordinarie

si dovrà desumere , come siegue , la soluzione della proposta

equazione differenziale parziale .

Considerata la (5 ) come un'equazione incompleta , mancando

in essa i termini contenenti le differenziali delle variabili

Xg , xg , ........ Xina , se si completa , diverrà

= O (6 )

ů,dx, + .dx. + X3dxz + . .. + Řin dxi- , -dxi. )

+xdxit : + Xdxi+a + x3dxi+ 3 + ... + Xi_ ,dxsia + Fdxai)

ove sarà Į = I, = X3 = ....... = Xic , = 0.
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È questa un caso particolare dell'equazione ( 2) dalla quale deriva

ammettendo la restrizione che i coefficienti Xi , Xita, .... Xaits

in luogo di essere funzioni qualunque di tutte le variabili , si

riducano alle sole variabili

X ; = - 1 , Xito = x , Xi+ s = xx , ..... Xsi- = = xins (7)

la sola Xsi = F mantenendosi nella sua generalità funzione

di tutte le 2i variabili

X , X , ....... Xics , ti , Xi+s , ....... Xai.

L ' equazione (2 ) pertanto in forza di tali valori particolari dei

coefficienti X ; , Xi+ s , ........ Xaims è soggetta alla du

plice condizione di essere un ' equazione incompleta e di con

tenere un polinomio che è una differenziale esatta rispetto ad

un certo numero di variabili. Ciò che si può esprimere anche

dicendo che la (2 ) è un 'equazione nella quale, oltre la defi

cienza di alcuni termini, sono zero alcuni simboli (Q , B) .

Considerate separatamente queste due condizioni, per la i. '

risulta che, essendo i - 1 il numero de' termini mancanti , i

sistemiausiliari relativi ad un polinomio sono, come si è già detto ,

insussistenti pel polinomio esteso sino al termine 2 (i - 1) *

inclusivo , e per la 2. risulta parimente che, essendo avverati

i criterj d ' integrabilità per un numero = i di coefficienti ,

saranno (art. VI) insussistenti i sistemi ausiliarj relativi al poli

nomio esteso sino al 2 (3 - 1 )" termine inclusivo . Dunque

dietro i riflessi del S 4 i sistemi saranno al certo insussistenti

sino all' indicato termine 2 (i - 1)" O inclusivo. Resterà a ve

dersi se la contemporanea sussistenza delle due accennate condi

zioni possa rendere insussistente un sistema relativo ad un po

linomio di un maggior numero di termini. Si ammetta , ciò che

si dimostrerà nel seguente paragrafo , che il 1° sistema ausi

liario per l' intero polinomio di 2i termini, non ostante la

duplice condizione ayverata , sia sussistente. Ne deriva che
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l' equazione condizionale relativa al polinomio di un numero

dispari 2i - I di termini non è verificata , e quindi che

l' equazione diminuita dell' ultimo termine , in cui la proposta

si trasforma in forza del 1.º sistema ausiliario , sarà essa stessa

l' equazione finale , alla quale si dovrà soddisfare (nei due modi

più volte accennati) con un sistema di un numero 21 - I di

equazioni.'

7 . Per dimostrare la sussistenza del 1.º sistema ausiliario in

discorso e presentarlo sotto la forma più semplice, senza ricor

rere alle riduzioni che in forza delle due ammesse condizioni

subirebbero le relative semi-alternanti di cui esso consta , si

riprenda invece il sistema (13) , art. I. Postovi nəi, fatto

X, = Ì, , X. = , , .... ... Xic, = Ži. . (8)

ed aggiuntavi l'equazione (5 ), si avrà primieramente il sistema

ausiliario competente all' equazione proposta (2 ). Quindi un

coefficiente generico della 1.a equazione di tal sistema , sarà

(1 , 2 ) , ove la a assumerà tutti i valori 1 , 2 , 3 , ..... 2i.

Ammesse le (7) , (8 ) è chiaro che per tutti i suddetti valori

di a , tranne per a = iti, a = 2i , sarà (1 , 2 ) = 0 ,

e la 1.a equazione del sistema sarà primieramente

(1, i+ 1)dxite + (1 , 2i)dxai = 0X .

Quindi

centros de desins+ doi= 0,

ossia

e finalmente

dini+ (aut. dssi = 0. (9)
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I simboli (2 , a ) della 2.a equazione del sistema saranno tutti

zero , tranne per a = i + 2 , a = 2i. Quindi la 2.' equa

zione diverrà successivamente

(2 , i+ 2)dxi+ 2 + (2 , 2i)dxzi = 0 ,

over enten det a* ( the detais = 0,

dxits + ( x )dx,i = 0. (10 )dx2)

Avuto sempre riguardo alle (7 ) , (8 ) ed alla Xai = F , si

otterranno le prime i - I equazioni del sistema, che raccolte

saranno espresse da

di+2+ ( ) dita = 0

dins+ (ang.)dxai = 0

drina+ ( )dxas= 0 )
(11)

dxis 3 + dxzi = 0

dxai_s+ ( La) dxai = 0
dxai _ 1 +

Idxn; O

Si considerino ora le restanti equazioni in numero = i pro

venienti dal sistema (13) , art. I. Il coefficiente generico della

1. di queste sarà espresso da (i , a ) , assumendo la a

tutti i valori 1 , 2 , 3 , ........ zi. Ma per tutti questi va

lori di a , tranne per a = 2i , si avrà (i , a ) = 0 .

L ' equazione in discorso si ridurrà quindi alla

(ades de )dxsi = 6X ,
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ossia alla ei = 0X; .

Il coefficiente generico della 2.' delle anzidette equazioni sarà

espresso da (i + 1 , a ) per tutti i valori dia come sopra .

Ma si avrà parimente (i + 1 , 6 ) = 0 per tutti i valori di

a , tranne per a = i , a = 2i. Tale equazione sarà ri

dotta alla

(det mundo.+ det dtai= 6Xitry

ossia alla do - Camp. dens = bxs.
ossia alla

dF .

– dai = 3x, . .
|dxi + 1 ]

Colle stesse avvertenze si troverà la 3.º di queste equazioni

espressa da

dxo - (lot. m.)dxai = 6x2

e così di seguito procedendo si troveranno tutte le equazioni

che raccolte saranno espresse da

- Code poletni = Ox

dx - (de )dxsi = 6x2

di - ( .)det. = bxs

das- Casa en detais = oras

I dF V

\dxsi =

dx ; + 2 )

0X ,

(12)
( 2 )

dF

dxi Jdxzi = Oxias
dxai - s /
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Se il valore di 8 cavato dalla j." di queste (12) si pone

nelle restanti equazioni, avuto riguardo alla Xi = - I e vi

siano aggregate le (11), il sistema totale ( 13) , (15 ) dell' art. I

sarà ridotto , stante le ammesse relazioni, a
messe

• 4 -{( )- 2.(L .)}ds = 0, dies+ Catet. ds- = 0

das-{(mmt.) -- ( )}dt = 0, disse en bedre o

dos- ( )-=(2 )}dta= 0, doties +(met:=a (13)

derin = .)---(m)}eron = 0, dei +(.)dets=0

dei+ + ): (emphas-..-(m Dei-.–F{dt. =o(14)

ove la (14 ) è quella che tien luogo della (5) che doveva ag

gregarsi come si è detto . Risulta questa moltiplicando la 1a

della 2 . colonna verticale delle ( 13) per Xig la 2.' per X ,

e così di seguito , e l' ultima per Xics. La loro somma darà

{ (44)+ (4 )+ t +x-(4 ) …. )

+ 3dxi x2dxi+ 2 + .... . .. +,X - sdxziak

ove la 2.' linea, in forza della (5 ) , si cambia in dxi - Fdxzi

e si ottiene la (14). Il sistema totale (13 ) , (14) fatto di

2i - 1 equazioni differenziali fra 2i variabili costituisce il

cercato sistema ausiliario da integrarsi, da cui dipende l' inte

grazione della (5 ). Chiamati quindi

App. Ef. 1848.



122

X ; , Xa , X3 , ....... Kics . Xi Xit 1 , ... ... Xai - s

i coefficienti della dxzi nelle rispettive equazioni della 1.*

colonna verticale delle (13) , nella (14) ed in quelle della 2 .

colonna verticale delle ( 13) , si otterrà il sistema sotto forma

di proporzione continua

dx, :dx, :dxz: ....:dxsi- , :dxsi = X , :xx:xz : .... : Xai- , :Xai (15)

ove si è introdotto per la simetria Xai = 1. Il sistema (15)

terrà luogo del sistema (13 ) , (14).

8 . Suppongasi di aver ottenute le 2n - I equazioni inte

grali del 1.º sistema ausiliario espresse per valori iniziali. Si

determinino con esse i valori delle

a's , x's , ..... x'i-s , m'i , x'iti, x'ita , ... x'ai_ 1

in funzione delle ei variabili 21 , 23 , ..... Xi , ..... Xai

ed espresse tali funzioni genericamente con fc risulti

x's = fita, x's = fita, 'z = fi+3 ,...... x'i- s = fai- 1 ) (16)

x'i = f, , x'ite = fg , x'ita = fg , ..... 'si- 1 = fi )

In forza degl' integrali del sistema ausiliario l'equazione pro

posta ( 2) , ommessi i termini affetti da coefficienti zero , si

riduce alla

Xi'dx'it X ;'- ,da 'info + Xi'+ 2 dx'it2 + ...... -+ X zi - ,dx'ai - 1 = 0 (17)

Questa equazione fatta di un numero = i di termini è l'equa

zione finale cercata , alla quale si soddisfa nei due seguenti modi:

sº Ponendo

dx'; = 0 , dx'it, = 0 , dx'it , = 0 , .......... dx'si- , = 0

si avrà

a'i = As , x'it, = az , x'ita = az , ....... X'ai_ 1 = di
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ove le as , Og , ....... ali saranno costanti. Quindi per la 2 ."

linea delle ( 16 ) si avranno le

sarani

f = Qx , f = dz , fz = a3 , ........ f; = di (18 )

che saranno le equazioni finite fra le ai variabili ed un

numero = i di costanti, e nelle quali il valore a'zi da cui

dipendono i valori iniziali potrà farsi zero.

2. ° Ponendo

fi = Q(f. , f; , . ... fi)

da cui

di= (49) + ( dis +... + ( )

la ( 17) si trasformerà nella

( x:(0 )+ X'i+ ]df+ (x/( )+ X'ita}df;...+( x:(09)+ Xai_ )df = 0

onde sarà soddisfatta la proposta (2 ) col sistema di un nu

mero = i di equazioni

f; – 0(f. , fz , .... f) = 0

xi(d ) + Xit. = 0

) + X 'int2 = 0

(19 )

1

ove nelle diverse

lori iniziali ad's ,

X ' saranno da sostituirsi ai 2n - 1 va

x 'a , ........... x 'airs, che esse in generale
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contengono , le loro espressioni desunte dagl' integrali del sistema

ausiliario in funzione delle variabili originarie 2 , X , .....

........ Xains, Xai e del valore iniziale x 'zi che potrà

farsi = 0.

Ma nel caso attuale le X'its ,:: X'ita ,........ X'ai - s sono

i valori iniziali delle stesse X1, X2 , ........... Xina , onde

per essere

X ' = - 1 , Xito = x's , X'i+2 = x's,....... Xai_r = xi-,

le ( 19) diventano

£.= 9(€,k.... , la foto fita;... =S -1 (20)
dito

,

Se ora col mezzo delle equazioni (18) in numero si si

eliminano le i - 1 differenziali parziali

Po = Xs , P2 = x2 , P3 = 23 , ........ Pi- o = Xi- (21) .

che esse contengono , si ottiene un'equazione sola fra la va

riabile principale ci e le variabili indipendenti Xits i

Xita , ........ Xzi in numero = i ed altrettante costanti

arbitrarie che sarà una soluzione completa dell'equazione (3).

Se invece si eliminano le stesse differenziali parziali col siste

ma (20) , ove non entra la Pi , se non quale funzione delle

altre data dalla (4 ), si otterrà un 'equazione unica contenente

una funzione arbitraria che fornirà la soluzione generale.

L 'equazione (3 ) non è più d' uopo che concorra a questa eli

minazione essendosi essa già impiegata colla (4 ) per esprimere la

Xai = pi = F (xi, Xi+ t , ....... Xzi , X , X2 , ........ Xi - 1)

in funzione delle altre variabili. L ' influenza della (3 ) si eser

cita soltanto sul sistema ausiliario (15 ) ove entra la Xai ,

ossia la F desunta dala (3) .
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Qualora però non si volesse da principio cavare dalla proč

posta (3 ), il valore di Pi , ma ridurre alle equazioni: finali

l' eliminazione della stessa pi , allora si sostituirà nelle tro +

vate equazioni - (13 )} (14 ) la pi alla F . : Quindi osser

vando essere:

( ) = -(e ):Cm )

per tutti i valori di della serie

1 , 2 , 3 , ........ 1 - 1 , i , ito I , ........ 21 – 1 ; .

si dovrà al risultante sistema di zi - equazioni aggregare

la proposta (3) e con queste zi equazioni eliminare la pi ;

onde avere il sistema ausiliario di 27 - 1 equazioni da in

tegrarsi.

Qui parimente , in luogo di determinare gl' integrali del siste

ma (15) , si potranno cercare (come si è ammesso al S 12";

art. III , e come verrà dimostrato in fine di questo articolo )

quei 21 valori di f fra loro indipendenti che sod

disfano l equazione differenziale parziale lineare :

. . . A .

x. )*x ( . +Kilometer)+x:(ad) =0 (22)

Siano fu, fo ,.......fai- tali valori. Stabilite le equazioni

fi = fi" ; f = fil., ........ fai_1 = flaici (23)

lano vzioni

ove i secondi membri sono quelli che risultano dai primi cam

biando in essi le variabili nei loro valori iniziali , le (23) sa

ranno gl' integrali del sistema anzidetto , e cavati da esse le

a 's , x'a , ....... a 'zici in funzione delle ei variabili e

del valore iniziale a 'zi che potrà farsi zero , tali funzioni sa

ranno coincidenti collef , fx , ..... faict date dalle ( 16 ).
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su

D ' onde risulta che la soluzione di un ' equazione differenziale

parziale di 1. ordine fra un numero = i di variabili indi

pendenti è ridotta alla ricerca dei 2i – 1 valori di f fra

loro indipendenti che soddisfano ad un' equazione differenziale

parziale di 1.° ordine e lineare fra un numero doppio zi di

variabili indipendenti.

9 . Il metodo esposto onde ottenere la soluzione di un 'equa

zione differenziale parziale col mezzo di opportune costanti

arbitrarie o di una funzione arbitraria è quello che sponta

neamente deriva dall' integrazione diun'equazione differenziale

ordinaria soggetta alla duplice condizione di cui si è supe

riormente parlato. Ma l' introduzione de' valori iniziali che

rende un rilevante servigio nel caso della sussistenza di più

sistemi ausiliarj può ommettersi quando il solo primo sistema

sussiste, come nel caso in discorso , ed ayuti particolari riguardi

giova meglio servirsi delle costanti arbitrarie fornite dall' im

mediata integrazione del sistema (13), (14) , o fornite dai va

lori della f che soddisfano all'equazione (22) , quali risultano

dalle (23) in cui i secondimembri si riguardino come costanti

arbitrarie. E tale processo è specialmente preferibile quando

l'equazione ordinaria da integrarsi è quella che deriva da una

equazione differenziale parziale di cui cercasi la soluzione com

pleta , alla cui determinazione limiterò quì la ricerca , essendo

noto come dal numero si di equazioni contenenti altret

tante arbitrarie , e gli i - I differenziali parziali , da cui si

mostrerà derivarne la soluzione completa , si passi con tutta

facilità alla soluzione generale col supporre una delle costanti

funzione arbitraria delle altre e collo stabilire altre i - I

equazioni, dalle quali coll' eliminazione delle differenziali par

ziali ottenere l' equazione unica contenente una funzione ar

bitraria .

Ciò ammesso , si tratterà primieramente il caso generale in cui

la proposta equazione differenziale parziale (3) sia completa ,
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cioè contenga , oltre la variabile principale Xi, le differen

ziali parziali rispetto alle variabili indipendenti che pur esse

riterremo contenersi nella ( 3). Si mostrerà quindi quali parti

colari conseguenze derivino quando la proposta equazione (3 )

è incompleta . Rispetto a questi casi converrà avvertire : . ,

1.° Che se la (3) è omogenea di qualunque grado rispetto

alle differenziali parziali

= Pa , Xa = Pa , x3 = P3 , ...... Xi- : = Pi- i , Pi (24)

la funzione F diventa omogenea di 1.° grado rispetto alle

differenziali parziali che essa contiene. In forza quindi della

nota proprietà delle funzioni omogenee l' equazione (4 ) diverrà

dx: + { F - F }dxzi = 0 ,

ossia

dx ; = 0 , xi = cost. (25)

2.° Se la funzione F manca della variabile principale xi ,

il sistema (13) , (14) ri riduce a .

nasia

da:- as in Jedeai = 0 ,

dås-

dixit.+ (a la pedresi= 0

dit-+ ( Jes= 0

(26)

dei-:- (i )ds. = 0 , dis-i-( . dets = 0

dx ={(9.) +(34 )= -( .)-- -Pļas=0

Id , dF
dxi to 3 . X , te . . . . xi- , - F \dxai = 0

dx2 ) dxi_ 1

l'ultima delle quali fornirà dxi = 0 ; se l'equazione proposta
0
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sarà inoltre omogenea rispetto alle differenziali parziali

31 ,. 32. , ....... Xi - , Pi.

Wi + 2

13.° Se la proposta (3 ) , oltre mancare dellaki, mancasse di

alcune variabili indipendenti , per esempio delle litr , Xita

nel sistema ( 26) risulterà

dx, = 0 , dx, = 0 , ossia x = cost. , ts = cost.

Per il che saranno da ritenersi eguali a costanti tante diffe

renziali parziali quant' è il numero delle variabili indipendenti

che mancano nell' equazione ( 3) supposta priva della varia

bile principale , Xi.

10. Supposto il caso generale in cui la (3) non sia soggetta

a particolari condizioni, si troverà una soluzione completa nel

seguente modo. Ottenuti i 2 - 1 integrali del sistema (13 ) ,

( 14 ) , ovvero i 21.- I valori della f fra loro indipendenti

che soddisfano la (22), ottenute cioè le equazioni

fi = As , f = Ag 9 ........ faianta ,apims (27)

si dovranno con uno o coll' altro sistema eliminare gli i - I

differenziali parziali

X3 , 32 , 33 , ........ Xice (28)

ed inoltre eliminare altrettante in costanti arbitrarie in

modo che l' equazione unica che si ottiene contenga, oltre la

variabile principale , le variabili indipendenti in numero = i

ed altrettante costanti arbitrarie. L 'equazione risultante sarà

una soluzione-completa della proposta.

Sia per esempio data l'equazione differenziale parziale

z - (el )(ei) = 0

in cui : % è la variabile principale ed

riabili indipendenti. Sarà in questo caso

X , ý

i = 2 ,

le va

e posto
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P2.< = x, , % = 3 , y = x, sarà Gỗ

La (29) posta sotto la forma (4) diverrà

Inno

e le (13), (14) daranno

da, = 2x, , dx = 3đó, )

(30) .

delle quali le due prime forniscono gl'integrali

. 8A = x ; + Q ; (a) ; x = xzx7 (6)

Siccome la 2.° delle (30) combinata colla 1." dà dxz dx,

che per la (6) diventa dx3 = & ,dxs , così si avrà per

terzo integrale la

Dalle equazioni ottenute eliminata la , ed una costante, in

modo che il risultato contenga , come si è detto , tutte le va

riabili, ciò che si otterrà eliminando colle (a ) , (b ) , (c ) le

Xe , Ola , si avrà per la cercata soluzione completa la

48 . = (x3–63) (264 -07) ossia z = ( 36— ( 3) (y - « ;)

essendo Qi , 03 le due costanti arbitrarie .

Si dedutrà parimente dal sistema (36)

2x X2

dx ; : dx , : dx3 : dxs I : = : : 1

e la (22) diverrà

+

(31)

App . Eff. 1848.
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I tre valori di f fra loro indipendenti che la soddisfano sono

X2

fi = X4 - X , , fi = 23 , it
if = 42

Siccome fra queste non può eliminarsi alcuna costante , così di

queste tre equazioni si sceglieranno per eliminare a quelle

due che forniscano per risultato un ' equazione fra tutte le va

riabili. Dalle prime due si ottiene tosto X2 = (x4- 03) (x3 -02)

come si è trovato sopra .

Sia proposta un ' equazione fra tre variabili indipendenti

x , y , v data da

( ) +C )*+(3.)*= *.

Essendo in questo caso i = 3 si porrà

3 = 34 , y = X5 , = X6. . Z = X3 ,

e quindi

( ) = * . (;)= * , ( )= ps:

La proposta equazione messa sotto la forma (4) diverrà

C p3 = 1VH? — x - x = F. . ' .

Assumendo il segno superiore il sistema (13) , ( 14) si ridurrà a

O

d:.-{(4%)+ (%)}ds =0, 4,+(4 )das = 0

dts-{(em - - ( )}dts= 0, das +(aut.)dss= 0

dxs {(4% )= - (m.)-:-p}x = 0

X
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Siccome la F manca delle . X3 , 34, 35 , il sistema dietro

i riflessi dell' antecedente ,paragrafo si ridurrà 'tosto a .

: dx, = 0 , dx4 = , dx6

dx, = 0 , dxy dxo ) . (32)

dxo

Siccome da queste si deduce : x1 = .& q , x2 = ( 2 , pei quali

valori la F diventa costante ed eguale a Vha - « - = Fı,

i coefficienti della dx6 saranno costanti nelle altre tre equa

zioni che si ridurranno alle

Integrando si avrà i

a

24 - 03 =

.

2 X3 , X5 – 24 = 72 X3 , X6 — Q5

dalle quali si dovranno eliminare le co, Qg.

inieramente

Si avrà pri

**(89-as)*=*, (8-c.)?=*3, 1946 –43) =

Se queste si sommino e si osservi essere > + < + F =

si avrà per soluzione completa della proposta la

. . . x3 = h*{ (14 03) + (25–6a)? + (%6– 25) } ,
ossia

z = h '{ (x -43)* + (y –« p) + ( -cs)" }

ove le 23; Ras de saranno le costanti arbitrarie.
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Un' altra soluzione completa si otterrebbe integrando le equa

zioni (31) quali esse si presentano. Si avrebbero infatti gli

integrali

ha

x , = Qi , X2 = lla , X3 = 43 = X6 , 24 7 -X6 , X5 - A5 =

I quadrati delle ultime tre danno

(6870) EKO, ( so-ca)e (25 as)*=P
O

Colle quali, sottratte le due ultime dalla prima ed avvertito

essere h amam = 1 , si haessere

(73743) – (29–ca)* — (89– as)* = x

ove le 03 , 04 , as sono le costanti.

Parimente dal sistema (32) si avrà

dx , : dx , : dx3. : dx4 : dxs : dx6 = 0 : 0

ce a

dxs

onde la (22) si riduce a

h² df x , df x ., df . df

(33)
on

F . dxa + Fºda + 7 dx + doree = 0

Essendo X1, X , costanti, posto

h * = a ; X = ax , X2 = 'ds , F , = az ,

ove la F , è il valore di F quando sono scambiate X1 , X3

rispettivamente con as , As la (33) diventa un ' equazione

differenziale parziale a coefficienti costanti rappresentata dalla
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I tre valori fra loro indipendenti che la soddisfano sono dati ,

come è noto , da se

fi= x - me fan os cuentos 1 = *o–copsa

Quindi gl'integrali del sistema saranno

A3X3
. .

a 0

ossia

tomore than 4 , as my as; *.- = ***

14.–0,3*=ki , 1949- es)*= Firma , ne-a)>= 25 mg

. .

Sommate queste equazioni onde eliminare le da , A2 ,

terrà come precedentemente

** = h*{(29=es)*+ (45= ) + (26– 43)"},

ove Oy , Oz , az saranno le tre costanti dell' integrale

completo .

Qualora la proposta ( 3 ) mancasse della variabile principale

e non fosse omogenea rispetto alle differenziali parziali, si po

tranno dal sistema (13) ottenere i 22 - 2 integrali con al

trettante costanti , e con tali equazioni și potranno determinare

le 21 — 2. variabili .

* , , 22 , ....... Kini , Xito , Xi + 2 , ........ Hai - 1

in funzione di Xai e delle zi — 2 coştanti. Posti tali valori

nella (14 ) , il 2.º membro diverrà funzione della sola variabile

Xai e si otterrà Xi con una semplice quadratura che intro

durrà un 'altra costante di, Avendosi per tal modo le i s

variabili indipendenti

. . Xito ,

funzione di Xzi

Xi42 , ...... Xaims

e di 21 - 2 costanti , si potrà conin
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queste i - I . equazioni eliminare dall' integrale" ottenuto un

numero i - 1 di costanti arbitrarie. L ' integrale così deter

minato divenendo funzione di tutte le variabili indipendenti e

della principale , e contenendo , oltre la costante di ; le re

stanti i -- 1 arbitrarie , rappresenterà l' integrale completo

della proposta equazione ( 3). " :

11. Siccome nella ricerca della soluzione completa di una

proposta equazione (3) non si tratta in ultima analisi che di

ottenere un numero = i di equazioni contenenti altrettante

costanti arbitrarie , oltre le in- 1 differenziali parziali da eli

minarsi , così basterà ottenere un numero = i d ' integrali del

sistema (13) , (14) , ovvero basterà ottenere un numero = i

di valori di fi che soddisfano la (23) ; purchè si scelgano tali

integrali che contenendo , oltre le variabili, le ia differen

ziali parziali siano atti a fornire ' coll' eliminazione di queste ul

time un ' equazione fra le variabili stesse. . .

Si vede infatti dagli esempi esposti nel precedente paragrafo

che bastava combinare opportunamente le equazioni differen

ziali (30) riferibili al 1.º esempio , onde ottenere due integrali

soddisfacenti alla richiesta condizione. Infatti dalla 2 . delle

(30) combinata colla 1.",-risulta la dxz = dxz e dalla 1."

colla 3.º, la dx, = 2 **dx;. Quest' ultima 'ha per integrale

la Xx = (2x col qual valore la prima ha per integrale la

x3 = .& X : + 63 ; Da questi due integrali eliminata la diffe

renziale parziale X1 , si ottiene con due sole integrazioni la

cercata soluzione completa . ii ii ' i : . . : :

Parimente nel 1.º esempio bastava ottenere due valori di f

soddisfacenti 'là (31). I valori infatti di fa , ivi trovati

danno due 'equazioni integrali colle : quali eliminata la x , si

ottiene la soluzione completa .

Per gli stessi riflessi s'impiegarono nell'esempio 2.º tre inte

grali soltanto , coi quali eliminare le differenziali parziali x1 , x2 ,

ovvero s' impiegarono tre soli valorifi , fa , fx soddisfacenti
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la (33) coi quali , posti eguali a costanti , eliminare le aci ,

x2 ritenute pure come variabili.

Giova avvertire che potrà in alcuni casi essere necessario di

trasformare col noto metodo il dato sistema di equazioni diffe

renziali di 1., ordine in un ' equazione differenziale di ordine

più elevato , ma fra due sole variabili , e ricercare di questa

un integrale primo colla relativa costante arbitraria , il quale si

riduca quindi ad un ' equazione finita coll' impiego delle stesse

equazioni del dato sistema. Processi analoghi serviranno ad ot

tenere i restanti i - l integrali. Ciò in particolare dovrebbe

farsi quando non fosse eseguibile l'integrazione immediata delle

equazioni del sistema, o non si potesse adempiere alla condi

zione di ottenere colla eliminazione delle differenziali parziali

un ' equazione fra tutte le variabili e fra un numero = i di

costanti arbitrarie , come si è potuto eseguire negli addotti sem

plicissimi esempi. .

12. Una soluzione completa potrà anche ottenersi impiegan

do soltanto un numero = i - 1 d ' integrali del sistema, avuto

riguardo ai riflessi fatti in fine dell'antecedente paragrafo. 0 ,

ciò che è lo stesso , potrà ottenersi una soluzione completa

impiegando un numero = i - I . di valori di ſ soddisfa

centi - la ( 22 ) , con che si viene a risparmiare un ' integrazione.

Infatti colle i - 1 equazioni integrali affette da altrettante

costanti arbitrarie e soggette alla condizione di contenere in

complesso le differenziali parziali X ; , Xg , ;....... Xina. si

potranno determinare quest' ultime in funzione delle variabili.

L 'equazione (5 ) , in cui siano posti gli anzidetti valori delle

differenziali parziali che essa contiene , sarà integrabile con•

un' equazione unica introducente un ' altra costante arbitraria.

L ' ottenuta equazione integrale sarà la cercata soluzione com

pleta contenente un numero = i di costanti arbitrarie .

Così nel 1.° esempio , ottenuto il solo integrale

X4 — x , = Qyi sarà P2 = F = -
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.
X2

.

34a ,

.

Quindi la dx, = 3 ,0x3 + p,dixi : (34) , .

diventa dx – (*4= ;)ditzenharde = 0 . :.

che moltiplicata pel fattore diventa una differen

ziale esatta i

is dits - dxz - - Jdx4 = 0 ,

. .

il cui integrale è * 3 + (n = 0 , dal quale si ha

la già trovata soluzione completa x = ( 4= *) (*3 = a).

Se s’impiega l'altro integrale già sopra trovato , xz * = as

la (34) diventa dx . - dx3 — (x3 – .)dx: = 0 , che
2 x3 — da

moltiplicata per metro ed integrata fornisce

"
i - dx3 =T la dx4 = 0 ,

X .

US

* 3 - Alg .

2

- - * * + x = 0 , ossia Xo = (x4–63) (23 -01).
33 - * *

Si troverà parimente che un qualunque valore di fche sod

disfi alla (31) sarà atto , determinando colla f = d , la dif

ferenziale parziale e' da porsi nella F e nella (34) , a

fornire coll' integrazione della stessa (34 ) una soluzione com

pleta. Ciascuno infatti dei valori fi = X4 X5 , f = x3 - 2

fornirà una soluzione coincidente colla già trovata. Impiegan

do invece il valore f = si avrà = az, da cui

ti = + V tom e quindi la (34) diventa

X 1

I dx ,

= i dxz Vãz dx 4
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il cui integrale è

X3

' avas = * *Vas*n+an
. IV az X4 + Ofzi

V 03 :

È questa pure una soluzione completa in quanto soddisfa alla

proposta . Si deriva infatti da essa

( ) Tak = Vivo

il cui prodotto dà 40 m ( min) (Test). Ponendo nella tro
ro

dx3 ) da

40gsmes .

vata soluzione V.23 s= a mettendo in luogo di

o ,eta', essa diventa 42 = (* ** * 3 * ® )?. .. :

Se nel 2.° esempio s'impiegano i soli due primi integrali otte

nuti", cioè

** * Ops 3 = '02 ; onde Fethi s so)

la , dx3 F 8 , d.x4 + Xsdas. * FdX6 , postivi i precedenti yan

lori , fornisce la soluzione completa n i jos

sub ib . , o . ,

i i 33 = OF X4 Alq X5 + Vh - ; - )X6 + 03. .. ( 35 )

la quale parimente soddisfa alla proposta .

Se invece si assumono i due valorii

Surg ! B . . . :XX3

fi = 34 - 3 ,

XX3 Lisi ;

72 = xs-

che soddisfano la (33), e sìrimpiazzino fi fo colle costanti

age cavati xq, xo, e posti nella (5), si avrà e .

2

dxz x - h + (x4 - ą ,) - h ' (

(X4- ain hh

dx4 tona - dxs -

- X3 *24 . X3 " * *

App. Ef. 1848 . 18
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Posto il radicale = D , si avrà

dxo = (5 dx = 1 Caterial de "* -ital des)

il cui integrale essendo

V {x} – h*(84–6.) – t°(35= es)*} + as

eco

46 =

si deduce la soluzione completa già trovata

. . x = h*{(14-a.)2 + (x3=& )* + (x8–03)*}. 1 . ...

" 13. Quantunque gli accennati processi' siano atti a fornire

una soluzione completa della proposta equazione (3), tanto nel

caso che essa contenga la variabile principale Xin quanto

nell' ipotesi che la Xi' vi manchi, pure in questo secondo

caso la ricerca degli im I valori di f che soddisfano la

(22), o la ricerca di altrettante equazioni integrali del sistema

(13) , (14 ) può essere semplificata , come vedremo, facendola

dipendere dalla determinazione di valori di soddisfacenti

ad equazioni della stessa forma della (22), ma che vanno , ad

ogni ottenuto valore di f , successivamente scemando di due

termini e di due variabili, sino a ridursi ad un' equazione di soli

tre termini.Ma un'equazione differenziale parziale (3) contenente

la variabile principale Xi può sempre coll' introduzione di una

nuova variabile principale x trasformarsi in altra mancante

della variabile stessa , e quantunque la trasformata , col divenire

omogenea rispetto alle differenziali parziali della nuova varia

bile , sia soggetta a particolari modificazioni, pure il metodo che

esporremo applicato alla ( 3) supposta mancante della variabile

principale dovrà ritenersi per generale . La trasformata in di

scorso si otterrà quando nella (3) alle differenziali parziali

che nascono pei diversi valori di j = 1 , 2 , 3 , .... (i - 1 ) .

in

dx ; )
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si sostituiscano gli analoghi valori forniti dall' espressione :

Cate)= -(e ) ( .)

Suppongasi pertanto che la (3 ), contenente per maggiore ge

neralità tutte le variabili indipendenti e tutte le differenziali

parziali ad esse relative ,manchi della variabile xii Si ponga

per maggior simetria nella ( 4) la X per Xi ed Xi in

luogo di pi . onde sia ,

7 dxiI dxi V

( dxi + 1 )

dx .

-

(dxits)
= X , . * _ ) = x2 ,.....

dx ; + 2 /

1 dxi dxdxi .

dxai_ 1 )

dx l

( dxżi - 1 )

= XiZI Idxoi
AXzi /

Chiamata F ciò che diventa per tale sostituzione la F ,

la (4 ) si cambierà nella xi = Fs , e la (5) diverrà

dx = x dxits + x2dxi+ 4 + ..... + xit'idxai- : + Fdxai (36 )

La variabile principale x non entrando nelle equazioni (13)

si potrà nel sistema ausiliario ommettere la ( 14) , e cambiatovi

xi, in x , ed avuto riguardo alla :) = 0, il sistema(13)

si ridurrà alle zi - 2 ' equazioni seguenti : . ; . '

. .
,

+ -

Idr.= (ve s.) detai.

des= ( to dea

dixit. = - ( dep dei

drita= -( )detail

deti_. = ( .)data di: = =(y .Jdesidxi - il
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fra le 21 variabili

X1 , X2 , . .... Xina , Kiti į . . ..... Xai

e l'equazione (22) diverrà

mai mare Limoer.

-

aftliti
dxiti

df

Ildxi -
. . . + Xiai

Mit einer einen er mindr . dit drai

Suppongasi aver ottenuto un valore fi che renda avverata

la precedente equazione , e contenga una delle variabili indi

pendenti che, per procedere ordinatamente , supporremo essere

la Xai. Un integrale del sistema sarà fi = Qgo . Lo stesso

integrale può anche ottenersi seguendo il metodo ordinaria

mente in uso , di stabilire cioè colle 21 - 2 equazioni del

sistema un' equazione differenziale , generalmente del (22 - 2)esimo

ordine , della quale ottenuto un integral primo con una co

stante arbitraria , passare coll' eliminazione delle differenziali

all'equazione finita (che indicherò ancora con fi = & , ) col

soccorso delle stesse equazioni del sistema e de' loro successivi

differenziali. Cavato in ambi i casi dalla f = . , il valore di

Sai in funzione delle altre variabili, e posto nella Xi - F , = 0

s' intenda da essa dedotta la Xic , = F ,. Essendo questa

un equazione differenziale parziale mancante della variabile

principale 2 e della variabile indipendente Kai , ridotta

la ( 22) alla

dx = x ,dxiti + xndxit ,***** 4 Xi_2dXzi- + ;dxz; + F dxsi- ,

e stabilito il sistema (13) , risulterà dx ; = 0 , ossia Xị = cost.'.

Omessa nel sistema stesso l' equazione contenente la dxzi , in

quanto la Kai manca nelle equazioni stabilite , il sistema si

ridurrà ad un numero 21 — 4 di equazioni differenziali fra

le sole 21 - 3 variabili

| * , ta , .. . . - 3 , 4: + , ... .... xi - a , xi
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rappresentato da

de,= (alt.)lesioni

dia= (vietos)desinis

dio - palmi helesine

driva = - dei-
- I

In forza di questo sistema la (22) sarà espressa da

dx . dx ? ...
i-

Uti -2 dXi+ 1 dxzi_ ?

ove le Xx , X2 , ........ Kaici sono ora le quantità relati

ve a questo sistema da non confondersi colle precedenti , ed

ove sarà Xai _ 1 = 1. Ottenuto un valore fa che la sod

disfi , e contenga la variabile indipendente Xaici , un

integrale del sistema precedente sarà fa = da, il quale potrà

anche essere ottenuto impiegando il citate metodo general

mente in uso deducendo dal sistema un 'equazione dell' ordine

( 21 - 4 )" fra due sole variabili , una delle quali sia la Xzi _ i's

come si è sopra avvertito, Cavato dall' integrale fu = 'Om ,

ottenuto coll'uno o coll' altro de' dụe modi, il valore della

variabile indipendente Xzimet e posto nella Xi- , = P , si

eaverà dalla risultante equazione il valore di Xica espresso

da Xi - = Fz. Riguardata parimente questa espressione

come un 'equazione differenziale parziale mancante delle varia

bili X , Xai , Xai - 1 , ed ove le xi , Xici și riter

ranno per costanti, si otterrà un altro sistema di 22 - 6 equa

zioni fra le 21 - 5 variabili

Xito , ........ Xai - 3 , XaimeXy , 22 , ....... Ki - 3 ,

App. Eff. 1848. fra oe . 18 *
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del quale ottenuto un integrale f = & contenente la Xaina,

si procederà come si è sopra indicato . Continuando in talmo

do si giungerà finalmente ad un sistema di due sole equazioni

dx, = (CE:--)dxita , däita = - det -)dxits

fra le sole tre variabilixx , Xi+ 1 , Xi+ 2 , del quale otte

nuto un integrale fios = dict contenente in tal caso la

Xy , si avrà un numero = i - 1 di equazioni integrali con

altrettante costanti , colle quali determinare le im I diffe

renziali parziali X , X , , ........ Xict in funzione delle

variabili indipendenti. Posti gli ottenuti valori nella (36) e nella

Fi , si otterrà quella definitiva equazione che integrata con

un 'equazione unica e con una costante di fornirà la solu .

zione completa della proposta equazione. . .

Quando l'equazione (3 ) , in cui alla xi siasi sostituita la

x , come si è fatto in principio di questo paragrafo , oltre non

contenere la variabile principale mancasse di già di qualche

variabile indipendente , per esempio , delle Xzi , Xzica , dal

sistema (13) risulterebbe dxi = 0 , dxi- 1 = 0 i cui

integrali Xi = as , Xiva = og terrebber luogó degli

integrali fi = Oy , fo = a, che sarebbonsi ottenuti nel

caso che le variabili stesse Xai , Xaint non fossero man

cate nella (3 ). Quindi la proposta , in cui sono da ritenersi co

stanti le xi , Xico , sarà da riguardarsi come già ridotta

alla Xinh == Fz che si tratterà col processo sopra indicato ,

onde ottenere i restantii - 3 integrali. Il sistema degli

i I integrali

fi = ai , fo = Og , f3 = Q3 , ........ fic = ' dics

che si ottenevano prima di tale restrizione, e coi quali si do

vevano determinare i valori delle differenziali parziali

X , 32 , X3 , .......... Xia 's
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da sostituirsi nella ( 36 ), sarà nel caso attuale rimpiazzato dal

sistema

X ; = As , Xi- : = .ds , f3 Q3 , ........ fi- e = dins.

Un caso analogo ci si è già presentato nel trattare il 2 .° esem

pio del S 12, da cui si ottenne la soluzione completa (35). Ivi

infatti, la proposta mancando della variabile principale 33 e

delle variabili indipendenti 343 X5 , le differenziali parziali

rispetto a queste ultime risultarono costanti date dax , = As ,

X2 = lg , e tali valori furono posti nella : F e nell' equa

zione differenziale ordinaria dalla quale con un 'integrazione si

ottenne la soluzione completa .

14 . Facciasi per ultimo l'applicazione al caso in cui la pro

posta equazione (3) si riduca ad un 'equazione differenziale

parziale lineare ed omogenea della forma (22) , ove la f è

la variabile principale e le variabili indipendenti in numero

= 2i sono le

· 35 , 32 , 33 , ........ Xi , Xi4I , ........ Xaime , Xaio

Rappresentate le differenziali parziali di f rispetto alle pre

cedenti variabili indipendenti rispettivamente con

Po , po ; P3 , ........ Pi , Pitr', ....... Prices: Pai

la (22) diverrà

X ,p: + Xgp + X3p3 + .. . + Xipi+ . . . + Xaipai = 0 (37)

che, posta sotto la forma (4), ed avvertendo essere Xai = 1 ;

sarà espressa da

Pai = - {Xıp + Xapa + ... +Xipi... * Xzi_ 1Pai- 1} = F (38)

e la (5) diverrà

df = p ,dx , + padx ,cieto pidxi fare.- pain , dxsini + Fdxzi : (39)



144

Quindi il sistemą (13), (14 ) diverrà ,

dp = (t es, di,= - (es.)dex= .desi

dpa= ( en)disai, dio = -(e) deed= Kodra

: ; . ' " . i . . , ' (40)

d
. T

Ossia

dpain (2010.)dxsi, dair dxo Xqizdimai

df = 0 , ossia p = cost.

Le zi - 1 equazioni differenziali della 2.* colonna verticale

contengono soltanto le variabili indipendenti. Suppongansi otte

nuti gl' integrali e determinate con essi le 21 - I variabili

in funzione di Xzi e delle 21 — 1 coștanți arbitrarie

Qs , Ag , ........ Anics. A completare il sistema integrale si

esigerebbe , dietro il processo ordinario , di porre tali valori

nelle equazioni della 1." colonna verticale del sistema (40) , onde

ottenere da esse le altre zi – equazioni integrali. Sup

pongansi ottenuti anche questi integrali e determinati col loro

mezzo i valori delle · 2i 1 différenziali parziali .

Po , Pa , P3 ......... Pzi- s

i quali risulteranno funzioni di Xzi e di 21 — 1 costanti

Be , Ba , ........ Baimi oltre le costanti as , Og , ......., caje !

già introdotte . Tali valori sarebbero da sostituirsi nell' equa

zione (39) , la quale , stante la (38 ), si ridurrebbe alla

df = p .(dxz- X,dx2i) + pa(dx2 - X d.čai).. + Pai_ :(dxsi- --Xoi_ ,dxai) (41)

Ma questa in forza della 2 ." colonna verticale e dell'ultima delle

(40) è avverata indipendentemente dai valori di Po, pe , Paisa
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Gl' integrali adunque della 1.' colonna del sistema (40) nulla

contribuiscono alla soluzione che si cerca . All' incontro i valori

delle costanti da i dig , .......... Oginos espressi, come si è

detto , per le variabili indipendenti saranno altrettanti valori

di f fra loro indipendenti ed espressi rispettivamente da

fi , fu , .... ... faini che soddisfano alla proposta ' (37) ed

all' ultima delle (40). Dovendo infatti essere df = 0 , ossia

f = cost." , la (41) diventa

(42)o = p .(dxz - X,dx2i) + p2(dxn- X ,dx2i) +..... + P2i_ (dxzim ,Xsi- ,dxzi)

la quale essendo soddisfatta per le equazioni differenziali della

2 . colonna, lo sarà parimente per le equazioni integrali. Vale a

dire che la (42), non contenendo le costanti, sarà soddisfatta

da quel sistema di equazioni che nascerà esprimendo tutte le

costanti in funzione delle variabili , e tali valori delle costanti

saranno i valorifi , fa , .... ... faire che soddisfano la

proposta.

Risulta quindi che cavati dagl' integrali delle equazionidella 2.*

colonna verticale i valori delle costanti arbitrarie dx, O2 , ...Caici

in funzione delle variabili ed eguagliate rispettivamente alle

fi , f , ........ fai _ t saranno queste altrettante soluzioni della

proposta. Risulta inoltre dall' ultima delle (40) cioè dalla

f = Qai , essendo Azi un ' altra costante , che se si pone

dai = o (d , dis , az , .. . Asi---)

essendo una funzione arbitraria , la soluzione generale della

proposta sarà data da

. ] = ofii fa , ce ... fri -s). (43)

Egli è per questi riflessi che nel $ 12 , art. III , ed in quelli

dell' attuale articolo si sono agl' integrali del sistema sostituiti

2i -- I valori di r che soddisfano alla (22) e poste le relazioni
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ie

fi = a ; f2 = 22 , ....... fui - 1 = Q2i

essendo Oy , Olg , ........ Ogini costanti arbitrarie , si sono

sostituite le precedenti equazioni agli equivalenti integrali del

sistema di equazioni differenziali ordinarie .

Non è superfluo l' ayvertire che se fosse proposto un sistema

di equazioni differenziali ordinarie costituito dalla 2 .". colonna

verticale delle (40) , e si conoscesse il valore di una qualun

que delle funzioni fi soddisfacenti la (37) , ossia un integrale

fi = a; del sistema stesso , sarebbero note le relative diffe

renziali parziali P . ; P2 , ........ Pai - 1 , i cui valori so

stituiti nella (41) ridurrebbero il di lei 2.º membro una diffe

renziale esatta , giacchè in forza della stessa (37) esso diver

rebbe eguale alla differenziale totale della stessa funzione

impiegata fj . Deriva quindi spontanea la conseguenza , che

i diversi sistemi di valori delle pi , P2 , ........ pains , ri

sultanti dalle fi per tutti i valori di j = 1 , 2 , 3 , ..... 2 - 1 ,

o dalla f data più generalmente dalla (43) e soddisfacenti la

(37) , costituiscono altrettanti sistemi di Moltiplicatori che, ap

plicati alle proposte equazioni differenziali ordinarie , forniscono

colla loro somma una espressione differenziale esatta .

Dai precedenti paragrafi si rileva finalmente che comunque

si proceda alla ricerca di un integrale completo di una pro

posta equazione differenziale parziale ( 3) , il fondamento di ogni

soluzione è sempre il sistema ausiliario (13), (14) dotato della

duplice proprietà , e di fornire il sistema integrale dell' equa

zione a differenziali ordinarie (5 ) soggetta a condizioni parti

colari che la distingnono dalla generale ( I ) , e di prestarsi alla

ricerca della soluzione completa dell' equazione differenziale

parziale da cui la stessa (5 ) deriva. Le diverse soluzioni che

si ottengono in questo secondo caso dal citato sistema ausi

liario non differiscono , come si è veduto , che per semplici

modificazioni nel modo di trattare le equazioni differenziali del

sistema stesso , onde giungere allo scopo che si ha di mira. :
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OSSERVAZIONI DI NETTUNO

FATTE

AL CIRCOLO MERIDIANO DI STARK

DA

ROBERTO STAMBUCCHI.

IVel 9 ottobre 1846 giunse a questo Osservatorio l'avviso

della scoperta del nuovo pianeta Nettuno. Nelle sere dei giorni

9 e 10 gli Astronomi Carlini, Frisiani e Colla ne hanno de

terminata la posizione col mezzo del settore equatoriale , e

nella sera del giorno 11 ho incominciato le osservazioni al

circolo meridiano , le quali stante il continuo cattivo tempo si

limitano alle seguenti.

Giorni

del

mese.

Ascensione

retta

apparente.

Declinaz. australe apparente

corretta

dalla rifrazione.

13°36 35,5Ottobre 11 21 52 1,87
13 51 57,42 nuvolo

Novembre 6 51 19,22

51 19,44

. . . . .

51 21,28

51 22,13

51 23 , 06

debolissimo,

si vede a stento

34 16 , 1

34 18 ,4
34 17 '
34 11, 7

34 2 , 7

33 58 ,5

33 54 ,5

33 49,6

33 42,4

33 36 , 8

32 34, 1

31 41, 0

51 24 ,13 } debole

molto

51 25 ,30

51 26 ,68

51 37,39 deboliss.

51 47,57 fra le nubi
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