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AVVERTIMENTO.

I
calcoli delle presenti Effemeridi furono eseguiti come

segue :

Quelli dei luoghi di Luna , dei Pianeti , ecc. dai signori

Sacerdote Giovanni Capelli e Paolo Belgiojoso;

Dei luoghi di Sole dal signor Curzio Buzzetti ;
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SEGNI DEL ZODIACO. PIANETI.

y Ariete.

8 Toro.

Gemelli.

. Cancro.

S2 Leone.

m ), Vergine.

n Libra .

m Scorpione.

» Sagittario.

8 Capricorno.

Aquario.

X Pesci .
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☆ Terra .

Š Marte.
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2 Pallade.

e Giunone.
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O Sole. » Luna.
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B

1

5 indica Giorni.

h
Ore .
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Minuti.

Secondi.
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8 Opposizione.

Nodo ascendente.

Nodo discendente,

A Australe.
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diff. Differenza.

dist. min. Distanza minima.

imm. Immersione.

em. Emersione.

AR. Ascensione retta.

Lat. Latitudine.
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:- 3 Giugno.

14 Novembre.
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Numero d'Oro

Ciclo Solare .

Epatta .

Indizione Romana

Lettera Domenicale
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XIV.

5 .

QUATTRO TEMPORA .

Di Primavera

D' Estate

D'Autunno .

D’Inverno

24 26 27 Febbrajo.

26 28 29 Maggio.

15 17 18 ' Settembre.

15 17 18 Dicembre .



VII

ECLISSI DELL'ANNO 1847 IN TEMPO MEDIO .

h 61 50 " .

ish 59' .

31 Marzo . Eclisse parziale di Luna visibile a Mila

Principio dell'Eclisse a gh of old.

Fine dell'Eclisse a i

Quantità dell'Eclisse digiti 3 min . 28 .

14 Aprile. Eclisse di Sole invisibile a Milano.

Congiunzione vera della Luna col Sole a i

24 Settem. Eclisse parziale di Luna invisibile a Milano.

8 Ottobre . Eclisse parziale di Sole visibile a Milano.

Principio dell' Eclisse a 18h 47' 6 " .

Nascere del sole a 18h 11 !.

Massima oscurazione a 20h 51.96 .

Distanza minima dei centri I'.47".

Fine dell'Eclisse a 27h 33' 12 ' .

Quantità dell'Eclisse digiti 10 min . 51 .

il primo appulso avrà luogo a 22° di distanza dal diame

tro verticale del Sole.

Nutazione

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
'
a
n
n
o

.

Obbliquità

apparente

dell'eclittica.

de' punti

Obbliquità

apparente

dell' eclittica .

equinoziali

in longit.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l

' a
n
n
o

.

Nutazione

de' punti

equinoziali

in longit .

11 1

O
23°27245 + 7,5 + 4,9

10

20

7,8

7,9

23° 27 24,0

24,1

24,2

24,3

24,5

24,6

30
+ 7,9

24,6

24,8

25,0

25,2

25,3

25,5

25,6

25,5

25,4

25,3

25,2

40

50

60

70

80

90

100

* 7 ,

+ 7,4

to 6,9

+ 6,4

24,7

190

200

210

220

230

240

250

260

270

280

290

300

310

320

24,2

24,7

+

+ 5,1

+ 5,2

4 5,1

+ 4,8

+ 4,5

+ 4,0

+ 3,4

* 2,8

2,2

1.7

193

1,0

0,9

099

1 , I

+ 1,4

1,7

1,9

IJO

24,9120

130

140

150

160

170

180

24,6

24,4

24,3

24,2

24,1

24,0

24,6

24,4

24,2

24,0

23,8

23,6

23,4

23,3

23.3

23,4

+
+

+
+

+
+

+
+

330

340* 4,0

4,2

+ 4,5

+ 4,7

350

360

366



VIII

Occultazioni dei pianeti e delle principali stelle dietro la Luna

per l'anno 1847 a Milano.

Giorni
Astri

del

Distanza

Tempo medio
dal

punto

più alto

dell' dell'

immer. emers. nell'em .

Cong. Distanza

appar. minima

sull' dal lembo

orbita della )

occultati. della )
mese .

1 h I o 1

116 12
94

15 21 (* ) o B

15 22 16 14

41

55

51ο 10 50

7 5555 ! 1 30 A

105

15 52 17 7
69

43

67

23

ΠΟΙ

33

74

h

Genn . 1 54 à 0 4. 5.a 15

3 65 a ? 65.

25 61 87 V 4 . 14 56 15 58

25 64 82 8 4. 5.

26 104 m 5 .

Febb . 391 112 4. 5.

25 68 k o 5. 10 39 11 46

Marzo
2 91 112.4. 5.

8 2 x Ofiuco 5. 115-52 16 26 .

17 오 22 29 23 40

24 154 1 4. 5 . 9 34 19 34

Aprile 29 100 1 111) 4 . 17
8 17

56

Maggio 18 68 k o 5 . 9 36 10 29

23 91 112 4. 5 .

29 7 x Ofiuco 5. 10 25

Giugno 1 144 pl ~ 5. 13 14 14 35

81100 X 5 . 12 46 13 39

16 65 2 3 5.

Agosto 28 80 e X 3.

Sett. 4 68 k o 5 . 12 35 13 32

28 Aldebaran .

Ottob . 1 54 ao 4. 5 . 5

16 44 pl ~ 5.

22 80 e H 5.

Nov. 25 68 k c) 5 .

29 58 a 25. 14 52 16 9

Dicem . 16 80 e X 5. 7 31 8 43

22 54 1 O 4. 3. 16 52 18

25 29 7 4. 5. 18 47 19 54

12 27 13 31

10 58 33

82

115

10 34 2 47 B

17 31 12 40 A

153

15 13 13 о А

11 29 12 84

To 46 ! 7 55 A

15 15 11 57 A

157 5 48 A

108

78

81

91

(*) Tangente il lembo della Luna.



GENNAIO 1847. i

G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio.

G
I
O
R
N
I

. ECLISSI

DE SATELL. DI GIOVE

T'empo medio .

I .
1. SATELLITE .3b18'

7 17
.

Luna piena

Ultimo quarto

Luna nuova

Primo quarto

Luna piena

9

16

23

30

13 27

4 54

21 6

3

5

6

8

14 57 13 em.

9 26 14

3.55 . o

21 23 54

16. 52 43

.

IL21 36

5.50 24

o 19 19

18 48 10

13
17

5

. 2.45 54

2 14 52

20 43 43

15 12 40I 22.

. .
28

9 41 30

4 10 30

22 39 23
. .

8 21
.

. .

.

17

II. SATELLITE .

22 29 46 em.

11 48 5

6 II

14.27 36

3.42 31

17

.

CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE * 12

in tempo medio. 14

15

* 10

I 51 O 5.8 .. 12 44 * 19

21

54 do 4. 5. 14 47
22

68 k o 5.* . 8 * 24

365 42 5. 15 16
* 26

7 9:22 4. 5. 2 45 29

31

10 109 1 1. 4.*
14 25

9 a 13. 5 56

3
13 7 X Ofiuco 5.

7

15 44 pr 5.9 • 32 41

16
* 14

9B 3. 4.*
id

17 13 y 5.a 18 6 21

18 43 8 21 1P

25 618! 8 4.4
13 59

25 64 82 8 4. 5.4 14 28

25 68 13 8 5.

26 104 m 5 . 9 49

51 O 5.9
19 in

28 54 do 4. 5."
* 12

· 21 37
* 24

29 | 68 & 0 5.4 . 4 63 24

30 65 a * % 5.
31

3 .

I

22 19
.

! 9 42

4. 5.1
* 25 6 18 47

36 5438 1
.

:

.
.
.

19

JIL SATELLITE.

2 4 o imm ,

15 13
35 em.

a * 10
.

* 10

28 . .
* 17

. .

6 4 38 imm .

8 50 g em.

IO 5 23 imm .

12 31 59 em .

14 5 52 imm.

16.33 25 em.

18 6 27 imm.

20 34 58 em.

.

22 17

Effem . 1847. 1



2 GENNAJO 1847

TEMPO

sidereo

TEMPO

sidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
'
a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

. TEMPO

medio

a

mezzodi

vero.

a a

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi mezzodi

medio .vero .

b h 1 h h 1

I

02

3

4

i Ven.

2 Sab.

3 Dom .

4 Lun.

Mart.

0 3 42,45 18 45 40,78 18 41 57,72 7 394 21

4 10,67 18 50, 5,62 18 45 54,271 7 38 4 22

0 4 38,54 18 54 30,13 18 49 50,83 7
38 4 22

o 5 6,04 18 58 54,27 18 55 47,39 7 37 4 23

5 33,14 19 3 18,00 18 57 43,95 3 37
0 4 23

6 6 Merc. 0

0

}

7 Giov.

8 Ven . 0

5 59,82 19 7 41,30 19 : 40,50 7 36 4 24

6 26,05 19 12 4,1619 5 37,06 3 35 4 25

6 51,81 19 16 26,55 19 9 33,62 7
4 26

7. 17,07 19.20.48,44 19 13 30,17 3

ź 41,81 19 25 9,81 19 17 26,737

9 Sab. o
9

IO

4 26

10 Dom . 0
4 27

o

0

II II Lun.

12 12 Mart.

13 13 Merc.

14 14 Gioy.

15 15 Ven .

8 6,01 19 29 30,63 19 21 23,29 7 324 28

8 29,64 19 33 50,88 19 25 19,845 324 28

o 8 52,6719 38 10,54 19 29 16,40 3 31

9 15,08 19 42 29,55 19 33 12,95 3 304 30

o 9 36,84 19:46, 47,92 19 37 9,51 7 29
31

4 29

0

16 Sab .

17 Dom . 26

16

17

18

19

20

18 |Lun .

0 9 57,93 19 51 5,63 19 41 6,07 7 28 4 32

o 10 18,33 19 55. 22,65 19 45 2,62 7 4 34

0.10 38,02 19 59 38,95 19.48 59,18 9 25 4 35

o 1o 56,98 20 3 54,51 19 52 55,73 1 24 4 36

o Ir 15,19 20 8 9,32 19-56-52,29 3 23 4 37

19 Mart.

20 Merc.

21 4 3821 Gioy.

22 22 Ven.

23 23 Sab.

24 24 Dom .

25 Lun.

o in 32,63 20 12 23,3720 o 48,85 7 22

0 11 49,29 20 16 36,64 20 4.45,40 3 21 4 39

0 12 5,15 20 20 49,10 20 8 41,96 9 20 4 40

0 12 20,20 20 25 0,75 20 12 38,51 3 18 4 42

o 12 34,44 20 29 11,58 20 16 35,071 17 14 43

26 26 Mart.

27.27 Merc.

28 28 Giov.

29. 29 Ven .

30 30 Sab .

31 | 31 Dom .

0 12 47,86 20 33. 21,59 20.20 31,62 7 16 4 44

0 13 0,46 20 37 30,78 20 24 28,18 3 15 4 45

o 13 12,23 20 48 39,14 20 28 24.73
4 46

ó 13 23,17 20 45. 46,66 20 32 21,29 3 134 47

0 13 33,28 20 49 53,35 20 36 17,84 9 12 4 48

0 13 42,57 20 53 59,2120 *40 14,39 7 11 4 49



GENNAJO 1847
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LONGITUDINE

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

DECLINAZIONE

australe

del Sole

a mezzodi

vero.

VARIAZ.
LATIT.

della
del Sole

declin.
a

in 1
mezzodi

nel
medio.

merid.

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio.

a mezzodi medio .

1 1

23° 228,7 + 0,20

0,22
2

3

9 10 29 43,5

9 11 30 51,7

9 12 32 0,1

9 13 33 8,3

9 14 34 16,7

22 57 25,7

22 51 55,3

22 45 57,6

22 39 32,8

0;20 038A0,38A 9,9926520

0,42 9,992653
5

0,24 0,43 9,9926579

0,26 0,40 9,9926652

0,28 0,34 9,9926753

6

7

0,30

0,32

}

9 15 35 25,1

9 16 36 33,4

9 17 37 41,9

9 18 38 50,4

9 19 39 58,9

22 32 41,1

22 25 22,6

22 17 37,6

0,26

0,15

0,02

0,11B

9,9926885

9,9927035

9,9927213

9,9927414

9,9927638

22

0,34

0,36

0,37

9

TO

9 26,3

22
0 48,9 0,24

0,39

0,41

II

12

13

14

0,57

0,48

9 20 41 7,2

9 21 42 15,5

9 22 43 23,5

9 23 44 31,4

9 24 45 38,8

21 51 45,7

21 42 16,9

21 32 22,8

21 22 3,7

0,43 0,5
8

9,9927883

9,9928148

9,9928431

9,9928731

9,9929047

0,45

0,46

0,65

0,69
21 II 1999

2T16

17

18

19

20

9 25 46 45,8

9 26 47 52,1

9 2; 48 58,0

9 28 50 2,9

9 29,51 7,1

0 11,7

20 48 30,4

20 36 43,4

20 24 24,1

20 11 41,7

0.48

0,50

0,51

0,53

0,54

0,71

0,70

0.66

0,59

0,50

9,9929379

9,9929727

9,993oogi

9,9930471

9,9930867

10

22 10

IO

o 52 10,3

1 53 12,5

2 54 13,7

3 55 13,8

4.56 12,5

19 58 36,6

19 45 9,2

19 19,9

1917 9,1

19 2 37,1

31

0,56

0,57

0,59

0,60

0,61

0,39

0,26

0,11

0,02A

0,14

9,9931280

9,9931711

9,9932161

9,9932631

9,9933121

1024

25 10

IO

10

10

26

27

28

29

30

31

5 57 10,3

6 58 6,8

7 59 2,1

8 59 56,3

0 49,3

1 41,2

18 47 44,2

18 32 30,8

18 16 57,4

18 I 4,4

17 44 52,1

17 28 20,9

0,63

0,64

0,66

0,67

0,58

0,25

0,34

0,41

0,45

0,46

9,99336
33

9,99341
68

9,99347
28

9,99353
13

9,99359
23

10

10 10

10 JI + 0,70 0,45A . 9,9936559



GENNAIO 1847

LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

,d
e
l
l
a

L
u
n
a

p
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

a bom a

mezzodi

medio.

mezzanotte mezzodi

media. medio .

a mezza

notte

media .

1 b

I Ven . 3° 8° 53' 30 | 315 11 7 4 49 A 4 56 19A 12 20

2 Sab. 3 20 25 36 3 376 4 59 59 4 13 9

3 Dom . 4 3 45 40 4 9 51 264 56 38 4 49 48 13 56

4 Lun. 4 15 54 31 4 21 55 11 4 39 44 4 26 36 14 40

5 Mart. 4 27 53 415 3 50 23 4 10 36 3 51 55 15 24

2737
0

6 Merc. 5 9 45 40 5 15 40 5

Giov 5 21 34 2
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in tempo medio.
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ECLISSI

DE'SATELL . DI GIOVE

Tempo medio.

8 26.54
I. SATELLITE .

15

Ultimo quarto

Luna nuova

Primo quarto .

. 0 3
h

21 16 36
2

19CONGIUNZIONE DELLALUNA COLLE STELLE

in tempo medio .
*

i 58

1 5 38

11°39' 13"em.

6 6 12

o 356

4 5

13 32 58

8

2 30 53

20 59 53

15 28 46

9 57 42

4 26 43
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17 24 37

11 53 38

6 22 34

.
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.
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0 13 51,04 /20 58 4,25 20 44 10,95 7 9

0 13 58,6921 2 8,48 20 48 2,50 7

0 14 5,53 21 6 11,90 20 52 4,061 7

0 14 11,57 21 10 14,51 20 56 0,61
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9
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0 12 27,78 22 51 0,83 22 38 31,00 6 25

0 12 15,19 22 54 44,76 22 42 27,55 6 24

2,12 22 58 28,21 22 46 24,0 6 22
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente gh 511 Occidente

2 .

il

21

31

41 4.

51 4.

61 .4 .1

71

81

91

2 .101

ul

12 |

13 | 03

141

151

.4

.4

.41 .

.3
C4 . 1 .

4. I.5 O

4 . 2 .
O 1 .

.3

2010 1.3

1.0 203

2030

.4 3.
.2,1 . O

564 O 201

20184 0 3.

O 104 .3

261 O 304

Co. 2.3.

2. O .1

3.
O

3.
O

361 O 4 .

2. O 103,4 .

201,4-0 .3

4 . O s . .2,3 .

4 . O2.3.

1. O

3. .2.1

.3, 1 .

.4 2 . 0.3 1.

.4 261. O .3

.4 O
3.

.10 2.3..4

302 1.0 .

.2.1
4 .

161 2 .

171

181

10

4 . 3. 2.

19

201

211

22 14 .

23 ]

24.1

.4 2 .

251

261 1 . .2

271

281

29 /

3.

0.2,1

301

.4

.4 .1 . O 2 .
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FASI DELLA LUNAG
I
O
R
N
I

. G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DEPSATELL. DI GIOVE

Tempo medio .

be

in tempo medio.

|

I. SATELLITE.7

14

Ultimo quarto

Luna nuova ·

Primo quarto

Luna piena

11 %26 '

4 0

14 36

1 I

21 1
7 em .

la

23 14

18 13

12 52 49
29

3

5
15 22

7 10 43

1 39 31
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio.

20 )

2

9

10

12

14

16

8 25

14 37 10

9

3 34 49
2

4 19
17

8 8.
19

21

23

22 3 42

16 32 26

II I 16

5 30

. . 17 21

9 50

7 14
5.a II. SATELLITE .

13 O

I
I 22

23 33.

5 20 16 em.

18 37 54

2 -55 33

21 13 10

10 30 49

0

8

IT

15

18

22

7 X Ofiuco 5.a

5 44 pl ~ 5.a

5 55 eº 5.*

6 9B % 3. 4."

13 v

8 43 4. 5.*

112 110 ° 0 X 5 .

14 61 $1 & 4.3

15 64 82 8 4. 5.

15 68 43 5.

15 a 8 ( Aldebaran ) 1 .: .

15
104 m Ø 5.a

17 51 O 5."

18 54 1 a 4. 5."

18 68 k 5.4 .

65 * $ 5.*

29 T 2.4.5.4

23
gr 112 4. 5 .

27 100 ^ m 4..

29 2 X Ofiuco 5.

23 48 270.41

4 3.2

13 6 6

17 52

III. SATELLITE.

23 53.

.

1 54

9

I 14

8 16

22 17 57 imm.

o 59 13 em.

5 0 29 em.

9 1 48 em.

12

20

19

21 .

12 18

non
0 15

Dopo il giorno 23

sono visibili

gli Eclissi dei sa

telliti di Giove per

la vicinanza del

Sole.

· 11 17

Effem . 1847.
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TEMPO

sidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
'
a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

. TEMPO

medio

a

mezzodi

vero .

a

TEMPO

sidereo

a

mezzodi

medio :

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi

vero.

h

121 1

1

7 7

7 8I 22

123

sab. 23°56' 5% 81/ 2°32' 3,47 2 35' 14,15,15 4 53

2 Dom . 23 56 52,16 2 35 52,36 2 39 0,704 52

3 Lun. | 23 56 45,06 | 2 39 4,79| 2 45 57,261 50

4 Mart. 23 56 38,52 2 13 31,98 2 46 53,81 4 49

5 Merc. 23 56 32,55 2 47 22,35 2 50 50,37 4 48

chio

7 II124

125 7 12

7.14

7 15

126 6 Giov. 23 56 27,16 2 51 13,50 2 54 46,92 4 46

127 Ven . 23 56 22,35 2 55 5,24 2 58 43,48 4 45

128 Ś Sab . 23 56 18,13 ) . 2 58 57,58 3 2 40,03444

129 9 Dom . 23 56 14,51 3 2 50,511 3 6 36,594 43

130 10 Lùn. 123 56 548 5 6 44,021 3 10 33,44 4

7 16

7:17

7 19

7 20131
11 Mart. 23 56 9,04 3 10 38,12 3 14 29,70 4.40

132 12 Merc. 23 56
2:19 3 14 32,81 3 18 26,251 4 39

133 13 Giov. 23 56 5,92 3 18 28,09 3 22 22,81 4 38

134 14 Ven. 23 56 5,23 3 23 23,96 3 26 19,364 37

135 15 Sab. 23 565,12 3 26 20,40 3 30 15,92436

7 21

7 22

7 23

7 24

137

7
26

7 27

136 16 Dom . 23 56 5,58 3 30 17,411 3 34 12,471 4 34

17 Lun. 23 56 6,6o | 3 34 14.99 3 38 9,03 , 33

136 ! 18 Mart . 23 56 8,18 3 38 13,13 342 5,584 32

Merc. 23 56 10,31 3 41 11,82 346 2,14 4 31

140 20 Giov. 23 56 12,98 3 46 11,05 3 49 58,694 4.30

7 28

139 19 7 29

7 30

141 21 Ven. 23 56 16,18 3 50 10,81 3 53 55,25 4.29

142 22 Sab. 23 56 19,89 3 54 11,09 3 57 51,80 4 28

143 23 Dom . 23 56 24,11 3.58 11,88 4. 1.48,36 4 27

144 24 Lủn. 123 56 28,831 4 2 13,7 5 44,914 4 26

145 25 Mart. 23 56 34,05 4 6 14,964 9 41,471 4 25

7
31

7
32

7
33

7 34

7
35

7 36

7

246 26 Merc. 23 56 39,76 4 10 17,241 4. 13 38,03 4 24

147) 27 Giov. 23 56 45,95 4 14 20,01 4 17 34,584 23

148 28 Ven. 23 56 52,82 4 18 23,25 4 21 31,14) 4 22

149 29 Sab. 23 56 59,76 4 22 26,96 4,25 27,69 4 21

150 30 Dom. 23 57 7,35 4 26 31,13 4 29 24,25 4 20

15 | 3 |Lun. 23 52 5,38| 4 30 35,741 4 33 2,8 | 4 19

7

741
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สส ส ส ส่

LONGITUDINE

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

DECLINAZIONE

boreale

del Sole

a mezzodi

vero.

VARIAZ.
LATIT.

della
del Sole

declin .

in it
mezzodi

medio .

merid.

a

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio .
a mezzodi medio .

nel

S o o

1

I2

3

I 10 26 12,1

TI 24 20,5

I 12 22 27,2

I 13 20 32,6

1 14 18 36,6

14 57 42,2

15 15 48,9

15 33 40,6

15 51 17,0

16 8 37,8

0,76

0,75

0,74

0,30B 0,0035207

0,40 0,0036285

0,47 0,0037857

0,57 0,0038423

0,52 0,00394810,72

6

}

I 15 16 39,2

1 16 14 40,3

I 17 12 40,4

I 18 10 38,9

I 19 8 : 36,2

16'25 42,6

36 42 31,5

16 59 3,3

17 15 18,5

17 31 16,5

0,71

0,70

0,69

0,68

0,66

0,55

0,47

0,39

0,29

0,17

0,0040530

0,0041568

0,0042593

0,0043604

0,0044600

9

10

17:46 5790

12

13

14

I 20 6 32,2

1 21 4 : 27,0

2 20,3

0 12,1

1 23 58 2,7

I 22

18 2 19,8

18 17 24,5

18 32 10,9

18 46 38,6

0,65

0,64

0,63

0,62

0,60

0,04

0,09A

0,23

0,36

0,47

0,0045578

0,0046538

0,0047480

0,0048402

0,0049304

I 23

16

17

18

19

20

1 24 55 51,7

I 25 53 39,3

1 26 51 25,5

1 27 49 9,7

1 28 46 52,6

r9 0 47,2

19 14 36,5

19 28 6,3

19 41 16,2

19 54 6,0

0,59

0,58

0,56

0,55

0,53

0,55

0,61

0,64

0,0050185

0,0051045

0,0051885

0,0052705

0,0053507

0,6
5

0,62

21 0,52

0,50
2

1 29 44 33,9

0 42 13,6

1 39 51,9

2 37 28,5

22

23 2

20 6 35,5

20 18 44,4

20 30 32,5

20 41 59,5

20 53 5,1

0,49

0,56

0,48

0,37

0,24

0,11

0,0054292

0,0055060

0,0055812

0,0056569

0,0057272

2
0,47

0,45
2 3 35 3,7

2 4 32 ' 37,5 3 49,4

5 30 10,0

26

27

28

29

30

2 27 41,26

7 25 11,3

8 22 40,4

2 9 20 8,3

21

2114 11,3

21 24 11,6

21 33 49,8

21 43 5,6

21 51 58,8

0,44

0,42

0,41

0,39

0,38

* 0,36

0,02B| 0,0057985

0,15 0,0058682

0,26 0,005936
9

0,36 0,0060044

0,44 0,0060707

0,49B\ - 0,006 1359

2

31
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA

G
i
o
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n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

,d
e
l
l
a

L
u
n
a

p
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

mezzodi

medio.

mezzanotte

media.

mezzodi

medio.

a mezza

notte

media.

u
e
r

S
少
少
s
z

。

T
r
a
w
a

919 29 29

o

OA
O

2
3
3
6
3

四
年
级

11 18 19

IL 15 26 28

II 29 54 14

S
N
N
N
G

2 17 12

O
O

67o

о
л
о
л

о
л

*O
u
r
o

I 27 54

2 II 59

*O

3 46 42 o 47

N
A

少
少
S
A
C

M
M
O
O
O

N
e
r
u
e
r

040 32

Y
A
N

O
N
o
o
o

G
e
a
r
b
o

O
S
N
O
OO
O

O
D

c
o
n
t
r
o

N
o

ウ
ク

N
o
1
0

U
N

a
z

e
g
y
e
s

U 52
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G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

PARALLASSE DIAMETRO

AR. Declin . equatoriale orizzontale

della della Luna della Luna

Luna

nel
mezzo mezza mezzo mezza

di notte di notte

medio . media . medio.media.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

1640 18

18 34 56

18 4 156

19 32 16 29 57

o
r
o

w

N
N
N
N

ส
ว

=
2

9

10 4

10 57

11 44

-
2
2

6 20 30 13 52 58

21 27 10 23

22 24 6 u

o
r
t
o
s 4

4

3
3
3
3
3

3
3
3
3
3

12 25

13 2

13

14

14 47

*

23 21

จ
ึ
ง

I 5

2 19O 18

5
6
1

I 16

2 16

13

g
o
l
o
n
g
a
n

3
3
3
3
3

15 21

15 58

16 39

12 23

18 13

ܚ

ܬ

ܢ

ܩ

ܞ

*

8 3
1

:
e
v
e
r
y

12 18 12 6

II 21

12

12 54

નતન
ર૦ อ

ง
3t
o

V
I
N
I

2
3
3
3
3

18 22 59 19 157 33 31 14 31 22
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente gh 28 ' Occidente

il 03
2.

O 1 4 .

•2,1 . .3 4 .

3

3. 4

.1

2 .

3. 4.

2. 4.3.

3. 4. O 1 .

.2 0.1

1. O

2630

4 . .3

.I

21

31

41

51

61

71

81 4.

91 .4

10 | 4

III

121

13 | 01

141

15 | .2

16 |

.2,1 . .3

102 .3

.4 . 2. 3 .

.4,2 . 3 . I.

.2
403 .

.3 204

.3 .4

1 . .3

171 0 2,1. .3

.4

.4

4.
181 . 2. 3 .

3. O 4 .

3. 4 .

3.

191

201

21 | •

22 |

231

24 |

4.

, 4

2.10

04.

304 O2. .1

.3

0.2

4. I.

4 . I .3

.I251

261

2. 3.

2.

27 |

28

3.

304

03. 1 ,

.2.1 O

01.

0.1,2.

I O.4. 3

0.2.1

291

2 .hol

311 340
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G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI :

DE SATELL. DI Giove

Tempo medio.

16543.

12 13 39.

5 Ultimo quarto

Luna nuova

Primo quarto .

28 Luna piena.

20 . 8 9

1 59

CONGIUNZIONE DELLALUNA COLLESTELLE

in tempo medio.

1
..13 54

22 59
1 .

15 19o

12 38.

.
• 17 28

13 49• •

II 8 31.

In questo mese non si

' possono osservare gli

Eclissi dei satelliti di

essergli

troppo vicino il Sole.

II 8 59 Giove per

II O
9 40

44 p 5.

55.e * # 5.a.

98 % 3.4

3 13 v 5.*

4 43 0 4. 5.*

8 1100 X 5.a

61 818 4.

64 87 4. 5.

68 33 8 5.1

12 104 m x 5.a

14 51 O 5.a

14 54.10 4. 5.*

14 68 k o 5.a.

16 65 am 05.

17 29. 24. 5.

19 91 132 4. 5.

23 100 , m . 4.' .

25 7 X Ofiuco 5.a

28 44 p' # 5 .

29 9 $ % 45.4.

3 1

8 59

• ! o 58

18

9 48

16 28

20 13

. 8 31

19 41. .

. .
• • 21 16

• 22 7
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TEMPO

sidereo

TEMPO

sidereo

TEMPO

medio

a

mezzodi

vero .

a а

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzod
i mezzodì

medio .vero.

b h h
1

1 ha 1

152
1 Mart. 23 57'23,841 4 34 40,981 4 37 17,36-4 19

153 2 Merc. 23 53 32,72 4 38 46,23 4 4: 13,92 4 18

154 5 Giov . 23 55 42,00 4 42 52,09 4 45 10,47 | 4 18

155 4 Ven. 23 55 51,67 4 46 58,354 49 2,03 4 17

156 ! 5 Sab. 23 58 1,72 4 51 4,99 4 53 3,59 4 16

741

742

7 42

7 43

44

7

157 6 Pom . 23 58 12,14 455 11,99 4 57. 0,14 4.16 7.44

158 Lun. 23 58 22,911 4 59 1955 o 56,70 4 15

159 Š Mart. 23 58 34,00 5 3 27,03 5 4 53,25 4 15

160 9 Merc. 23 58 45,415 7 35,02 5. 8 49,81 4 14

161 10 Giov. 23 58 57,09 - 5 11 43,29 5 12 46,374.14

745

745

7 46

7 46

7 46

7 47

:62 11 Ven. 23 59 9,02 5 15 51,80 5. 16 42,924 14

763 12.Sab. 23 59 21,17 5 20.0,54 5 20 39,481 4 13

164) 13. Dom . 23 59 33,525 24 9,49 5 24 36,04 4.13

165 14 Lun. 23 59 46,05 5 28 18,611 5 28 32,6o | 4 15

166 15 Mart. 23 59 58,73,5 32 27,88 5. 32 29,15 4 13

7.47

7 47

747

0
7.47

0

1671 16 Merc.

168 17 Giov.

169 18 Ven.

1701 19 Sab.

171 20 Dom .

0

0 11,53 5.36 37,27 5 36 25,71 4 13

0 24,42 5 40 46,76 5.40.22,271 4 12

o 37,38,5 44 56,31 5 44 18,82 4 12

o 50,39 5 49 5,911 5 48 15,38 4.12

3,42 5 53 15,53 5.52 11,94 4 12

7 48

748

7 48

7 48

0

0 J

0

0

172 | 2 |Lun.

173 22 Mart.

174 23 Merc.

175 24 Giov.

17625 Ven .

I 16,43 , 5 , 57 25,13 5 56 8,49 4 12

1 29,406 i 34,70 6 0 5,05 4 12

42,32 6 5 44,21 6.4 1,61 4.12

1 55,17 6 : 9 53,65 653,65 6 7 58,17 4 12

7,92 6 14 2,99) 6 ' 1i 54,72 4 12

7 48

748

7 48

748

0

0

0 7 48

0 747

0

177 26 Sab .

178 27 Dom.

179 28 Lun.

180 29 Mart.

1811 30 Merc.

2 20,556 18 12,21 6.15 :51,28 4 13

2 33,04 6 22 21,30 6. 19. 47,84 4 13

2 45,38 6 26 30,23 6 23 44,39 4 13

0 2 57,556 30 38,99 6.27 40,95 4.13

3 9,53 6 34 47,56 6 31 37,514 13

0

747

747

7.47

7470
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LONGITUDINE

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

DECLINAZIONE

boreale

del Sole

a mezzodi

vero,

VARIAZ.

della
LATIT.

del Sole
declin.

in i !

nel
mezzodi

merid .
medio.

bobs

a

LOGARITMO

della distan.

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio.
a mezzodi medio.

o

22

2

3

4

2° 10° 17' 35,4

2 1 15 1,8

2 12 12 27,2

2 13 9 52,1

2 14 7 16,4

0 29,3

22 8 36,9

22 16 21,4

22 23 42,7

22 30 40,6

* 0,35 0,51B 0,0062000

0,33 e 0,50 0,0062628

0,310,46 0.0063242

0,30
0,39 0,0063841

0,30 0,00644230,28

6

7

8

9

IO

2 15 4 40,2

2 16 2 3,3

2 16 59 26,0

2 17 56 48,1

2 18 54 9,7

22 37 14,9

22 43 25,5

22 49 12,2

22 54 54,9

22 59 33,4

0,27

0,25

10,23

0,22

0,20

0,19

0,06

0,08A

0,21

0,33

0,0064987

0,0065532

0,0066057

0,0066566

0,0067040

II

12

13

2 1951 30,8

2 20 48 51,3

2 21 46 11,2

2 22 43 30,4

2 23 40 49,0

234 7,6 0,19

23 8 17,5 10,17

23 12 3,1

23 15 24,2

23 18 20,6

0,44 0,0067496

0,53 0,0067922

0,60 0,0068333

0,64 1 0,0068714

0,65 0,0069069

0,15

0,13

0,12

14

15

0,63

0,58

16

17

18

19

20

2 24 38 6,9 23 20 52,3-10,10

2 25 35 24,1 23 22 59,3 0,08

2 26 32 40,6 23 24 41,5 | 0,07

2 27 29 56,4 23 25 58,9 0,05

2 28 27 11,4 23 26 51,5

0,0069398

0,0069702

0,50 0,0069983

0,40 0,0070241

0,28 0,00704770,03

21

22

23

24

25

2 29 24 25,8

3 0 21 39,4

3 I 18 52,6

3 2 16 5,1

23 27 19,3 + 0,01 0,150,15 0,0070693

23 27 22,3 0,00 0,01 0,0070890

23 27 0,5 - 0,02 0,12B 0,0071069

23 26 13,9 0,04 0,24 0,0071231

23 25 2,5 0,06 0,34 0,0071377
3 3 13 17,1

26
0,08 0,42

740,127

28

29

30

3 - 4 10 28,7

3 5

3 6 4 51,1

3 7 2 2,1

3 259 13,0

23 23 26,4

23 21 25,7 0,09

23 19 0,4 0,11

23 16 10,6 0,13

23 12 56,3 - 0,15

0,0071508

0,48 0,0071624

0,51 0,007172
5

0,50 0,00718
12

0,47B 0,00718
85

Effem . 1847 . 5
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LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA
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I SATELLITI DI GIOVE

NON SONO VISIBILI

IN QUESTO MESE.
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. FASI DELLA LUNA

in tempo medio .
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.

ECLISSI

DE'SATELL. DIGIOVE

Tempo medio .

4 21919 I. SATELLITE .

12 O 15

Ultimo quarto

Luna nuova ·

Primo quarto .

Luna piena .

b 1

20 I 29
18

20

27 10 45

18 35 43 imm .

13 4 18

7

2. 1. 21

32 4822

24

25

27

29

CONGIUNZIONE DELLALUNACOLLE STELLE

in tempo medio.

20 29 50

14 58 21

9 26 52

31 55 23

I 23 16

. 19 28 II . SATELLITE .

•15 28

15 56

18

21

25

28

7 5 39 imm .

20 23 30

0

16 39
941

22 58 56

10 20

II .
17 5

III. SATELLITE.

II . 195

12 2
9

22

29

18 16 36 imm.

22 15 38 imm .

13 18. 0

43 6 4. 5.

5 110 o X 5.9 .

8 61 si 4.*

8 64 82 8 4. 5 .

8 68 33 8 5.a

9 104 m 5.a

51.0 5.a

54 24. 5.

68 k [] 5.a .

65 a ? 5.4

15
29 7 52 4. 5.a

16 58 d 2.5.0

91152 4. 5 .

100 m ) 4.9 .

46 0 2 4. 5.a.

23 2 x Ofinco 5.a

26
44 p 5.2

26 55 e2 5.a

27 9B % 3. 4.3

29 43 0 4. 5.a

o 30

7 37
.

17 . .

20

4 1

16 50

13 31

4 44

22

.

6 27.

15 16

. 6 58

6 56
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mezzodi

vero .
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sidereo

а
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medio.
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d
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e

d
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m
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o

v
e
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o

.

mezzodi

véro .

h b 1 h 1

183 0

182 i Giov.

2 Ven.

184) 3 Sab .

4 Dom .

186 5 Lun .

• ' ' ° '3 21,30 6 38 55,92 6 35 34,06 4 14

3 32,846 43 4,04 6 39 30,62 4 14

3 44,13 6 47 11,92 6 43 27,18 4 14

3 55,16 6 51 19,54 6 47 23,74 4 14

4 5,91 6 55 26,87 6 5i 20,29 4 15

O

7 46

7 46

7 46

7 46

7 45

185 o

I

187 6 Mart. 0 4 16,356 59 33,90.6 55 16,85 4 15

188 7 Merc. 4 26,421.7 3 40,60 6 59 13,41 4 16

8 Gioy. 0 4 36,25 3 7 46,96 7 3 9,96 4 16

1901 9 Ven. 4 45,66 17 52,96 2. 7. 6,52 4.17

191 10 Sab . 0 4 54,68 15 58,56 2 11 3,08

189

7.45

744

7 44

7.43O

7 42

O

o

192 11 Dom ,

195 12 Lun.

194 13 Mart

1951 14 Merci

196 15 Gioy.

5 3,29 7 20 3,751 7.14 59,63 4 18

5 11,421 7 24 8,511 3 18 56,19

5 19,21 7 28 12,82 7 22 52,74 4 21

5 26,49 7 32 16,671 2 26 49,30 4 21

o 5 33,28 3.36 20,0413 30 45,864.22

742

741

7.39

O
7 39

7
38

O
737

0

1971 16 Ven.

198 ) 17 Sab.

199) 18 Dom .

200 19 Lun.

20 Mart.

O

5 39,567 40 22,90 7 34 42,41 4 23

5 45,32 7 44 25,24 7 38 38,97 4 24

5 50,55 2 48 27,04.5 42 35,52 4 25

5 55,23 7 52 28,29 7 46 32,081 4 26

5 59,35 7 56 28,97 7 50 28,64 4 27

7
36

7

234

9 33

0

201 0

0 7 32202 21 Merc

203 22 Giov.

204 23 Ven.

205 24 Sab.

206 25 Dom .

6 3,90 8. O 29,08 7 54 25,19 4 28

6 5,87 8 * 4 28,62 2 58 21,75 4 29

0 6 8,26 8 8.27,571 : 2 18,311 4 30

0 6 10,06 8 12 25,93 8 6 14,874 31

0 6 11,27 8 16 23,70 8 10 11,434 32

7 31

7 30

7 29

7 28

0

o

0

207 26 |Lun .

208
27

Mart.

209) 28 Merc.

210 29 Giov.

211 30 Ven .

212 31 Sab .

6 11,88 8 20.20,871 8 14 7,988 4 33

6 11,89 8 24 17,44 8 18 4,534 34

6 11,31 8 28 13,4i | 8 22

6 10,14 8 32 8,79 8 25 57,641 4 36

6 8,38 8 36 3,58 8 29 54,20 4 37

6 6,02 8 39 57,77 S 33 50,75 4 38

1,09] 4 35

7 27

7 26

7
25

7

7
23

7 23

0

0

O
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del Sole

DECLINAZIONE

boreale

del Sole

a mezzodi

vero,

VARIAZ.
LATIT.

della

del Sole
declin.

in 1 '
mezzodì

nel
medio .

merid.

a

LOGARITMO

della distan.

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio ,
a mezzodi medio.

°I

2

3

3 8 56 24,0

3
9 53 35,1

3 10 50 46,5

3 11 47 58,1

3 12 45 10,1

23
9 17,5

23 5 14,4

23 o 47,1

22 55 55,2

22 50 40,3

0,17

0,18

0,20

0,21

0,23

0,41B 0,0071943

0,32 0,0071985

0,21 0,0072010

0,09 0,0072018

0,044 0,0072007

6 0,17

}

3 13 42 22,4

3 14 39 35,2

3 15 36 48,3

3 16 34 1,9

3

22 45 1,0

22 38 58,0

22 32 31,4

22 25 41,3

22 18 28,0

0,25

0,26

0,28

0,36

0,42

0,52

0,59

0,0071975

0,007 1921

0,0071845

0,0071745

0.0071621

9

10 17 31 15,8

0,29

0,31

II 1 0,32

22 0,3
412

13

14

3 18 28 30,2

3 19 25 44,8

3 20 22 59,9

3 21 20 15,2

3 22 17 30,8

22 10 51,6

2 52,2

21 54 30,0

21 45 45,3

21 36 38,2

0,36

0,37

0,39

0,63

0,64

0,62

0,58

0,51

0,0071671

0,0071295

0,0071092

0,0070863

0,0070608

16

17

18

19

20

21 27 9,1

21 17 18,1

3

3 23 14 46,6

3 24 12 2,7

3 25 9 19,0

3 26 6 35,5

3 27 3 52,3

21
2 5,4

0,40 0,40 0,00703 28

0,42 0,28 0,0070024

0,43 0,15 0,0069696

0,45 0,02 0,0069346

0,46 0,1 IB ) 0,0068976

20 56 31,3

20 45 36,0

21 0,23

0,3422

23

3 28 1 9,3

3 28 58 26,6

3 29 55 44,3

4 2,4

20 34 19,8

20 22 42,9

20 10 45,5

19 58 27,9

0,48

0,49

0,51

0,52

0,54

0,43

0,0068586

0,0068178

0,0067753

0,0067312

0,0066856

o 53 0,49

1 50 20,9 19 45 50,4 0,53

26

27

28

29

30

31

4 47 40,2

4 3 44 59,9

4 4 42 20,6

5 39 42,0

4 6 37 4,4

4.7 34 27,7

19 32 53,2

19 19 36,5

19 6 0,7

18 52 5,9

18 37 52,4

18 23 20,5

0,55

0,57

0,58

0,59

0,61

0,62

0,54

0,51

0,46

0,38

0,27

0,15B

0,0066387

0,0065905

0,0065410

0,0064902

0,00634381

0,00153847
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O 11
h11

I Giov. 10° 17°15' 21 10 24 24 24
27 14 14 19B 3 52 T0B/15 II

2 Ven . 11 í 33 44 ir 8 42 49 3 26 20 2 57 15 16 4

3 Saboo u 15 51 17 II 22 58 47 2 25 24 1 51 19 16 56

4 Dom . | 0 I 15 35 o 38 47 17 48

5oLun. o 14 13 10 0 21 14.45 0 I 310 35 38A 18 40

00.5 3 0
7 9 54

20 27

6 Mart. po 28114 39 - 5 12 441125A 47 16 19 33

7. Merc. 1 12 8 57 1 19 3 13
2 51 51

8 Giov. 1 25 55 26 2 2 45 27 | 3 20 20 3 45 46 21 21

9 Ven . 2 9 33 22 16 18 15 4 7 48 4 26 12

10 Sab. | 2 23 2 29 402 4 40 46451 22 23 10

22 16 1

o 38

*

o 3

11 Dom . 3 6 16 15 3 12 49 15 4 57 58 5o34

12 Lun. | 3 19 18 20 3 25 43 534 59 14 4 54 5

13 Mart 4 8 23 364 45 18 4 33 5

14 Merc. | 4 14 37 46 14 20 48 16 417 41 3 59 23

15 Giov. | 4 26 55 18 5 2 59 6338 27

0 52

1 40

3 15 10 2 25

016 Ven . 5 9

17 Sab. 5 20 54 49

18 Dom . 6 2 43 40

19 Lan.- 6 4 3 21

20 Mart. 6 26 23 10

5 14 58 25 2 49 52 2 22 4939

5 26 49 42 1 54 20 I 24 42 3 51

6 8 37 20 o 54 12 4 34

6 20 26 24 0 8 15B 0 39 39B 5 16

7 2 22 21 I 10 46 I 41 19 6

0 237
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6 4539 27

310
9 26 56 19

7 33

21. Merc. 7 8 24 37

22 Giov. 17 20 41

23 Ven . | 8 3

24 Sab . | 8 16 16 28

25 Dom . 8 29 41 10

17 4

7 14 30 3.7 2 10 59 2

3 6 23 3 31 26

8 9 43 41 3 54 14 4 14 24

8 22 55 36431 34 1 4 45 20

9 6 33 2 4 55 21 5 I 16

8 23

9 16

10 II

26 İLun. 1 9 13 30 56 9 20 34 29 5 2 514 59 50 u 8

27 Mart. 9 27 43 4 10 4 55 59452 84 39 43 12 5

28 Merc) 10 12 12 24 10 19 31 25 4 22 394 IU
13

29 Giov. 110 26 52 611 4 13 30 3 35 35 1 3 6 21
15 56

30 Ven . 11 I 34 45 11 18 55 33 58 1 594 14 50

31 Sab . 11 26 13 29 0 3 29 39
0 44 21

15 441 22 18
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.
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. FASI DELLA LUNA

in tempo medio.
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I
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N
I

.

ECLISSI

DEPSATELL. DI Gioye

Tempo medio.

3 2636'

13 5

I. SATELLITE .

10 ha 1 U

Ultimo quarto .

Luna nuova •

Primo quarto

Luna piena

I

. . . 17 3818

25

22 23 51 imm.

13 52 23

11 20 5018 46. . .

5 49 19

0 17 45

18 46 16CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio. 13 14 41

7 43

2 1 I.

*

7

9

10

12

34

16

17

19

21

23

24

26

28

30

a
21 1

21 29. .

. . 22 II.

2 5

23 37.

. .

.

1 40

8 46

4

a
10 1

II 2

12

110 0 H 5.a

4 61 81 84.

461 82 8 4. 5 .

4 a 8 ( Aldebaran ) 1.2

7
51 0.5.2

8 54 1 O 4. 5.a

868 k o 5.a.a ..

65 c2 5 .

29 * $24. 5.

58 d 2 5.a

13 91.32 4. 5.2

18 46 A 14. 5.

19
7 X Ofiuco 5.a

19 24 m m 5.

44 p' 5.a

23 55 e? x 5.a

23 9B % 3. 4.2

43 0 4. 5.*

28
80 e H 5.a

29 ( 110 od 5.a

I

5

8

12

15

19

22

26

29

.

7 46

14 51

I 16

2 11 33

21 40 2

15 8 26

9 36 52

4 5 15

22 33 42

17

11 30 29

5 58 51

IÍ . SATELLITE .

12 16 26 imm.

1 34 27

14 51 57

4. 10

17. 27
33

6 45 43

3 14

9 21 29

22 390

III. SATELLITE.

2 14 28 imm.

5 8 17 em .

6 13 o imm .

97 46 em .

10 11 31 imm.

13 7 12 em.

14 10 29 imm.

17 7 4 em.

IV. SATELLITE .

22 45 50 imm.

23 20 50 em.

16 33 41 imm.

17 45 23 em.

20O

22 17

13 27. .

. .
19 44

6

6

13

13

22 16 31. .

I 26.
20

. 12 13 20

25 16 46. * 27

27
16 19. .

8 20 13

13

* 30
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mezzodì mezzodì

medio .vero ,

h h b

7 20

0

213

214

215

216

7 18

1 Dom .

2 Lun.

3 Mart.

4 Merc.

5 Giov.

• 6' 3,07 8° 43' 51 37 8 °37' 47,31 4 40

5 59,531 8 42 44,38 8 41 43,86 4.42

o 5 55,40 8 51 36,80 845 40,421 4 43

5 50,69 8 55 28,631 8 49 36,97 4 44

o 5 45,408 59 19,88 8 53 33,53 4 45

0

7 17

7 16

7 15217

0
7 14218

219 )

220

0

6 Ven .

7
Sab .

8 Dom .

9
Lun .

10 Mart,

O

5 39,53 9 3 10,558 57 30,08 4 46

5 33,09 9 7 0,64 9 i 26,64 4 48

5 26,08 9 10 50,16 9 5 23,19 4 49

5 18,50 9 14 39,11 9 9 19,741 4 50

5 10,35 9 18 27,49 9 13 16,30 4 52

7 12

7 II

7 10

7
8

221 O

222 O

0223 ) 1r Merc.

224 ) 12 ' Gioy.

2251 13 Ven.

226 14 Sab .

227 15 Dom .

5 1,63 9 22 15,30 9 17 12,85 4 53

0 4 52,33 9 26 2,53 9 21 9,41 | 4 55

o 4 42,46 9 29 49,19 9 25 5,96 4 56

o 4 32,03 9 33 35,29 9 29 2,51 4 58

0 4 21,05 9 37 20,83 9 32 59,071 4 59

7

7

7 4

7
2

I

0 02

6 590 1

228 | 16 |Lun.

229) 17 Mart.

230 18 Merc .

231 19 Giov.

232 20 Ven .

o 4 9,53 9 41 5,83 9 36 55,62 5

3 57,421 9 44 50,29 g 40 52,18

o 3 44,88 948 34,22 9 44 48,73

3 21,76 9 52 17,62 9 48 45,28 5 4

0 3 18,12 956 0,50 9 52 41,84 5 5

6 57

0
6 56

6 55

0

O

233 21 Sab.

234 22 Dom .

235 23 Lun.

236 24 Mart.

237 25 Merc.

3 3,98 959 42,87 9 56 38,39
5

7

2 49,36 10 5 24,7710 0 34,94
5 8

2 34,28 10 76,20 10 4 31,50 5 10

2 18,76 10.10 47,19 10
8 28,05 5 11

2,81 10 14 27,7510 12 24,60 5 13

6 53

6 52

6 50

6 49

0

o

6 47O 2

0

0

0

238\ 26 Gioy.

239 27 Ven.

240 28 Sab.

241 29 Dom .

242 30 Lun.

243 3 : Mart.

1 46,45 10 18 -7,89 10 16 21,15 5 14 6 46

I 29,69 10 21 47,64 10 20 17,71 5 16
6 44

I 12,55 10 25 27,01 10 24 14,26 5 17 6 43

o 55,04 10 29 6,00 19 28 10,811 5 19
6 41

o 37,18 10 32 44,65 10 32 5 6 39

o 19,00 10 36 22,97 10 36 5,92 5 22 6 38

O

0
7:37

21

O
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LONGITUDINE

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

DECLINAZIONE

boreale

del Sole

a mezzodi

vero.

VARIAZ.
LATIT.

della
del Sole

declin.

in i
mezzodi

nel

medio.
merid.

a

LOGARITMO

della distan .

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio.
a mezzodì medio .

1

1 18° 8' 30,5'

17 53 22,2
2

3

4 8 31 52,3

9 29 18,0

4 10 26 44,9

4 11 24 13,0

4 12 21 42,5

17 37 57,3

17 22 14,5

17 6 14,7

0,63

0,64

0,65

0,67

0,68

0,02B

0,11A

0,24

0,35

0,45

0,0063299

0,0062736

0,0062156

0,0061559

0,0060944

6
13 19 13,1

4 14 16 45,2

4 15 14 18,6

4 16 11 53,3

4 17 9 29,3

16 49 58,2

16 33 25,3

16 16 36,3

15 59 31,5

15 42 11,2

0,69

0,70

0,71

0,72

0,73

0,52

0,57

0,59

0,58

0,54

0,0060310

0,0059656

0,0058980

0,0058282

0,0057562

9

10

2 6,5 0,474 18

4 19 4 44,8

4 20 2 24,4

0,74

0,75
12

13

0,38

15 24 35,7

15 6 45,4

14 48 40,6

14 30 21,6

14 u 48,8

0,76

0,0056819

0,0056054

0,0055262

0,0054458

0,0053628

21 O 5,1

0,27

0,14

0,00

0,77

0,784 21 57 47,0

0,79

0,79

16

17

18

19

20

4 22 55 29,9

23 53 13,8

4.24 50 58,9

4 25 48 44,9

4 26 46 32,2

13 53 2,5

13 34 5,1

13 14 50,8

12 55 26,0

12 35 48,9

0,80

0,81

0,14 0,0052778

0,27 0,0051910

0,38 0,0051025

0,47 0,0050125

0,54 0,00492110,82

21

22

427 44 20,6

4 28 42 10,2

4 29 40 1,1

0 39 53,2

1 35 46,8

23

12 15 59,9

11 55 59,4

11 35 47,6

1 15 24,8

10 54 51,4

0,83

0,83

0,84

0,58

0,59

0,52

0,52

0,45

0,0048284

0,0047346

0,0046398

0,0045442

0,0044478

24

25

0,85

0,86

26

27

28

5 2 33 41,9

5 ° 3 31 38,6

5 4 29 36,9

5 ' 5 27 37,0

5 6 25 38,8

5
7 23 42,6

10 34 7,6

10 13 13,7

9 52 10,0

9 30 56,8

0,87

0,87

0,88

0,89

0,35

0,23

0,10

0,04A

0,17

0,29A

0,0043507

0.0042529

0,0041543

0,0040550

0,0039550

0,0038542

29

30

31

9 9 34,5 0,89

48 3,3 0,90



46 AGO
STO

1847 .

LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA
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PARALL ASSE DIAMETRO

AR. Declin. equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna

nel nel
mezzo mezza mezzo mezza

merid . merid.
dì notte di notte

medio . media. medio. media.
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d
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente 15 h 13 Occidente

.3
11 4

21
4

2. 1 .

.50

O 1 ... 231 .4 .3

4 1.01 .4 .3

51 2.

61

21
3. 1 . 2 .4

1040 3 .

302 O I.

O

O2.

.1.3 O

.2,1 .
.3

81 .3 I.

91

.4

.4

4 .

4 .2 . .3

101

11

12 1 1

131

14 1

2 . 3. 4 .o

,2,3. O .1,4 .

401 O
3.

.3,4151 2 . I

4.
2. 301 O

O I. .3 20

181 . 2. .3

161

171 4 .

.4
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20 | 3

21 |

221

191
2 . 3.
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3. 40

231 .4

24 1
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0 201

302,1 . O
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3. 1. O
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SET TEMBRE 1847 49

FASI DELLA LUNAG
I
O
R
N
I

. G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DE'SATELL. DI Giove

Tempo medio.in tempo medio.

1 I. SATELLITE .95514

4 24
u

9
.

1

Ultimo quarto

Luna nuova

Primo quarto

Luna piena

Ultimo quarto

0 27 17 imm .
.

7 57 217

24

18 55 38

3 2.
13 24

52 22

* 4

6

8

9

7
.

• 20 13 2 20 46

20 49 2

15 17 28* II

CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio .

13

15

16

* 18

20

22

9 45 48

4 14 11

22 42 30

17 10 51
I

I

24

6 3 31

0 35 50

19 4 9

. .
25

13 31 27. .
* 27

29
8

14 29
o 48

O

II. SATELLITE .
. .

2

o
n

2

6
.

11 57 20 imm.

1 14 51

14 33 1621 *. .

13 3 50 48
91 ! 24. 5. . .

17 45 * 16
1 17 9 16

.

77 6 8 5. 4 41

a ( Aldebaran ) 1.9 ... 755

4 | 51 O 5.0 5 14

4 54 10 4. 5.a 7 16

4 68 k o 5.a.

6 65 a 5 . 2 7

7 29 7 12 4. 5.a 14

8 58 d 25.9 7

9

15 46 6 1. 4. 5.* . 4 54

15 7 X Ofiuco 5.a
20 47

16 24 m ma 5.a 3 15

1944 p ' x 5.a

19 55 e? 4 5.a 5

9 8 8 3. 4.*

43 4. 5.

25 80 e X 5.*

25
110 o H 5.a

18 6

28 77 41 5.2

28 a 8 ( Aldebaran ) 1.9

20

23
. . . .

27 2 56

30.

1 56

II 18 97.

20 3 17.
IO

6 26 49

19 45 21

9

22 21 31

III . SATELLITE .

imm.

21. 6 38 em .

22. 8 in imm .

6 35 em.

6 30 imm.

5 5 49 em.

6 4 41 imm.

9 4 52 em.

IV. SATELLITE .

10 27 42 imm.

12 2 39 em .

22 3 41 II I

2 52

18

25

13 9. . .

15 17
16

* 16

Effem . 1847 7
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TEMPO

medio

TEMPO

sidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
'
a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

,

a а

TEMPO

sidereo

a

mezzodì

medio.

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

. T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodi mezzodi

vero . vero.

h 1 h 1 h 1h

0

1

O244 1 Merc. 0,53 10 40 1,00 10 40 0,471 5 23

245 2 Giov. 23 59 41,78 10 43 38,75 10 43 57,03 5 25

246 3 Ven. 23 59 22,76 10 47 16,23 10 47 53,58 5 27

247 4 Sab . 23 59 3,48 10. 50. 53,45 10 51 50,13 5 29

248 5 Dom . 23. 58 43,96 10 54 30,44 10 55 46,68 5 30

6 37

6 35

6 33

6 31

6 30

6 27

249 6 Lum. 23 58 24,230 58 7,21059 43,241 5 31 6 29

250
7 Mart. 23 58, 4,30 11 1 43,78 11 3 39,79 5 33

251 & Merc. 23 57 44,18 11 5 20,15 117.36,34) 5 35. 6 25

252
9 Giov. 23, 57 23,88 11 8 56,34 11 11 32,891 5 366 24

253 10. Ven. 23 57 3,41U 12 32,37 11 15 29,45 5 38
6 22

254 11 Sab. 23 56 42,80 11 16 8,26 11 19 26,00 5 406 20

255 12 Dom. 23 56 22,02 11 19 44,02 1 23 22,55 5 42 6 18

256 | 13 Lun. |23 56 1,23 11I 23 19,68 11 27 19,10 5 446 16

257 14 Mart. 23 55 40,29 11 26. 55,24 11 31 15,65 5 45 6 15

258.35 Merc. 23 55 19,27 11 30 30,72 11 35 12,21 5 47 6 13

259 16 Giov. 23, 54 58,20 11 34 6,13 11 39 8,76 5 48 6 12

260
17 Ven. 23 54 37,09 11 37 41,51 11 43 5,31 5 50 6 10

261 18 Sab. 23. 54 15,96 11.41 16,87 1147 1,86 5 51 6 9

262
19 Dom . 23 53 54,82 11 44 52,23 11 50 58,411 5 53 6

?6
263 20 Lụn. 23 53 35,7o | 48, 37,6i u 54 54,977 5 55

264 21 Mart. 23 53 12,62 11 52 3,09 11 58 51,52 5,57 6 3

265 22 Merc. 23 52 51,61 11 55° 38,50 12 2 48,07 ) 5 58 6 2

266 23 Giov. 23 52 30,69 11.59. 14,08 12,6 44,62 5 59. 6

267 24 Ven. 23 52 9,8812 2 49,77 12 10 41,176

268 25 : Sah . 23 51 49,20 12 6 25,58 12 14 37,73 6 2
5 58

I

I 5 59

5 52

55

269 26 Dom . 23 51 28,68 12.10 1,55 12 18 34,28 6 3

270 27 Lun. 23 5 8,34 12 13 37,71 12 22 30,83 6 5

271 28 Mart. 23 50 48,21 12 17 14,08 12 26 27,38 6 6

272 29 Merc. 23 50 28,32 12 20, 50,69 12 30 23,93 6 8

273 30 Giov. 23. 50 8,69 12 24 27,56 12 34 20,48 6 9

5 54

5 52

5 51
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LONGITUDINE

G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

del Sole

DECLINAZIONE

boreale

del Sole

a mezzodi

vero .

VARIAZ.
LATIT.

della

declin.
del Sole

a
in il

nel
mezzodì

merid.
medio .

LOGARITMO

della distan.

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio.

a mezzodi medio .

I 8° 26 23,5

8 4 35,5

0,39A

2

3

0,46

8 ° 21'46.2

5
9 19 55,9

5 10 18 5,5

5 11 16 17,1

5 12 14 30,9

7 42 39,6

2 20 36,1

0,91

0,91

0,92

0,92

0,93

0,51

0,54

0,54

0,0037525

0,0036498

0,0035460

0,0034610

0,0033347
6 58 25,2

0,93
6

7

8

9

IO

5 13 12 46,5

5 14 1 4,1

5 15 9 23,8

5 16 9 45,2

5 17 6 8,4

6 36 704

6 13 43,0

5 51 12,4

5 28 35,9

5 5 53,8

0,93

0,94

0,94

0.94

0,50

0,44

0,35

0,24

0,11

0,0032270

0,0031179

0,0030073

0.0028951

0,0027814

5 18 4 33,5

5 19 3 0,5

ii

12

13

14

4 43 6,5

4 20 14,3

0,95

0,95

0,03B

0,17

0,30
5 20 129,2 3 57 17,6

3 34 16,8

3 u 12,2

5 20 59.59,4

5 21 58 31,4

0,0026663

0,0025499

0,0024321

0,0023131

0,0021930

0,95

0,95 0,42

0,510,96

16

17

18

19

20

5 22 57 5,1

5 23 55 40,3

5 24 54 17,1

5 25 52 55,7

5 26 51 36,0

2 48 4,2

2 24 53,0

1 39,0

I 38 22,6

I 15 4,0

2

0,96

0,96

0,96

0,96

0,97

0,58

0,63

0,65

0,64

0,60

0,0020719

0,0019499

0,0018275

0,0017043

0,0015810

21 50 18,0

22

5 27

5 28 49 1,6

5 29 47 47,1

6 Ö 46 34,6

6 1 45. 24,2

23

o 51 43,7

0 28 22,0

o 4 59,1

0 18 24,7

0 41 49,16

0997

0,97

0,97

0,97

0,97

0,52

0,42

0,31

0,0014575

0,0013540

0,0012105

0,0010872

0,0009641

24 0,18

25
0,04

26

27

28

29

30

6 2 44 15,7

6 3 43 9,4

6 4 42 5,2

6 541 3,2

6 6 40 5,6

1 5 13,6

I 28 38,0

1,9

2 15 25,7

2 38 4791

1 52

0,97

0,97

0,97

0,97

0,97

0,09A| 0,0008412

0,21 0,00071
83

0,31 0,00059
60

0,39 0,00017
37

0,45A 0,000351
6



52 SETTEMBRE 1847

LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA
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a
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media.
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media.
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4

7A18O
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M
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M

5

8
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3 25

6

s
ã
o

4 0 22
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2 16 55
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.

PARALLASSE DIAMETRO

Declin. equatoriale orizzontale

della della Luna della Luna

Luna

nel

mezzo mezzamerid . merid . mezzo mezza

di notte di notte

medio. media. medio.media.
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente 14h 48' Occidente

1
4 . .I .3

3 .4 .

.2

21

: 31 4 .

41 4.

.4

61

3.

O

02. 1 .

.I O 3.

01. .2

O 2.

1. O

0.3 .I

51 IO3.

.4 .3 2 .

.4 .2

I. .2 .3 40

2. 1 . .4 3 .

2 . .
.4

81

91

ļo |

11

121
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14 1

15 |

.4

.4

4.

4 .

16 .3

171

181 .2

3.

3. 0102

3.
10

.3 Í . O

.30 I

.2.3,4.

O 4.2 . 1 .

2. 4. 1 . O 3.

4 . 3 . 1 .

3.
I O 2.

.3 0

.3 0.1

.2 .3

.4 201

2. 104 O 3.

3020 4,1.

3.
o .4

.3
2. Or .

O

2.

19 | 4 .

20 | 4 .

21 | .4

22 | .4

10

.
2

1 .

231 .3

24 1

25 1

26 |

271
.4

28 | or

29 | I. 2.3

.4

.4

4 .
301

O .1,2 .3
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G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DESATELL. DI GIOVE

Tempo medio.

8 21644 I. SATELLITE .• O

h I
16 20 18 I

Luna nuova

Primo quarto

Luna piena .

Ultimo quarto .

3 29 6 imm.

20 57 2523 2
. . 12 13

10 33
* 4 15 25 42

30 .

8

9

* II
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio. * 13

15

I II 8
17

18

I 13. 10. 20

9 53 2

4 22 20

22 50 38

17 18 55

11 47 14

6 15 32

0 43 50

19 12 6

13 40 25

8 8 43

2 37

21 5 17

15 33 36

1 54

4 30 12

II . SATELLITE.

11 39 6 imm.

o 57 45

14 15 21

I
22

24

25

20. 22

3 .
• 12 51

* 27
. 19 534

6

* 29
I0

31

6
* 4

12

3 16

23 48

10 49

2 46

9. 18

.13

13

3 34 215

* 18 16 51 41.

16

51 a 5.a

54 ao 4. 5.a

68 k o 5.a

65 a ? . 5.a

29 7 2 4. 5." .

58 d 12 5.a

91 112. 4. 5.a

46 0 4. 5 .

7 X. Ofiuco 5.a.

24 m my 5.a

44 p + 5 .

9 6 7 3. 4.4 .

43 6 4. 5.a

80 e 5..

110 0 H 5.a.

77 6 8 5.

a 8 (Aldebaran ) 1,9

51 0 5.4 .

54 20 4. 5,2

68 k o 5.1 .

65 2 5.a

9
25

II 35

25

29

6.10 25

19 28 3

17
. .

19 13 41

13 48

2 10

22 *.. 2

5 2023

25

14

8 46 50

III. SATELLITE .

2 37 imm.

13 3 42 em .

o 38 imm .

2 35. em .

17 59 9
imm .

21 1 58 em.

21 56 25 imm.

5 em.

9

9

* 16

16

17

22 0

26 I
23

28 18 46 I I

28

24

31

31

I 56 9 imm.

20.44

3. 43.29

30

5 0 41 em.

IV. SATELLITE .

4 24 1 imm.

6 17 44 em .

22 20 53 imm .

19 28

3
3

19
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TEMPO

sidereo

TEMPO

sidereo

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
'
a
n
n
o

. G
i
o
r
n
i

d
e
l

i
n
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

TEMPO

medio

a

mezzodi

vero .

a a

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l

S
o
l
e

at
e
m
p
o

v
e
r
o

.

mezzodì mezzodi

medio.

1

vero .

h h 1 h h 1

274 Ven. 23 49 49,34 12 284,71 12 38 ' 17,03 6 11 5 49

275 2 Sab. 23 49 30,29 12 31 42,16 12 42 13,59 6 13

256 3 Dom . 23 49 11,55 12 35 19,92 12 46 10,14 6 15

277 4 Lun. 23 48 53,1512 38 58,0212 50 6,691 6 16

278 5 Mart. 23 48 35,11 12 42 36,48 12 54 3,24 6 17 5 43

5 47

5 45

5 44

279 6 Merc. 23 48 17,45 12 46 15,32 12 57 59,29 6 18 5 42

280 7 Giov. 23 48 0,19 12 49 54,5613 í 56,34 6 20

281 Ś Ven . 23 47 43,34 12 53 34,21 13 5 52,89 6 21

282
9 Sab . 23 47 26,91 12 57. 14,29 13 9 49,44 6 23

283 10 Dom . 23 47 10,92 13 0 54,81 13 13 46,00 6 24 | 5 36

5 40

5 39

5 37

5 29

284 I Lun. 23 46 55,38 3435,783 17 42,55 | 6 25 1 5 34

285 12 Mart. 23 46 40,371.3 $ 17,22 :3 27 39,08 6 27 |
5 33

286 13 Merc. 23 46 25,73 13 1 59,15 13 25 35,65 6 28 5 32

287] 14 Giov. 23 46 11,66 13 15 41,59 13 29 32,20 6 30 5 30

288 ) 15 Ven. 23 45 58,11 13 19 24,56 13 33 28,76 6 31

289 16 Sab. 23 45 45,09 13 23 8,06 13 37 25,31 6 33 5 27

290 17 Dom . 23 45 32,62 13 26 52,11 13 41 21,86 6 35 5 25

29 | 18 Lun. 23 45 20,723 30 36,735 45 18,411 6 37 5 23

292 ) 19 Mart. 23 45 9,42 13 34 21,95 13 49 14,976 38

293 20 Merc. 23 44 58,73 13 38 778 13 53 11,52 6 405 20

5 22

294 ) 21 Giov. 23 44 48,66 13 41 54,23 13 57 8,07 ) 6 42 5 18

295 22 Ven. 23 44 39,23 13 45 41,33 14 í 4,63 6 13 5 17

296 23 Sab. 23 44 30,47 13 49 29,10 14 5 1,18 6 45 5 15

297 24 Dom . 23 44 22,39 13 53 17,55 14 8 57,73 6 47 5 13

298 25 Lun. 23 14 15,00 13 53 6,694 12 :54,28 66,69 14 6 48 5 12

299 26 Mart. 23 44 8,33 14 , 56,56 14 16 50,84 6 495 11

300 27 Merc. 23 44 2,4014 4 47,17 14 20 47,39 6 51 9

301 28 Giov . 23 43 57,22114 8 38,53 14 24 43,94 ) 6 525 8

302 29 Ven. 23 43 52,80 | 14 12 30,65 14 28 40,50 6 54 5 6

303 30 Sab . 23 43 49,16 14 16 23,56 14 32 37,05 6 56 5 4

304 31 Dom. 23 43 46,32 14 20 17,27 14 36 33,61 6-57 5 3
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G
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LONGITUDINE DECLINAZIONE

australe

del Sole del Sole

Bag a mezzodi

a mezzodìmedio.vero .

asibom so

VARIAZ . LOGARITMO

della: LATITI della distan .

del Sole
declin. della Terra

in 1 '
mezzodi

dal Sole

nel
medio.

a mezzodi

merid.
Golby

medio .

a

S

2

3

4

6 7 °39' 633 32 32

6 6 38 11,2 3 25 26,5

6 9 37 18,6 3 48 43,1

6 10 36 28,2 4 11 57,2

6 11 35 40,2 4 35 8,4

0,48A 0,0002295

0,48 0,0001074

0,45
9,9999851

0,39 9,9998625

0,96 0,30 9,9997396

1

6

38

9

IO

6 12 34 54,1

6 13 34 10,9

6 14 33 29,5

6 15 32 50,2

6 16 32 13,0

4 58 16,4

5 21 20,8

5 44 21,5

67 17,0

6 30 8,1

0,96

0,96

0,96

0,95

0,95

0,19

0,07

0,06B

0,20

0,33

9,9996164

9,9994927

9,9993685

9,9992438

9,9991186

12

13

6 17 31 37,8 6 52 53,9

6 18 31 4,5 7
15 34,!

6 19 30 33,11 3 38 8,4

6 20 30 3,5 8 o 36,3

6 21 29 35,8 8 22 57,4

0,95

0,94

0,94

0,93

0,93

0,45

0,55

0,63

0,68

9,9989931

9,9988673

9,9987412

9,9986149

9,9984887

14

15
0,70

16 8 45 11,2

17

18

19

20

6 22 29 9,6

6 23 28 45,3

6 24 28 22,7

6 25 28 1,9

6 26 27 42,8

9 7

9 29 1

0,92

0,92

0,91

0,91

0,90

0,699,9983627

0,669,9982371

0,60 9,9981120

0,50 9,9979876

0,39 9,9978640

0,271
21

22

23

24

25

0,13

6 27 27 25,6

6 28 27 10,0

6 29 26 56,4

7 0 26 44,7

7 1 26 34,9

10 34 19,6

10 55 42,4

11 16 55,4

11 37 58,2

11 58 50,4

0,90

0,89

0,89

9,9977413

9,9976197

9,9974994

9,9973804

9,9972627

0,00

0,12A0,88

0,87 0,23

26

27

28

29

30

31

22 26 27,2

7 3 26 21,6

26 18,1

5 26 16,7

4 .7

7

7 6 26
17,4

7 7 26 20,4

12 19 31,7

12 40 1,6

13 O 19,8

13 20 25,9

13 40 19,5

14 0

0,86

0,85

0,84

0,83

0,82

- 0,81

0,32

0,39

0,42

0,43

0,41

0,36A

9,99714
63

9,99703
12

9,99691
74

9,99680
49

9,996693
6

9,996583
4

0,2

l'em . 1847
8
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G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

G
i
o
r
n
i

d
e
l
l
a

s
e
t
t
i
m
a
n
a

.

P
a
s
s
a
g

.d
e
l
l
a

L
u
n
a

p
e
l

m
e
r
i
d
i
a
n
o

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

a

O s hO 1

I Ven .

2. Sab . 3 28 41 27 I

4 13 11 Ž 51 27 21 1

I 1

2

Ž Giov. 1

O 28 o 0

9. Sab. I
9 48

2.
13

LONGITUDINE DELLA LUNA LATITUDINE DELLA LUNA

a a i a mezza

mezzodi mezzanotte mezzodi inotte

medio. media. medio . media .

39
9

33 19
3 16 1

5° 18' 13A 5° 16 224 18"407

3 22 23 40 5 10 37 5 IL19 29

3 Dom . 4 4 54 53 4 11 4 27 14 48 19 4 32 13 20 16

4 Lụn, 4 17 10 36 4 23 13 48

5 Mart. 4 29 14 29 5 5 13 3 3 27 17 3 21 45

6. Merc. 5 u 9 55 5 17
5 26 2 32 53 3 1322 27

5 22 59 57 5 28 53 49 1 32 18 0 27 23 16

8 Ven. 6 4 47 20 6 10 40 48 4 45B 23 52

6 16 34 29 6 22 28 40 o 37 28B

Dom . 6 28 23 36 2 12 15 o 35

TILun . 7 10 16 53
7 , 16 15 46 2 41 23 39* 2

1 20

12 Mart. 22 16 31 7,28 1927 3 34 43 26

13. Merc. 8 4 24 55 8 10 33 14 4 19 3 4 37.8

14 Giov. 8 16 44 42 8 22 59 564 52 9 5 3 52 3 42

15.Ven. 8 29 19 5 9 5 42 36 5 12 5 16 26

16. Sab . 9 18 44 18 5.16 55 5 25

19-Dom. 9 25 23 11 3 48 5 6 18

18, Luu. 10 : 8 58 21 IÒ 15 54 58 4.36 54 4 16 12 7 11

19. Mart. 10 22 57 40 11 6 21 3 22 35 8 4

20 Merc. 11 7 20 46 11 14 40 31
2 50 12 2 14 39 8 58

Giov. 11 22 5 3 11, 29 33 38 0 56-17953

22 Ven .
2 5 24 0 14 39 21 0.14 52 0 27 A 10 49

23 Sab. 0 22 14 23 0,29 49 18 8 274 1 48.39 11 46

24. Dom . 1 14 54 3 2 26 48 3 9 12 44

25 Lun. 1.29 44 31 3 34 5 4 2 4 13 43

26 Mart 7 I 59 2 14 13 17 4 45 44 4 44 50 14 41

2 21 17 56 2 28 15 36 4 59 15 5 8 59 15 38

28 Giov.
3 5 6 9 5 1 49 37 5 147 5 ih 48 16 33

29 Ven . 3 18 26 12 3,24 56 13 5 u 16 5 3.47 17 24

30 Sab. 4 3 4 52 36 4.38 '1 18 13

31 Dom . 4 13 51 15 4 19 59 43 4:20 21 3:59 54 18 59

7 4 19.36 1:41 23

3 58 9

2 53

2 4 33

9 12 10 53 5 13 17

4 53 20IO 2 5 27

0 3 51 21

211 1 36 27

0

I

I 7 22 55

I 22 21 35

2

27 Merc.

I 20 4 9 38
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G
i
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l
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e

.

PARA L LASSE DIAMETRO

Declin . equatoriale orizzontale

della della Luna della Luna

Luna

nel
mezzo mezza mezzo mezza

di notte di notte

medio . media . medio. media .

N
a
s
c
e
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

T
r
a
m
o
n
t
a
r
e

d
e
l
l
a

L
u
n
a

i
n
t
e
m
p
o

m
e
d
i
o

.

h 1 h

I [ 14

12 12

13 129 6 12

9 55

42

9
2
5
g

I
A
N
D

14. 10

15 10

1

II 29.

12 15

13 2

9

10 13 49

* *

6 I

II

3

21

o

6 33

12

13

o
s
o

e
s
c
o

21 57

22 52

23 44

7 I
O
M
O
N

327

19 21 55

22 53

♡

5

T
oo
v
o

e
r
'
a

-o

1
7

年
3

召
码

码
5

码

1

U
L
U
T

t
o
o
v

*

3
0

3
0
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente 14" " Occidente

2. I 4.3 .

14..2

1 .3.

.3 4 .

3.

04.

01.02

.10

1. O .2

4 .
2.3

71 2 . .3

3 .2. I.

2

31

41

51

61 4 .

4 .

81 .4

91 .4

101

ul

121

13 | 1

141

151

.2

.I .2.4 3 .

.3

203

.4

3 .

O

02. I.

I 0.4

0203 .4

1
4

2 . .4

2.1 . 3 .

161 0 3. .1

.4

4 .

4 .17 102 O .3

181 3. 2.1 . 4 .

30

191

201

211

22 |

2 . .3

4 . 3.

231 4. .2

24 | 4 .

251

26

203, .I O 4 .

40201.

4. 0.1

1.2.0

.1,3.

103

102

.3,2 .

.4 302

104 O 263

ideo .4

O 3.

.4 3.

.4 1

271 I.

28 |

29

30.1

3 .

.4

31
1.3 . O .4
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G
I
O
R
N
I

. FASI DELLA LUNA

in tempo medio .

G
I
O
R
N
I

.

ECLISSI

DE’SATELL, DI GIOVE

Tempo medio .

15.048' I. SATELLITE .. .
7

15

b 1
.

Luna nuova

Primo quarto

Luna piena.

Ultimo quarto .

21

6 52

22 41

4 59

22 58 29 imm.

17 26 48

11 55 6

.

29 6 23 24

o 51 42

I19 20

1

3

5

7

9

10

* 12

14

16

17

19

21

CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio

1 2 12

13 48 21

8 16 39

2 44 57

21 13 17

15 41 38

9 57

4 38 16

23 6 37

*
*

2 . 9 32 10

6 4
.

16 41

24

* 26. 17 34 58

I2 319
.

.

8 30

14 58

15 6

0 40

I 2 .
*

. . 1

17 43

29 # 24. 5. .

58 d 25.

3
gr 152 4. 5 .

8 46 6 - 4. 5.

9 7 X Ofiuco 5.a

9 24 m m 5."

44 pl ~ 5 .

13 55 e y 5.*

13 96 % 3. 4. " .

15 43 B 4. 5.*

19 8o e il 5. .

19 110 o H 5. .

77 5 .

8 ( Aldebaran ) 1...

25 51 O 5.a.

25 54 20 4. 5.

25 68 k o 5...

27 65 ? % 5.*

28 29 * 24. 5.

29 58 d 5.

1

5

9

* 12

16

*
19

23

* 26

* 30

• 21 17

0

19 13

6 41 40

II . SATELLITE .

22 4 30 imm .

Ii 23 19

0 41

13 59 51

3 34

16 36 26

5 54

4

8 30 52

III. SATELLITE .

5 54 16 imm .

8 59 38 em.

19 52 18 imm .

12 58 30 em .

13 50 14 imm .

16 57 16 em.

17 48 23 imm.

20 56 13 em .

IV. SATELLITE

16 18 32 imm .

1 em .

22 .

15 53

8 57

11 57

4 19

6 4

12 59

22
7

Z

14

* 14

* 21

.

.

* 21
.

* 28

3 44 28. . •

9 50
.

16 47 18 42* 5

* 22

* 22

10 17 2g imm .

12 53 33 em .
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TEMPÓ

sidereo

TEMPO

sidereo

TEMPO

medio

a

mezzodi

vero .

a a

mezzodì mezzodi

medio.vero.

h h 1 1 h h

O

305 1 Lun. 25 45 44,29424 178 14 40 30,16 6 58 5

306 2 Mart. 23 43 43,07 14 28 7,11 14 44 26,71 70 5

307 3 Merc. 23 43 42,67 14 32 3,27 14 48 23,27 1 4 59

308 Giov. 23 43 43,10 14 36 0,25 14 52 19,82 3 2 4 58

309 5 Ven. 23 43 44,36 14 39 58,07 14 56 16,38 3 4 4 56

310 6 Sab. 23 43 46,46 14 43 56,73 15 0 12,9370 12,93 7 5455

311 7 Dom . 23 43 49,40 14 47 56,23 15 4 9,49 7 64 54

312 8 Lun. 23 43 53,18| 4 5 56,58 | 15 8 6,04 14 52

513 9 Mart. 23 43 57,80 14 55 57,77 15 12 2,60 79

314 ) 10 Merc. 23 44 3,27 14 59 59,80 15 15 59,15 9 10

4 51

4 50

315 11 Giov. 23 44 9,1815 4 2,68 15 19 55,71 7 12 4 48

316 12 Ven . 23 44 16,32 15 8 6,40 15 23 52,26 13 4 47

317 ) 13 Sab. 23 44 24,69 15 12 10,95 15 27 48,82 9 14 4 46

318 14 Dom . 23 44 33,49 15 16 16,33 15 31 45,37 7 15
4 45

39| 15 |Lun. 123 45,12 15 20 22,54 | 15 35 41,931 7 16 4 44

320 16 Mart. 23 44 53,58 15 24 29,58 15 39 38,48 7 17 4 43

321 17 Merc. 23 45 4,86 15 28 37,45 15 45 35,04 7 19 4 ° 41

322 18.Giov. 23 45 16,9615 32 46,14 15 47 31,59 7 20 4 40

323 19 Ven. 23 45 29,88 15 36 55,65 15 51 28,15 21 4 39

324 20 Sab. 23 45 43,67 15 41 5,97 15 55 24,70 7 22
4 38

325 21 Dom . 23 45 58,14 15 45 17,10 15 59 21,267 23 4 37

326 22 Lun . 23 46 45 46 45 49 29,0236 3 17,82 | 2 4 36

327 23 Mart. 23 46 29,57 15 53 41,7316 7 14,37 3 25 4 35

328 ) 24 Merc. 23 46 46,43 15 57 55,23 16 11 10,93 7 26 4 34

329 25 Giov. 23 47 4,16 16 a 9,51 16 15 748 727 4 33

4 32330 26 Ven. 23 47 22,62 16 6 24,58 16 19 4,041 7. 28

331 27 Sab. 23 47 41,84 16 10 40,42 16 23 0,60 70,60 7 29 4 31

332 28 Dom . 23 48 1,80 16 14 56,98 16 26 57,15 304 30

333 29 Lun. 23 18 22,48 | 16 19 14,2716 53,7 | 7

334 30 Mart. 23 48 43,86 16 23 32,27 16 34 50,26 7 .
32

314 29

4 28
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G
i
o
r
n
i

d
e
l

m
e
s
e

.

b
e

1
9

LONGITUDINE DECLINAZIONE

australe

del Sole del Sole

a mezzodi

a mezzodi medio .

siboni ibor

VARIAZ. LOGARITMO

della

Latit . I

della distan.

declin.
del Sole

della Terra

ini ! dal Sole
mezzodì

nel
medio .

a mezzodì

merid. medio !

a

vero . on

C
r
o

1

0,18

3

7 8 26 25,5

7 9 26 32,8

7 10 26 42,2

7 II 26 53,5

7 12 27 ° 7,0

14 19 27,5 0,80

14 38 41,1 0,79

14 57 40,6 0,78

15 16 25,5

15 54 55,4 0,76

0,28A 9.9964742

9,9963659

0,05 9,996258
5

0,09B 9.99615
58

9.9960458

0,77

0,22

6 7 13 27 22,3

7 7 14 27 59,6

8 7.15 27 58,6

9 316 28 19,3

7 17 28 41,6

15 53 9,9

16 II 8,6

16 28 51,0

16 46 16,6

0,75

0,74

0,73

0,35

0,47

0,57

0,66

0,72

9,9959404

9,9958356

9,9957313

9,9956277

9,9955249

1 0,72

10 17 3 25.1 0,70

II

0,68
12

13

14

15

7.18 29 5,6

7 19 29 30,8

7 20 29 57,6

9 21 30 25,7

7 22 30 55,2

17 20 16,1 0,69

17 36 49,2

17 53 3,9 0,67

18 8 59,8 0,66

18 24 36,6 0,64

0,75 9,9954229

0,74 9,9953217

0,77 9.9952215

0,65 9.9951224

0,57 9,9950246

18 39 53,9

18 54 51,2

0,46
16

17

18

19

20

7 23 31 25,8

7 24 31 57,9

7 25 32 31,1

7 26 33 5,6

7 27 33 41,3

19 9 28,2

19 23 44,5

19 37 39,8

0,63

0,62

0,60

0,59

0,58

9,9949
283

0,34 9,9948336

0,20 9,9947407

0,06 9,9946498

0,07A 9,9945610

21

22
19 51 13,7 0,56

23

7 28 34 18,4

7 29 34 56,8

8 o 35 36,6

18

8 2 37 0,4

0,55

0,53

0,18

0,27

0,34

0,39

0,40

20 4 25,9

20 17 16,0

20 29 43,6

20 41 48,5

9.99447
43

9,99438
99

9.99430
78

9.99422
80

9,99415
05

1 36 17,724

25

0,52

0,50

26
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PARALLASS E DIAMETRO

AR. Declin . equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.
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. FASI DELLA LUNA

in tempo medio.
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.

ECLISSI

DEPSATELL. DI Giove

Tempo medio .

Luna nuova . . . I. SATELLITE .7

14

gt z'

16 3.
11

Primo quarto

Luna piena .

Ultimo quarto

b

1
21

0.
10 45

2 imm.

19 28 26

29
. 2 25 *

*

3

5

7

9

10
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio. 12

* 14

13 56 47

8 25 10

2 53 33

21 21 59

15 50 22

10 18 46

4 47 11

23 15 39

4

12 12 30

6 40 57

9 27

16

17

19 17 44

23 35

15 16

· 21 40

20 47

* 21

.

IC

* 23

25

26

* 28

* 30

10 23 9

19 37 53
.

14 6 22

8 34 512 51

II. SATELLITE .

.

7 28

23 58

18 54

• 21 57

3
.

5 46 4 . 4. 5.

6 7 X Ofiuco 5.a

6
24 m m 5.a

944 pl 5.

9B 3. 4.

13 43 4. 5.*

16 80 e X 5 .

16 ( 110 0 / 5.a

19 77 418 5.1

19 au ( Aldebaran ) 1.?

51 C 5.a

54 20 4. 5.*

68 k o 5..

24 | 65 az 5 .

25 14 0 12 4.*

25 29 7 92 4. 5.2

27 | 58 d 12 5."

31 100 a m 4.9 .

C

II

* 14
22

21 49 45 imm.

11 7 35

0 26 29

13 44 20

3 3 15

16. 21 9

5 40 2

18 57 59

. . 14 30 18

22 . . 16 24

23 6

* 21

* 25
22 . .

* 28

13 II.

94

18 44

I 8

5

13

III. SATELLITE.

21 47 g imm .

1.45 46

544 55

.

20.

* 27
9 43 35

10 17

9

9

25

IV. SATELLITE .

4 16 35 imm.

7 3 57 em .

22 16 26 : imm .
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. TEMPO

medio

a

mezzodì

vero.

a a

mezzodì1 mezzodì

medio.vero .

h
1

h h h h 1

334 27

335 1 Merc . 23 49 5,93 16 27 50,96 16 38' 46,82 7 33 4 23

336 2.Giov . 23 49 28,68 16 32 10,33 16 42 43,38

3 Ven. 23 49 52,09 16 36 30,36 16 46 39,93 · 34 4 26

338 4 Sab. 23 50 16,12 16 40 51,0116 50 36,49 7
35 4 25

339 5 Dom . 23 50 40,74 16 45 12,25 16 54 33,04 364 24

337

134o| 6 |Lun . 23 54 5,936 49 54,666 58 59 60 7 36 14 24

341 7 Mart. 23 51 31,6416 53 56,41 17 2 26,16
23

342 8 Merc. 23 51 57,83 16 58 19,26 13 6 22,711 7 37 4 23

343 9 Giov. 23 52 24,57 17 2 42,59 17 10 19,27 ) 7 38 4 22

344 10 Ven. 23 52 51,71 13 7 6,37 13 14 15,83 3 38 4 22

21

345| I Sab. |23 55 59,262 v 30,56 17 18 12,5g| z 3 | 4 21

346 12 Dom . 23 53 47,19 17.15 55,12 17.22 8,94 ; 39

347 13 Lun. 53 54 55,47| 7 20 20,037 26 5,501 7 4o 1 4 20

348 14 Mart. 23 54 44,05 17 24 45,24 19 30 2,067 40 | 4 20

349 15 Merc. 23 55 12,91 13 29 10,74 13 33 58,61 5 40 4 20

350 16 Giov. 23 55 42,01 17 33 36,47 17 37 55,12 7 414 19

351
17 Ven. 23 56 11,3117.38 2,41 17 41 41,73 5414 19

352 18 Sab. 23 56 40,7919 42 28,53 17 45 48,28 941 4 19

353
19 Dom . 23 57 10,42 17 46 54,80 17 49 44,843 424 18

354 | 20 Lun. 23 57 40, z17 5 21,917 53 41,4o | 7 43 1 4 18

22

355 21 Mart. 23 58 10,01 17.55 47,6717 57 37,961 7 42. 4 18

356
Merc: 23 58 39 :01 | 13 20 12;2713 ? 32,51i 34,51 3 424 18

357 23 Giov. 23 59 9,83 18 4 40,72 18.5 31507 3 424 18

358 24 Ven. 23 59 39,75 18 97,33 18 9 27,63 424 18

359 25 Sab .
0 9,64 18 13 33,85 18 13 24,18 3 414 19

0

O

0 I

0

360 26 Dom .

36 | 27 Lun.

362 ) 28 Mart,

363 29 Merc.

364) 30 Giov.

365 | 31 Ven .

o 39,4718 18 0,31 18 17 20,24 7.41 4 19

9,20 18 22 26,68 18 21 17,301 3 41 4 19

1 38,80 18 26 52,92 18 25 13,85 5 40 4 20

2 8,24 18 31 19,00 18 29 10,41 7 40

2 37,49 18 35 44,8918 33 6,92 3 39

3 : 6,52 18 40 10,56 18 37 3,53 3 39

o 20

0 2 )

o 21
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del Sole

DECLINAZIONE

australe

del Sole

a mezzodi

vero.

VARIAZ.
LATIT.

della

declin.
del Sole

in i '
mezzodì

nel
medio .

merid.

a

LOGARITMO

della distan.

della Terra

dal Sole

a mezzodi

medio.
a mezzodì medio ,

>
O O 1

2

3

8° 8 °41 47,2 21 46 1,5

8 9 42 40,1 21 55 18,0

8 10 43 : 34,4 22
22 4 9,2

8 11 44 29,9 22 12 34,9

8 12 45 26,8 22 20 34,8

14

0,39

0,37

0,36

0,34

0,32

0,08B 9,9937303

0,21 9,9936670

0,34 9,9936054

0,46 9,9935454

0,57 9,9934868

6 22 288 13 46 24,6

8 14 47 23,4

8 15 48 23,3

8 16 49 24,1

8 17 50 25,5

8,6

22 35 16,0

22 41 56,8

22 48 10,8

22 53 57,9

0,30

0,28

0,26

0,25

0,23

0,66

0,72

0,75

9,9934296

9,9933738

9,9933194

9,9932665

9,9932152

9

10

0,76

0,74

II

12

0,21

0,19

13

8 18 51 27,6

8 19 52 30,3

8 20 53 33,4

8 21 54 37,1

8 22 55 41,1

22 59 17,8

23 4 10,4

23 Š 35,4

23 12 32,2

23 16 2,3

0,7

0,69

0,60

0,48

0,36

0,23

9,9931655

9,9931175

9,9930713.

9,9930270

9,9929848

14

15

0,16

0,14

16 23 19
0,12

0,1017

18

19

20

8 23 56 45,5

8 24 57 50,3

8 25 58 55,4

8 27 0 0,6

8 28 16,4

4,0

23 21 37,6

23 23 43,1

23 25 20,5

23 26 29,7

0,08

0,06

0,04

0,10

0,03A

0,14

0,24

0,32

9,9929447

9,9929069

9,9928718

9,9928300

9,9928091

21
0,02

0,00o 3 18,9

8 29 2 12,5

9

9 I
4 25,7

9 2

9 3 6 40,5

22

23

24

25

23 27 10,7

23 27 23,4

207

23 26 23,7

23 25 11,4

23 27 + 0,02

0,37

0,39

0,38

0,34

0,28

9,9927820

9,9927578

9,9927364

9,9927 178

9,9927020

5 32,3 0,04

0,06

7 48,6
26

27

28

29

0,08

0,10 0,08

9

4
9 5 8 57,3

9 6 10 6,3

9 7 11 15,8

9 . 8 12 25,8

9 9 13 36,1

23 23 30,9

23 21 22,2

23 18 45,3

23 15 40,3

23 12

238 6,2

0,12

0,19 9,9926889

9,9926784

0,04B 9,9926704

0,17 9,9926649

0,30 9,9926617

0,43B 9,9926607

30

0,14

0,16

+ 0;18

7,2

31
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PARALLASSE DIAMETRO

AR . Declin . equatoriale orizzontale

della della della Luna della Luna

Luna Luna

nel nel
mezzo mezza
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medio . media . | medio. media .
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.
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SEMIDIAMETRÓ DEL SOLE ,

TEMPO SIDERLO IMPIEGATO DAL SOLE A PASSARE PEL MERIDIANO ,

E LONGITUDINE DEL NODO DELLA LUNA

A MEZZODI MEDIO,

Semidiam .

Giorni. del Sole

Tem. sid .

Longitud .
impieg.

dal Sole del nodo

a passare della Luna.

pel mer.

Giorni.

Tem . sid .
Semidiam .

Longitud.
༧༨ ནཔ འི་ impieg.

del Sole dal Sole del nodo

a passarein arco . della Luna.
pel mer .

in arco.

1 S o 1 s o

6 15'

G
e
n
n
a
j
o

L
u
g
l
i
o

12 2

A
g
o
s
t
o

II

12

F
e
b
b
r
a
j
o

M
a
r
z
o

9,8

9,1 6 u 29

2

Ιο 6 10 51

20 22

S
e
t
t
e
m
b
r
e

O
t
t
o
b
r
e

0,12 8,51 6 9 54

16 17,8 2 22,1 6 24 12

16 17,7 2 21,4 6 23 53

16 17,5 2 20,5 6 23 34

19 16 17,0 2 19,5 6 23 15

25 16 16,32 18,1 6 22 56

31 16 15,5 2 16,7 6 22 37

6 16 14,8 2 15,4 6 22 18

16 13,6 2 14,0 6 21 59

18 16 12,3 2 12,7 6 21 40

24 16 11,0 2 11,5 6 21 21

16 9,32 10,7 6 21

8 16 8,02
9,9 6 20 42

14 ) 16 6,5 2 9,3 6 20 23

16 4,82
9,0 6 20

26 16 3,12 8,8 6 19 45

16 1,7 | 2 8,9 6 19 26

15 59,72 9,2 6 19 7

15 58,22
9,2 6 18 48

19 15 56,6 2 10,3 6 18 29

25 15 55,1 2 11,1 | 6 18 10

15 53,7 2 12,0 6 17 51

15 52,3 2 12,9 6 17 32

15 50,9 2 13,9 6 17 13

19 15 49,8 14,81 6 16 54

25 15 48,7 2 15,7 6 36 35

31 15 47,9 2 16,5 6 16 16

6 15 47,0 2 17,2 6 15 56

12 15 46,5 2 17,6 6 15 37

18 15 46,02 17,8 6 15 18

24 / 15 45,7 2 17,8 6 14 59

30 15 45,5 2 17,5 6 14 40

45,6 2 17,2 6 14 21

15 45,7 2 16,6 6 14

18 ) 15 46,0 2 15,8 6 13 43

24 15 46,5 2 14,8 6 13

30 15 47,12 13,8 6 13 5

5 15 47,8 2 12,6 6 12 45

15 48,8 2 11,6 6 12 26

17 15 49,92 10,7 6 12
7

23 15 51,12 6 11 48

29 15 52,4 2

415 53,72 8,6 6 II 10

15 55,3 2 8,3

16 15 56,82 8,1 6 10 32

15 58,42 8,2 6 10 13

28 | 16

4 16 8,9 6 9 35

16 3,3 2 9,7 6 9 16

161 16 5,0 2 10,6 6 357

16 6,6 2 11,7 6 8 38

28 | 16 8,12 12,9 6 8 19

3 16 9,8 2 14,3 6 8

9 16 11,2 2 15,7 6 41

151 16 12,4 2 17,0 6
7
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POSIZIONI DI MERCURIO DJ SEI IN SEI GIORNI

A BIEZZODI MEDIO .
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POSIZIONI DI MERCURIO DI SEI IN SEI GIORNI
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POSJZIONI DI VENERE DI SEI IN SEI GIORNI

A MEZZODI MEDIO .
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POSIZIONI DI VENERE DI SEJ IN SEI GIORNI

A MEZZODI MEDIO .
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POSIZIONI DI MARTE DI SEI IN SEI GIORNI

A 12h DI TEMPO MEDIO .
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POSIZIONI DI MARTE DI SEI IN SEI GIORNI

A 12h DI TEMPO MEDIO .
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POSIZIONI DI CERERE DI SEI IN SEI GIORNI

A 12h DI TEMPO MEDIO ,
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POSIZIONI DI PALLADE DI SEI IN SEI GIORNI

A 12h DI TEMPO MEDIO .
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POSIZIONI DI GIUNONE DI SEI IN SEI GIORNI

A 12" DI TEMPO MEDIO.
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POSJZIONI DI VESTA DI SES IN SEI GIORNI

A 12h DI TEMPO MEDIO .
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POSIZIONI DI GJOVE DI DODICI IN DODICI GIORNI

A 12h DI TEMPO MEDIO .
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POSJZIONI DI SATURNO DI DODICJ IN DODICI GIORNI

A 12h DI TEMPO MEDIO .
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:

Novem .

28 u 6 201 2

9 11 6 12

21 1 6 19 1 56 22 35

31 6 410 1 54 122 10 50

15 17 16 1 53 22

8. 3 1 51A 22 42 10 15

Dicem.

A
M

o
c
o
n

8 5
9

- 9 9

5 48 6

4 19
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POSIZIONI DI URANO DI DODICI IN DODICI GIORNI

A 19h .DI TEMPO MEDIO .
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.

N
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.

P
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e
l
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. T
r
a
m
o
n

t
a
r
e

.

S

h

Gennajo 1 S
o
n
i
a

四
和
打
好

在

.
e
l
l
e
r

e
v
e
r

$
8
8

5
3

1

2

n
o

9 12 241 o 38

o 13 31 0 38

0 13 391 o 38

0 14 25 ) o 38

0 15 41 o 38

o

o

o
O0
0
5
5

O
N

19

2
3
7

Maggio o 59

c
r
o
o

ส
ร
ีo

g
h
e
r

e
r

I

i 5

I 7

Giugno

5
7

1 49

12

Luglio
0 18 13w

o
i
r
ã
o

I 8

1

I 8

I 8

8
7
7
6
5

2
5

5
品

尽
所

Agosto 0 18 12

0 18 3 o 40

Settem .

ซ
ึ
่
ง

4
3017 46 41

0 17 16 0 41

o 16 57 0 41

041

0 16 041

Ottobre 4

1

I 4

I

1 0

5 42

Novem.

0 15 34 041

0 15 o 0 40

0 14 50 o

Dicem.

e
r
o
r
e
r

e
r
e
t
e
r

0 14 33

O 14

014 20
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FenQMENI ED OSSERVAZIONI.

G
e
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n
a
j
o

A
p
r
i
l
e

Distanza minima del Sole .

6 ( apogea.

13 ? nell'afelio.

in of

171 Š in gp.

18 ( perigea.

20 o entra in

23 Š nell'afelio
.

S
O
O
S

II

a 3h 29',4.

in

13 ( perigea

20 o entra in a 6h 19', 1 ,

21 ; nell'afelio .

25 ( apogea .

28 $ nella mass elongaz. occid .

( apogea.

nella massima lat. A.

$ nella massima lat. A.

215
perigea.

16 8 super, O.

18 6 entra in X a 18h 12',9.

22 560

261 72 in quadratura col O.

35 9 nel perielio .

nl ( perigea.

8 nella massima lat. A.

o entra in a 25 ',3 .

23 ( apogea.

27 ļ nella massima lat . B.

31 9 in lo

21 6h

M
a
r
z
o

G
i
u
g
n
o

apogea.

in B

8 nel perielio,

13 nella mass. elong. orient.

16 ( perigea.

17 Occultazione
di Venere.

19 $ nella massima lat. B.

o entra in r a 18h2',9.

291 ( apogea .

31 ] Š inf. O.

31 Eclisse parziale di Luna vi

sibile a Milano .

u in quadratura col O.

o super. O.

nel perielio.

( perigea.

15 $ nella massima lat. B.
3

20 ( apogea.

20 € o o.

o entra in % a 14h 55',0.

29 7 nella massima lat. A.

20
21
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FENOMENI ED OSSERVAZIONI.

L
u
g
l
i
o

O
t
t
o
b
r
e( perigea.

7 in quadratura col O.

Distanza massima del Sole .

8 Š in P.

9 ) :

10 # in quadratura col O. !

10 $ nella mass. elong. orient.

17 ( apogea.

18 $ nell'afelio. : in in

18 nel perielio .

Y in 9 .

81 ( apogea .

Eclisse diSole visibile a Milano

* : 0

14 in quadratura col o.

141 $ nell’afelio.

181 16 in 8

22 ( perigea .

23 o entra in my a 13h 15',9.

30 5 : 0

22 in 9.

23 o entra in 12 ai
, h

47',0.

25 % nella mass. elong. orient.

29 ( perigea .

N
o
v
e
m
b
r
e

A
g
o
s
t
o

ộ nella massima lat . A.

s apogea .

nella mass. elong. orient.

in B

17
in B

20 ( perigea.

o entra in » a gh 54',8.

23

25 % nel mass. splend. mattutino.

25 ó inf. o

271 $ nel perielio.

28 5 in quadratura col O.

22

Ö inf. O.

nella massima lat. A.

14 ( apogea.

15 nelmass.splend. vespertino.

23 o entra inm a gbe 16',9.

25 g nella massima elong. occid .

26 nell'afelio .

27 ( perigea.

27 in bei

31 nel perielio.

in B

D
i
c
e
m
b
r
e

S
e
t
t
e
m
b
r
e 2 1 8 0

11 § nella massima latitud . B.

apogea .

nella massima latitud. A.

19 ó super. O.

23 o entra in a 4h 59', 5.

24 ( perigea.

( apogea .

2
nella massima lat. B.

nella massima elong. occid .

7.141 nella massima elong. occid .

16 nel perielio.

18 ( perigea.

21 o entra in 7 a 22h 41,5.

29 ( apogea.

31 Distanza minima del Sole .

31 g in
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METODI D’APPROSSIMAZIONE

NELLA RICERCA

DELLE RADICI DELLE EQUAZIONI

DI

PAOLO FRISIANI.

1 .
Quantang

uantunque la questione che tratta della natura delle

radici delle equazioni sia algebriche che trascendenti e del pro

cesso per calcolarne i valori reali sia completamente sciolta dietro

i principj esposti nella Memoria sull'analisi delle equazioni pub

blicata nel 1844 ed inserita nelle Effemeridi astronomiche di

Milano per l'anno 1845 , siccome l'analisi possiede altri mezzi

per giungere alla stessa soluzione , così onde formarci della

questione che ci occupa, riguardata sotto più aspetti , una

completa conoscenza , ho creduto opportuno, seguendo sempre

le tracce dell'autore dell'analisi delle equazioni , di esporli in

questa Memoria qual continuazione della già citata, Avendo

però raccolto sotto un sol punto di vista , quello cioè della

ricorrenza in genere, i diversi principj da cui dipendono i

metodi d'approssimazione nella risoluzione delle equazioni , così

ho creduto opportuno d' indicare altre questioni che dipendo

no dagli stessi principj , ritenendo di chiamare in generale re

lazioni ricorrenti quelle in cui una quantità che entra in esse
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riguardata come funzion qualsivoglia di un indice dipende sia

dalle relazioni antecedenti, sia dalle seguenti.

Ai metodi di risoluzione già accennati nella citata Memoria tien

dietro pel primo quello delle frazioni continue applicato alla

ricerca delle radici delle equazioni algebriche. Dall'esame di

questo metodo si farà manifesto che senza l'impiego dell'equa

zione ausiliaria alle differenze di cui si è servito Lagrange o di

qualsivoglia processo dipendente dalle proprietà delle funzioni

simmetriche , il calcolo delle frazioni continue combinato col

teorema degl' indici, da cui si desume quante radici sono indicate

fra due limiti dati comprendenti un intervallo unitario , basta

per distinguere la natura di tali radici se reali o deficienti e

per calcolarne nel primo caso i valori approssimati. In questo

processo , come in quelli già esposti sull'approssimazione li

neare , si suppone che l' equazione algebrica proposta non con

tenga radici multiple , dovendo quì pure un tal caso trattarsi

separatamente. Lo sviluppo e la dimostrazione di questo pro

cesso riposano sui principj esposti ne' seguenti paragrafi.

2. Se nell' espressione Yo an rappresenta

una quantità reale positiva o negativa , si pongono per le di

verse yi valori che nascono dalla relazione ricorrente

I

ove

wo

I

yr

1

Wrt , to

Yritoi

( 1 )

W

coll'attribuire ad r successivamente i valori 0,1,2,3,4 ........

I

si ottiene , posto = a

wo
l'espressione

W,

Yo a =

W, W2 W3

+

у : уг уз (3.- )

(2)

O
yr

to od il secondo che 7 * sarà pariove avrà luogo il

o dispari.
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Se inoltre si stabilisce la relazione ricorrente

I

Wro < Nr til (3)

Wr

i diversi valori come sopra , la (2) si tras
avendo la r

forma nella

W1 W2 W3 . Wr

Yo - O== (4)

(3.- )

4 (y++ 1)

da da da

Wr comune alla (2) sarà data dalla
ove una qualunque

frazione continua

I

Wr -n , to I

-Nr .

• Nr - 2
( 5)

I

I

п,

ni to a

ed una qualunque
de dipendente dalla relazione ricorrente

I

dr = n +

ddr.

r 25 3 , 4 .... 7ove può ricevere i soli valori

sarà data dalla frazione continua

I

de = n, for

nr

I

1

ne

t
o

( 7)

t
o

n3 to

n2

r = 0 ,Di fatto la relazione ( 1 ) per

nisce la serie

I 3 .... for
> >

I I 1

Yo =

I

Wi for 9 yi

уі l

W2 +

Wo

1
3

I

W3 +

Y3

- 9 Y2

Y2
W2
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Dalla 1." di queste espressioni risulta

wo

yo У.

у

ove cambiato
Yo's . Wo in Yi, Wri si avrà parimente

у: en

ya

e per lo stesso motivo sarà

(x - )

I WF

yo--- ;(v -- );

••• Yr - 1

(x -:-)Wr .-I Yr

I

CC

I

Quindi colla successiva sostituzione si ottiene pel valore di

yo Yo - l'espressione data ( 1 ) .

wo

Cambiata nella relazione (3) lar in e dedotto

il valore di Wr risulta Wy = ove posto

successivamente in luogo di si ha colla continua

sostituzione la frazione continua
(5) .

Parimente se nella

espressione ( 1 ) si pone il valore del 1. membro della ( 3)

si ha la relazione generale

N , t

Wr - I

TI T

I

Yr = Nr+ 1 (8)

Yr + 1

Se nel binomio Yro
t

si pone per Yr
la sua espres

dr

sione (8) , si ottiene

I

Nontot

d1 I

у

yo+1

Yrti to

d , Yr + I
Nrti

d .

che per la relazione stabilita (6 ) si riduce a

3 , + 2 (y +-+ 2 )

( 9)
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r = 1 ,

la ( 9 ) per r = I darà y + >

I

Yo =

Y -yr- yr-... Yr- (p - 1) )

Avendo supposto che nella de l'indiceche nella de l'indice r ha la sola escur

sione dei valori 2 , 3 , 4 .... T .... , se si vuole che la

( 9) sussista per l'escursione totale
r = 0 , 1 , 2 , 3 ....

converrà determinare le arbitrarie do , d, in modo che

le due equazioni risultanti dalla ( 9 ) per

coincidano con quelle che risultano dalla (8) per gli stessi

valori r = I , r = 0. Avuto riguardo che dalla (6) ri

sulta de = n, in quanto essa sussiste solo per r = 1 , 3 ....

I

I

e la (8)

d ,

darà y = no + ; dunque dev'essere de = ė . Per

ya

r = o le equazioni ( 9) , (8) diventano

Yo = ns

у. Y1

dunque di

do

e per essere di i dovrà es

do = 0 ,
acciò l'espressione indeterminata 11-5

possa esser eguale ad ni . Posti nell'espressione (9) in

luogo di
r successivamente i termini

T- I r - 2 , r - 3 , 1-4 .... r -P ,

si ottiene dalla sostituzione continua

dr

yrt

dr. yr

d -d,dr_s

Yr Yr +
dr. Yr_1 dr Y - yr - 1

d , dr_dr_a

de Yrua2 dr. Y - yr - yr - 2

dr_(p - 1)
d.dr_dr_2.... d .- (p - 1)

Yr - poto - ( P - 1)

Yr-(- 1 )

(d:-)

- a

ngo

sere

9

Yr - it

dr.

+ 2h

Yr- 370
Yo-a 2.) (x + )3

Yo-p + 2 ,
dr-(p - 1)
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-

Supposto p = r - I , quest'ultima si riduce a

Yit

I

d.d

d . dz da .... d ,

y2y3 94 ... Yr (x + 2)

e per essere 0 , risulterà

di

Yo YoY3Y4 .... Yo = ds dz da .

d . (x + 4)

I

O

Wr

I

Posto questo valore nella ( 1 ) , essa si cambia nella (3) .

Finalmente posti successivamente nella relazione ricorrente

(6) in luogo dir i valori r - I , T2, r - 3 ....

colla continua sostituzione nel secondo membro della (6 ) dei

valori che risultano dal far variare la r si otterrà la frazione

continua (7).

I valori di Yr che annullano l'espressione ( 4) sono tutti

compresi nella radice unica dell' equazione Yr

secondo ciò che si è avvertito al S 15 della citata Memoria .

Una qualunque delle espressioni nate dalla yr col dare

Wr

ad r i diversi valori
I , 2 verrà chiamata fat

tore di 1.° grado , ed la costante di esso fattore rispetto

Wr

a cui si verificano le seguenti proprietà :

1.° Se la costante
I

di un qualunque fattore Yr

Wr Wr

è compresa fra 1 ed ó senza che coincida con al

cun numero intero , la costante del fattor successivo

We to

Yrti sarà pure compresa fra I őed ó , purchè la
Wy+ 1

sia il numero intero immediatamente inferiore ad
I

Ne deriva che essendo
s ed

wo

non coincidente con alcun numero intero , ed essendo ni il

09 . . .

I

I

I

Ny 1

I
Wr

ecompresa fra
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numero intero in essa compreso , e lo stesso dicendosi di na

di nz rispetto ad
di mrti ri

I 1

rispetto ad
We

spetto ad

We

1

compres
a

fra
sia na

3 , 4

1

un I 2
!

O>

e le

W , We

0 e
0

I 1

9

a O ecompresa fra

-ó , ed

a o ed ó , W , sarà

le costanti di tutti i fattori di 1 ° grado nati

dalle successive trasformazioni indefinitamente prolungate sa

ranno comprese fra led ; .

2.° Se , essendo ó e

numero qualsivoglia delle . serie

escluso quello che potrebbe essere contenuto in

na , 03 na: . . siano numeri comunque presi nella stessa

serie , la costante sarà compresa fra + ó , la

sarà compresa fra 공 , é le successive costanti

saranno comprese fra о е

W3

Di fatto sia
ó , la W, 50 ,

I

sarà compresa fra o é
giacerà pure fra gli

stessi limiti. Sia compresa fra la

compresa fra o e o
ovvero fra I ed i secondo

che sarà ng > & ovveroovvero ni Kai,
sarà nel 1.

caso compresa fra oe - e nel 2.° fra o ed 1 .

Danque per
compresa fra -1'e + ! la sarà

come si è enunciato. Ne deriva

pertanto che la in cui ni è uno qualsi

voglia della serie de numeri naturali, sarà negativa e compresa

fra
O e - ó , fra i quali limiti sarà perciò compresa la

come si è detto. Inoltre essendo ove

è parimente un numero intero, sarà

1

- 5 e perciò sarà compresa fra

I

Si ha parimente Wg = -04 , e risultando, per ciò che si è

App. Eff. 1847

I

e la

I

sarà
WI

compres
a

fra 1 е
0

1

We = na

W

I

w3
ng ,

سد We

п3 W3 compres
a

fra

e o e 1 .

W3

W3

2



TO

WA

о е

I

w6W5

come
-

X.

detto , la pure compresa fra -1 e - ó , sarà

compresa fra e lo stesso avrà luogo indefini

tamente rispetto alle
in quanto tutte le

w5 ' , wc saranno , la
W4 , comprese

fra I e ó

3. Essendo p e qi quantità reali qualunque, l'espressione

( x - p) + ha sempre un valor positivo qualunque siasi

la Siccome essa rappresenta il prodotto delle due espres

sioni immaginarie conjugate x- (p + 91 - I ), così la chia

meremo fattore di 2.° grado , e delle due costanti che esso con

tiene diremo parametro la quantità positiva o negativa : p ;ped

argomento la quantità positiva o negativa 9 : • ,

Se nel proposto fattore di 2.° grado si sostituiscono successi

vamente ad x , yi , ya .... Yr - I i diversi valori nati

dalla relazione ricorrente

Vr - e = prot - w * 1

Yr

da cui si deduce la serie

)

I I

x = p - W , y = P - W , + ya = p2 - W3 +

у : y2 73

Pa , Pa , P3 •.. • Pr - I sono determinate dalla re

lazione ricorrente

ove le

Wr 1

ProI

(2)

2

+ 91-1

che fornisce la serie

W 1 W2 W3

Pi =
9

2 2 P3 2P2 =

w * + q , w * + q2 wg taI

in cui le diverse
92 , 93 •••• qr

sono date dalla relazione

Pr =

gr- 1

Prvi to

(3)2
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ossia della serie

.

*

91 92 93

93 94

qi + w qi +w2 93 + wz

il fattore ( x − p)* + q; si trasforma nell'espressione in
" , 11

(9*+9})(w3+93)(w3+93)...:(0 +93) (x -os taip

9

+ w ,

(4)

yiyi y} : 3,2

Se si suppongono inoltre le relazioni ricorrenti
ICE :

Pr - in- Wp = ner ( 5) ,
de Nr

. deti 5 1

che danno rispettivamente le seri

P - Wini Pia wa
na , P W3.5 'n3, • ' d ' !

d . = Nging dz = Níz +

1 s dx = n44da d3

si avrà
ish ?! 11.947 : ; :11 :5

(w7+9})(w +93)( +93) **93){(

)

-* kg)+ 63-)

(7)

di di dll ... d ; ( Vrt
dr

ove una qualunque Wr sarà data dall'espressione ( 5) dell'an

tecedente paragrafo cambiatovi * & in p ed una qualunque

d , sarà data dalla ' (7) del citato paragrafo in quanto esse

risultano dalle relazioni ricorrenti rispettive ( 5 )

Queste espressioni : si ottengono col processo ; analogo seguito,

nel paragrafo antecedente per trasformare il fattore di 1.° grado,

nell'espressione (4) . Se nella (7) si pone p = a

9 . essa si trasforma, come era da aspettarsi , nel qua

drato di quella ottenuta nel citáto paragrafo. La precedente

espressione non conterrà in ultima analisi che il parametro p

e l'argomento 91 del fattore proposto , la yr e le quantità

arbitrarie na , na , 13 .... Nr . Qualunque siasi l'indice

e
Yo — a

r ,
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ovvero se es

la (7) è il prodotto di un fattore di 2.° grado e di un fat

tore che non si annulla per qualunque valore finito di yr :

I valori di Yo qualunque essi siano che annullano la (7)

sono tutti compresi, in forza del S 15 della citata Memoria,

nei soli valori immaginarj conjugati che annullano 'il fattor di

2.° grado.

Se' nel fattore di 2.° grado della ( 7) si suppone W , > 1 ,

il parametro e l'argomento di esso saranno < i qualunque

siasi qr. E se si suppone qr > 1 , il parametro e l'argo

mento saranno parimente < i qualunque siasi Wp . Essen

do W, e qr entrambi < 1 , il parametro diverrà < od

ovvero > di uno , secondo che qi sarà > od

< di wr(I w .). L'argomento diverrà > I

sendo parimente we gr . entrambi < 1 sarà w ; < q -11-9- ).

Dalle precedenti cose risultano le seguenti proposizioni :

.1 .". Essendo p compresa fra I edó, se le lettere

ni , ng , n3 ........ rappresenta
no

i numeri interi con

tenuti rispettivam
ente

nei parametri P , Pa , Pa ... Proi....

le successive sostituzioni eseguite nel proposto fattore di 2.°

grado (3 - p )* + q * -spinte siano ad un numero op

portunamen
te

grande trasformera
nno

il proposto fattore in un

altro il cui parametro P. = sarà < 1 . Di fatto

essendo ni
il numero intero compreso in pi dalla (3)

per 7 = 2 , us ,risulterà 9. < senza essere
Se la

data della (2) perire2 non sarà

9.

ciò che esclude il caso di n = possia di W , 30 , dovrà

e perciò fatta astrazione dal segno di

ossia q2594 astrazion fatta dal

segno ,, e supposto che si sarà : qa qih.. : Sia , na

il

numero intero contenuto in pi , si avrà dalla (5 )' . Woci.

data dalla ( 2 ) per res 3 non sarà

a

انر

W

Pi =

1

essere w + gizmo
do

q saçà

WI

Se la pe =

2
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Ma se PS

IJ

I ,

essere

2
+92 We

< I non potrà essere We 0 , onde non potrà essere

p . = i , giacchè in tal caso dovrebbe essere n , I. e

Ping = W , = 0, non può essere 1 non

91

potrà essere w* + 91 = w , e quindi nemmeno

Pi

-gi

dunque hi non potrà essere
ma sarà > 1 . Potrà

w* +93 z ws , e quindi, astrazion fatta dal segno ,

92
92

ossia supposto h, 3 I sarà q3 = qaha = qzh ,ha.

Se parimente la p3 non sarà < non potrà essere h , I ,

e così progredendo se supponiamo che nessuno dei parametri

successivi
P3 , P4 , P5.• • , . Prana

riesca < 1 , supposte

sempre le relative na n5 . no .... Nr_r" eguali ai nu

meri interi compresi in essi parametri si giungerà al fattore

(yrol - pr- ) + 9, il cui parametro pr - 1
se non sarà

< i , ciò che esclude il caso di Wront = 0 e di Pr - z = 1

e perciò di risulterà , astrazion fatta dal 80+

gno , qr = qih , h , h3 .... hr - hr- ove ciascuna delle

hi , ha , h3 ....hr sarà > I. Ne segue che qualun

que siasiq si potrà assumere rabbastanza grande che ,

essendo
Wp = Prae- Mor , risulti 9 ; > w (1 - Wr)

w.) ossia

w ? + q > Wp

Ciò ritenuto , il fattore di 2.° grado che nascerà da una nuova

sostituzione sarà (yr - pr) + q*+ 1 , ove sarà pr =

w + QT

e per essere wi + q ; > wp sarà pr < 1. Giunti a questo

fattore , la che servirebbe ad un'ulteriore trasforma

zione , supposta sempre un numero della serie : 1 , 2 , 3 ....

non potrà più essere soggetta a rappresentare il numero intero

contenuto nella
Pr

per essere Pr < 1 . Lo stesso si dirà

rispetto alle nota , 1p+ 3
delle successive trasformate.

2. Se , essendo il parametro dato p qualsivoglia , siano

na , n3 .... numeri compresi nella serie I , 2 , 3
· 4 ....

hermoF1,

1

.

2

ner to 1

nii
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la PI

-
e

I.

- I e ws
0

I

1 . Se p I

ое I

com

I e

escludendo per valore di ng quel solo de' numeri di

detta serie che potrebbe trovarsi compreso nella P ,

sarà compresa fra I e
e- , la P2

fra о е

tutti i successivi parametri P3 , P4 , pp .... saranno com

presi fra о е

Di fatto se р è compresa fra sarà

W ,

compresa fra - e - ó , quindi p. =
sarà

97

о еcompresa fra
è

P compresa fra ое

sarà
WI compresa fra ovvero fra — І е 1 등

secondo che sarà n = ovvero > di I e perciò Po

sarà compresa fra oe - nel 1.º caso , e fra
e fra · o e

nel 2.° Se la p è compresa fra o ed I sarà W.

presa fra oe - , e perciò PI sarà compresa fra

о е ovvero fra - 등 secondo che sarà

ni > I ovvero n = 1
ed w * + q; > w . Danque es

sendo p : 'compresa fra le - • , il parametro Pi del

successivo fattore di 2.° grado sarà compreso fra oо е

Se finalmente la è compresa fra 1. edo sarà

0 ° e ő ovvero fra I ed ó secondo

n , sarà >p di p -1,

ipotesi escluso il caso di ni coincidente col numero intero

compreso in p ; dunque in ambo i casi sarà pi compreso

fra
I e - Ne risulta dunque che qualunque siasi p.

compresa fra - e + , purchè ns
non coincida col

numero intero compreso nella P ,
sarà

PI

Ie - .

Se ora si considera P. come se fosse il parametro di un

proposto fattore (y : - p .)* + q ;, essendo P :
compreso fra

I e -5 , il parametro Pa del successivo fattore, per ciò

che si è detto rispetto alla P , sarà compreso fra -ě .

Se parimente si considera compreso fra questi limiti ,

come il parametro di un proposto fattore (V. - p.) + 93 , il

ws

compres
a

fra

che ns ovvero
essendo per

compres
a

fra

о е

ра ,
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O e I.

I ' ,

.

3 , 4

mero

O e ܙܕ ma

--

parametro p3 del successivo fattore, dietro ciò che si è detto

sopra rispetto a P , sarà compreso fra
Consi

derato nuovamente P3 come il parametro di un proposto

fattore , il parametro P4 del successivo fattore sarà pure

compreso fra о е e così progredendo si conchiu

derà che tutti i successivi parametri P5 , P6 Pr

indefinitamente saranno compresi fra O e I qualun

que siasi il proposto parametro p.

3.' Qualunque siasi il parametro p e l'argomento qı di un

fattore di 2.° grado ( x - p)* + qi , se le na , na , n3 .... Ny ....

sono numeri della serie
I , 2 , dopo un nu

i di trasformazioni il proposto fattore sarà cambiato in

(76 - p.) + 9 + ove non solo il parametro pe al crescere

da rimarrà costantemente compreso fra

90

inoltre l'argomento qe+ 1 diverrà minore di qual

qe two

sivoglia data quantità.

Di fatto se la p è compresa fra : Iedá ,

proposizione 1.º di questo paragrafo, si potranno continuare le

trasformazioni sino a giungere ad un fattore (yr - pr) *+9***

in cui essendo adempita la condizione 9. > wy(I - wy) ,
il

parametro Pr fra iIe - . Una successiva

trasformazione darà il fattore ( Yr + 1 - Pr + 1) — qita', ma

per la proposizione 2.", il parametro Pr + 1 sarà ora com

oe -ě Una nuova trasformazione darà il fat

(Yr + 2 -- Pr+ 2) + 9++ 3 , , in cui per la stessa propo

sizione il parametro
Pr + 2 sarà compreso fra о е

Dietro la solita posizione Pr* s - Nr+3;= Wp +3
risulterà la

Wr + 3 negativa, ed il suo valor 'numerico sarà compreso fra

ed 5 . Una terza trasformazione darà il fattore

(Yr+ 3 – Pr + 3)* + * +41: ove prit3 sarà compresa fra ò e - 1 .

Ma essendo Win 3 > I la 9:44 = 9r +377 sarà

W*+ 3 + qit 3

per la

sia compres
o

fra

pres
o

fra

tore

1 .

I

I
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9r + 3

hi 43 :

< di q . + 3 . Supposto dunque h + 3 > I sarà qr + 4 =

Siccome poi tutti i successivi parametri Pr + 44 Pr+ 5' ...Pr... o

saranno tutti compresi fra o e - 1 , tutte le Wetter y Wrt5oo. W goeite

saranno negative ed avranno valori numerici > I e perciò

sarà indefinitamente

9r + 4

9r + 5 =

Qr + 5

Qr + 6 =
hr + 5h , t4

9c

9-1

hins

90 + 1

90

he

ossia

90 + 1 =

9r + 3

hy +3 hp t4 hrts .. hi

t

ove le diverse h saranno maggiori di 1. Qualunque

sia risultato il valore di Qr + 3 si potrà assumere così

grande da ridurre la
90+ 1 minore di qualunque quantità

assegnabile.

Se si suppone inoltre che il parametro p sia qualsivoglia

é siano ni , ng , n3 • , numeri presi nella serie

3 3 , 4 .... non coincidendo la ni col numero

intero compreso
in

P i parametri Pz , P4 .Pr ....

ranno , per la proposizione 2.' di questo paragrafo , compresi fra

1 , é perciò il fattore di 2.° grado (y3 - P3) + q*

sarà nel caso già contemplato del fattore (yr +3— Pr + 3)* + 9 + 4

e potrà ripetersi su di esso e sui successivi fattori quanto si

è detto rispetto ai successivi fattori derivati da quest'ultimo.

Si giungerà dunque collo stesso criterio ad ottenere

sa

93 94

94 =

1

7

h3
95 96

Tha

95

hs

9r + 1
Yr =

9

Prots = ;

hr

qrts

91-1

hres

e perciò

qx + 3 =

9r + 2

hrahrts

9r + 3 =

93

ha ha hz .... hata
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e quindi

90 + 1

93

h3 h4 hs he

= 0

e perciò 9c + 1 sarà minore di qualsivoglia quantità , qua

lunque siasi 93 e quindi qualunque siasi qi
da cui di

pende il valore di 93 .

4. I valori critici di un'equazione qualunque F (x )

sono compresi fra il più grande ed il più piccolo 'de'valori

che presentano le radici o i parametri della stessa equazione.

Di fatto chiaminsi .... 8 .... Y .... p .... i parametri ed

h
t ,

le radici della proposta.

Supponiamo che ordinati i parametri e le radici a seconda delle

loro grandezze , incominciando
dalle negative a valori numerici

più grandi sino al più grande valor positivo , si abbia la serie

b . ... h Po ( 1 )

a >
b .... u

S , a , r ... t u
> >

È noto che la F (x ) "decomposta ne' suoi fattori di 1. e 2.0

grado darà

(2)

.

F (x ) = ....{(x -3)*+ 6;} ( x – a) (x -6)....(x -1 ){(x- r)*+03 }....

(x - 1) {(x − p)* + .%}(x–u) ..

Pongasi F ( x ) = X. Se si pigliano le derivate X', X ", X " .... X (").

una qualunque X ( )X ") consterà di un polinomio a segni po

sitivi di cui ciascun termine sarà un prodotto di fattori di 1.º

grado o di 1. ° e 2.° grado. Sia il valore dell'ultimo termine

della serie ( 1 ). Se nel valore di X ') si pone x = 0 ,

essendo e infinitamente piccola, tutti i termini saranno positivi

e perciò positivi i termini della serie X , X' , X ", X " .... X '....

dunque per x = 0 + , : la serie degl' indici sarà

Nessun valore critico adunque sarà compreso

fra

ó. Ciò sussiste del pari quando l'ultimo

App. Ef. 1847

OOO.

xD,

3
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termine della serie ( 1 ) essendo un parametro

penultimo una radice si avesse

ed il

e perciò
и ет

V = UST.

ovveroEssendo
< del più piccolo valore della

serie ( 1 ) non esistono parimente valori critici fra x = 9 ,

-ó , per cui i valori critici saranno compresi fra

In fatti nella
F (x ) = 0 , si ponga x = 0x = 9 -ý

sarà F ( x ) = Flv – y) = Y = 0. Le radici reali della

Flv - y ) = 0 saranno

e V.

ice (v - u ) , ( -- t) , .... (@ _- . h ) , (v + b) , (v + a ) ....

ed i parametri dei fattori di 2. grado saranno

(v p) , :((vr ) , (v —8) , .....

ed ordinati per le loro grandezze si avrà la serie

( v-u) , ( u -p), ( 0 - t), .... (v -r) , (v -h) , .... (0-6), ( v - a ) , (0-8)....

0 000.

La
sarà una quantità maggiore dell'ultimo dei ter

mini di questa serie , per conseguenza per y = ” 0 , y =

la serie degl' indici competente alla serie delle derivate Y ,

Y' , Y " , Y "" .... Y , , .... sarà Non esisterà

dunque alcun valor critico fra i limiti y = u - Ni , y = 1

ossia , stante il carattere del valor critico , non vi sarà fra

detti limiti alcun valore di ý che annullando una qual

sivoglia derivata yr) renda dello stesso segno le due

derivate laterali yr - s), y(i + 1 ). Dalla F (x ) = F (v - y)

risulta

yr- 1) + X (---), y n) FX ), Y (r + 1)

valendo tutti i segni superiori per r pari e gl'inferiori

per r dispari. Per essere x = 0 -
non esisterà fra i

limiti
che corrispondono ai limiti

= + X ( +1),

I

7
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x = 9

ed u

u )

X = UE.

y = uus Ő alcun valore che annullando X )

renda dello stesso segno le derivate laterali X(-1 ) , Xr+ 1),

perciò la X non avrà alcun valor critico fra i limiti

o .

5. Essendo
Р un parametro ed una radice, en

trambi maggiori di tutti i paràmetri e di tutte le radici che

la f (x ) = o contiene , se sarà p < od = u , il valor critico

dovuto al fattore di 2.° grado a cui p appartiene , sarà < u

tranne pel caso di f (x ) ((x – u )°+ 5°) ( x - in

cui il valor critico sarà Infatti una qualunque de

rivata x (") sarà positiva per x = U + h , essendo h po

sitiva , onde tutti i termini della serie X , X ' , X " .... X ").

saranno positivi per il S 4. Per = u- € , essendo ē pic

cola quanto si vuole, una qualunque X " sarà della forma

P - El , ove P , Q saranno positivi per
Si

potrà dunque assumere così piccola che tutte le derivate

X' , X " , X " .... X() , siano positive . Ma la X ri

sulterà negativa per 30 = UE , perciò la serie degl' indici

per x = u + h , x = U - E sarà Dunque

fra
non esisterà valor critico , e quello com

petente al fattore di 2.° grado che contiene la p sarà < u.

Ma pel caso in cui sia
non esistano altri fattori

la X " = P - EQ sarà negativa per essere P = 0. In

tal caso il valore annullando X " . e riducendo dello

stesso segno le due derivate laterali coinciderà col valore critico.

6. Un'equazione F (x ) abbia una sola radice reale

= u > , essendo tutte le altre radici ed i parametri delle

immaginarie comprese fra
o e Se ciascuno degli

argomenti potrà assumersi minore di una quantità data , l'equa

zione proposta pei limiti á fornirà

essendo A l'ultimo della serie degl'indici competente ai

detti limiti . Supposto infatti che : Psi Pa, P3.... siano

i fattori di 2.° grado della proposta aventi rispettivamente per

• . • .000I .

u -E ed ;

e = 1
e

Xu

x = 1 ,
ASI ,
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e sia т

parametri le pre pa , p3 .... e per argomenti le os , 02 , 03....

f (x ) il prodotto di tutti i suoi fattori di 1.°

grado, sarà F (x ) = .. P3 P, P , f (x ). La f (x ) non con

tenendo che una sola radice positiva = u maggiore di uno

pei limiti x = 1 ,
x = ó darà A = IA = I per valore dell’ul

timo indice. La serie dei segni delle derivate di f (x ) per

sarà come segue

f ( 1) , f'( i) , f"( 1 ) , f'"(1) .... flm –" (I) , flm)(1)

( 1 )

X = I

+ +

Acciò pei limiti x = , x = ó possa risultare A = I ,

siccome debbono risultar positivi i segni di tutti i termini della

( 1 ) per x = ă , dovrà nella ( 1 ) ripetersi il segno superiore

sino ad una f'")(i), indi succedere tutti i segni inferiori.

Pongasi P.f (x ) = Q (x ).0 ( x ). Una qualunque derivata $ 7)(x)

sarà data da

che X = I assume

017)(x) = P , F " ( ) + 2r( – Pa) f(r= "/(x )* r(r – 1 ) ffr - s)(x) (2)

Essendo per ipotesi f/1)(x) il primo termine della serie ( 1 )

per assume il segno + , ed essendo x - Po = 1 -P1

una quantità positiva, tutte le p'r - ' (x ), @ ~*)(x )....0'( ) , 0 (x)

per X = I saranno negative e tutte le oi- (x) , 017-3)(x )....

sino all'ultima derivata costante saranno positive. Ora se la

0 ")(1) sarà negativa comunque positiva o negativa sia la

01" + "}(I ), si avrà nella serie

0( 1 ) , ('( I ) , 10"( 1 ) .... "( 1 ) , $ + »)(I ), Q1r + 2)(1).... Qm+ >>( 1) (3)

una sola variazioue di segno. Se poi la Q( (I) è posi

tiva, la successiva derivata Qr+1 )( 1 ) assumerà essa pure

un segno positivo quando possa assumersi l'argomento

minore di una data quantità. Di fatto indicando con un apice

OL
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al piede di f i valori numerici delle derivate negative

ff - (1) , ff" - )(1)
dovrà essere

Poff"(1) > 2r( 1 – Ps).film - »>(1) + r(r – 1)f% )(1).

ossia

(1 - pa) f("%(1) + 6%f " (1) > 2r(1 -pa)ff - "}(I) + r(r– 1) 5" > (1)

Se per l'arbitrarietà dell'argomento os

< ;

r(r — 1) f(---)(1)

( 1 - Puf")(1) > arff --|(1)

f " ( 1)

si assume

sarà

ed a più forte ragione

2 (r + 1 ) ( 1 – P.) f("X(1) > (r + 1) rf; --|(1)

Cambiando nella (2) la r in r+ I fatto X = 1

(4)

si ha

01r + ">(1) = P2f\ + 1)(1)+ 2(r+ 1 ) (x – Pa) f(")(1) + (r + 1)rf{v^ »>(1)

In questa è la sola ffr - " (1) che è negativa ed in forza

della (4) sarà $ 1" + ")(1) positiva. Ne deriva che la serie

(3) $ 7 (I) positiva che negativa pei limiti

ó fornirà A = 1 .

Pongasi ora P. 4 ( x ) = x (x ), siccome la serie

tanto per

X = I
7

0( 1 ) , ( '( 1) ,
Om+4( 1 )0 " (1 ) .... ***(1) , 7 + 3(1 ) ,

F+ +1 +

avrà rispetto ai segni la stessa proprietà accennata per la

serie ( 1 ) , così si potrà ripetere sulla x( ) rispetto a

0 (x ) lo stesso ragionamento fatto sulla $ (x ) ** rispetto alla

f (x ) col disporre dell'argomento o in modo che sia

r (r - 1 ) 0, - ' ) (1)

02
e concludere che la x (x ) fra i

O( 1 )

limiti x = 1 , 등 darà ASI . In pari tempo
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si potrà pas

= 0.

= O

m

1ܕ

avverandosi nell'analoga serie la proprietà di avere una sola

variazione di segno , posto
P3x (2 ) 4 (x )

sare alla conclusione che anche la 4(x) gode delle stesse

proprietà delle funzioni precedenti, quando si disponga dell'ar

gomento oś in modo da ridursi minore di una quantità

data. Continuando un simile discorso si giungerà alla pro

posizione enunciata rispetto alla F (x ) La stabilita

proposizione non si limita al caso in cui una sola delle radici

della F (x ) sia > 1 , ma si può stabilire in gene

rale che essendo un numero qualunque di radici > 1 ,

essendo tutte le altre ed i parametri delle radici immagi

narie compresi fra о е se gli argomenti possono

assumersi minori di una qualsivoglia quantità , pei limiti

X = I ,
ó si avrà A = m. Ciò riposa sul princi

pio che la differenza fra il valor critico competente ad un

fattore di 2.° grado, a cose d'altronde pari , ed il parametro

di esso è tanto minore quanto più piccolo è l'argomento. Una

tale differenza diventa zero , quando l'argomento è zero , giac

chè il tal caso il valor critico coincide col parametro ed il

parametro diventa una radice doppia. Col diminuire pertanto

1 argomento si potrà ridurre la differenza fra il parametro

ed il valor critico ad una quantità < 1 . Ciò può dirsi di

ciascuno dei fattori di 2.° grado che entrano nella F (x ),

e siccome tutti i parametri per ipotesi si suppongono com

presi fra
il valor critico dovuto a qualunque fat

tore di 2.° grado si ridurrà < 1 . Quindi fra X = I ,
= =

non esistendo valori critici , ma
di radici

reali , dovrà essere per gli stessi limiti
Am. Risulta

inoltre che se una radice è compresa fra o ed ó

le altre radici e parametri sono compresi fra I e

gli argomenti possono assumersi minori di qualsivoglia quan

tità assegnabile la = o pei limiti X = 0 ,

darà
e perciò essa avrà una sola variazione di

segno.

o e - I

un numero m

e tutte

O e

F (x )

A = I ,
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X Q = 0

7:
Sia proposta l'equazione lineare a X — 6 = 0 da ri

3

solversi col metodo delle frazioni continue. Posto

si trasformi il 1. membro dell'equazione
col

processo indicato al S 2. La trasformata pesima ommesso il

fattore che non si annulla per alcun valore di darà

Yr = 0. Posto per ip il valore (5) dello stesso § 2

e cavato a col rovesciare la frazione e portare successiva

mente nel 1. membro le quantità ni , na een si otterrà

a = nit

Na +

ng +
I+

I
-

办

Yr

Se le ni , n2 , n3 ........ nr sono i numeri interi immedia

II I

tamente inferiori alle rispettive
O2 9

Wo Wri

e per a <
sia ni = 0 , i valori delle ni , nit

ng

ng
2

ng
I

( 1)ng to ng to I

п3 n3 %

n4
I

asaranno alternativamente minori e maggiori di e conver

geranno verso sino a differirne , per r grandissimo, di

una quantità minore di qualsivoglia dato valore. È questo il

modo con cui si può esprimere in frazione continua un qual

sivoglia numero

Giova osservare che l'equazione che fornisce per por

sussiste qualunque siano le arbitrarie Nag Nag N ....Nr ,

purchè pongasi per yr il valore Se pertanto si

a.

Q

I

Wr
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-

I I

determina la
Уr

coll'equazione Yr – dietro la

Wr

condizione che le successive Nyt1 , Nr + 2 , ... siano i nu

meri interi immediatamente
inferiori alle - ,

Wr Wrti Wrota

il valore ottenuto differirà da
Yr " di una quantità minore

di qualunque data quantità , e la serie ( 1 ) che sarebbe di

vergente sino al termine contenente la п , in
quanto

le

Na , Na .... , sono numeri affatto arbitrarj, diverrebbe conver

gente nei successivi termini contenenti nyti , Nyt'a , Nr +3 • .

e finirebbe per fornire il valore di approssimato quanto

si voglia.

8. La stessa a ' potrà esprimersi per una serie conver

gente a segni alternati i cui termini siano frazioni dell'unità ,

il valore di essendo compreso fra la somma di pedi

| termini. In fatti posto

a

D, = 1 , De = ne , Dz = n3 D , + Di , D4 = n4D3 + D,

D5 = insD. + D3 D , = N. D - 1 + Dr - 2 ,. ( 1 )។

ed

N , =nı, N , = n , N. + 1 , N3 = n3N.+ N . , Ne = n4N3 + N ,

Ns= nsNa+ N3 ,........ N , = , N.- 1 + Nr- 2 ,....

i diversi termini della ( 1 ) del precedente paragrafo saran

no , come è noto , dati rispettivamente dalle frazioni

N

D.

>

N

D.

9

N :

D3

2

N

14

9

N ,

D.

i cui valori saranno alternativamente minori e maggiori di :

e convergenti verso la stessa proprietà avrà dunque

luogo nelle espressioni

a ;
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N ,

D
+ ( :-), 4-6:- )-- ),

-.- )-( - )-6:- )+

C --)- (.*:-) ....

...

Siccome qualunque siasi

valendo il tod il

sarà

s'è N , D ,-1 - D, N , 1 ° +1',

secondo che 'r è pari o dispari ,

ru

I I I 1NI

Di

I

D3D4

DFD.D.
sti

N

-t ... (2)
D,D, D,D3 Dr_id ,

Li 02.03

Inoltre per le posizioni ( 1 ) , e per esseree per essere
12.2.1.13....

numeri interi, un denominatore generico D , D -1 sarà

per qualunque valore di un numero intero , così la

data dalla serie (2) sarà espressa come si era enunciato.

F(nr) ni to

п3

I

9. Posto
1

na to

5

п ,

11

a

ay

il valore di a sarà compreso , qualunque siasi r , fra i li

miti F (nr) , F (n , + 1 ) , per cui ottenuto colle trasfor

mazioni sopra indicate un limite approssimato F (nr) mag

giore o minore di si avrà un altro limite F (n . + 1 )

minore o maggiore di senza ricorrere ad un'ulteriore

trasformazione. Di fatto la F (nr) sarà ? ovvero < di

secondo che sarà pari o dispari , e se nella serie (2)

dell'antecedente paragrafo si rappresenta -con
Р.

ma dei termini che precedono il termine

D, D , + 1

App. Eff. 1847 . 4

r

la som
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.30 in luogo

si avrà P (14 +1) = PhD,Dr. Ponendo

di nyt 1 ed osservando che

Dr + 1= n +1D + D- 1 = xD , + DK - 1

*

sarà

F (W ) = PFD.(2.D. + D._

X

ove avrà luogo il segno , ovvero il + secondo che r sarà

pari o dispari. Considerandola x come una variabile che abbia

l'escursione da x = o ad x = la F (x ) sarà una funzione

di continuamente crescente o decrescente al crescere di x

d F (a ).

) secondo che sarà pari- o dispari , giacchè la
che

nel 1.º caso è data da
è costantemente

dF (x )

positiva e la stessa

che nel 2.0 caso è data da

dxa2
I

x D + Drab

d x

2

- (xD.
I I

= 0.
X = 0

I

è costantemente negativa. Se si suppone

x D , + Dia

sarà FO) = F (nr'- 1), giacchè

ny +

Sapposto r pari, sarà F (n ) > a ed F(nx- 1) < a , quindi

F (0 ) < .
Variandox da x = 0 adad x = 6 , giun

gerà ad eguagliare il numero intero
Neti che si otter

rebbe dalla (r + 1 )com trasformazione, ed in tal caso sarebbe

F (n , + 1) < ® , e per essere
ere.My+z > od = 1 e la F (x )

una funzione crescente con sarà F ( 1) < a . Quindi sarà

compresa fra F (nr) ed F (nr + 1 ) = F (I).

Suppostos dispari si ayrå

X

F (ny) < á , F (0 ) > a , F (nr +1) > a .

Essendo F (x ) costantemente decrescente da x = o ad x = ó .

ed inoltre Nept1 > od = 1 , sarà F ( 1) > . La a adun

que sarà parimente compresa fra F(n) ed F (nx + 1 ) = F ( 1).
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yo . Essendo reali , positive e disuguali lesradici dell' equa

zione di 2.° grado x* + Ax + B o entrambe comprese

nell' intervallo unitario ni , n , +1, si dovrà giungere colla

successiva sostituzione dei valori della relazione ricorrente del

§ 2 ad una trasformata prima della forma yi +,Py + ? =
+ Q 0

le cui radici giacciano in intervalli distinti per quanto piccola

sia la differenza delle radici stesse , cioè ad un'equazione in cui

i limiti inferiori nr+ 1 , Mroti delle due radici differiscano

di un numero > , od = 1 .> , od = 1. Si calcolerà la più piccola delle

due radici della proposta pigliando de? due limiti, Nt + 1 , My+ 1

il più piccolo se è pari, ed il più grande se ir è dispari ,

l'altro limite servirà per calcolare l'altra radice. I due limiti

Nr +'s , Mr+ 1 daranno due trasformate : (r + 1) ime fra loro

distinte della forma

vi + 1 + P1Yr + ı + Q. = 0 , yi+ : + P2Yr + 1 + Q

una delle quali servirà a calcolare i successivi valori appros

simati della più piccola radice , l'altra della più grande.

Di fatto la proposta sarà rappresentata da (x - a ) (x - 6) = 0 ;

ove a , b'saranno le radici in quistione , ossia si avrà il siste

ma delle due equazioni - a = 0 ; 3.- 6.0. Se si

tratta la x06 come si è fatto nel S 7 della

že sa = 0 e si chiamino ' m , m2 , mzcriminumeri

interi immediatamente inferiori alle radici delle successive

trasformate che nascono dalla relazione ricorrente del S 2 , in

cui si cambi la noin : m , risulterà egualmente che la frå

1

zione continua

I

m, to I

m, to

m3 to
I

mr

rcol crescere di convergerà verso il limite b ed avran

luogo rispetto al fattore le stesse proprietà che sus

sistono pel fattore " x — d. Se nelle successive trasformazioni

X - 6
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della proposta fac ? + Ax :+ B = o sino alla pesima si trova

che fra un intervallo unitario

ni ed n tl, na ed ng + I nr ed ny et I ,. .

l'indice A è sempre = 2 , si avrà

ni mi ? п , ат, п3 ет3 .
nr = Mr (1 )7

a ,

ove il numero r . sarà tanto più grande, quanto più piccola

sarà la differenza fra le due radici b. Ma per quanto

piccola sia tale differenza non potranno aver luogo le rela

zioni ( r) per un valore di grande quanto si vuole, ma

si dovrà giungere ad un numero me diverso da ter , giac

chè se indefinitamente avessero luogo le relazioni ( 1) , la fra

zione continua
1

п ,

n , to

I

п ,

a

protratta indefinitamente avrebbe per limite sia la a , sia

lab, vale a dire che si avrebbe contro l'ipotesi b = a ,

Si può anche osservare che le successive approssimazioni alla ra

dice che supporremo < b possono essere spinte sino ad

un numero 1. dispari così grande da differire dal vero di una

quantità < b - a. Sia hun tal valore approssimato; sarà

h < a Si ammetta che le'ni , ng , n3 .... n coincidano

rispettivamente colle Mr. Si passi ad

un successivo valore approssimato di
che chiameremo

h . Essendo
un numero pari ed

Mein ma , m3 .

a

rf I

I sarà h, > a
h
s ng

+

I

nat

n3

Nr

Nr ti
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a

ma siccome questo valore h , deve per la legge della con

vergenza essere più vicino ad di quello che lo era il

precedente valore h , dovrà essereh, < b. La stessa h

sarà un valore approssimato di be < b. Siak
il suc

cessivo valore approssimato di b , sarà

I
onde k > b

k = nit

п,

N , t

Mr + n !

a

Se si supponesse che fosse Mint i = nyti sarebbe h; = k ,

e perciò hi riuscirebbe in pari tempo < e > di b ;

non potrà dunque per valori abbastanza grandi dir essere

Mp+ 1 = N7 + s • Le mp + 1 , dovranno divenire diverse,

ma però una tale diversità potrà avverarsi anche prima che

la h eguale al valore approssimato di sia divenuta <

di b -a,

Sapposto . b > a ed ammesso che le relazioni"i ( 1 ) si veri

fichino sino alla m , = nr , essendo mrti diversa da nr . + 1.9

si vuol provare che sarà Nr+1< ovvero > di my+ 1

condo che sarà pari o dispari. Di fatto la proposta equa

zione (x - a ) (x – b) dopo la presima trasformazione
diverrà

Yr
essendo Or il valore di

0 ,

dato dalla (5) del S 2 in cui si cambi
a in b . Sarà

il limite inferiore della radice del 1.9 fattore, ed mrti

quello inferiore alla radice del 2.° fattore. Essendo b > a

si avranno le ineguaglianz
e

se

We

Nrti

1 I

1

- Nita -n, + b nana +

- nita -n , + b

T

I '

1

I

- n3 + I

-nat

-n to a

N3 +

-n , + b



30

e così progredendo , posto :

I

F
a I

I
n , 4

S. ,

- nr -Ito

Nyus for

I

na to

ng to a

I

OF

r

( 2 ) ,

r

I

ed Fo eguale a ciò che diventa Fa col cambiare a in b ,

si avrà Fa < ovvero > Fy secondo che r sarà pari o dispari.

Dunque anche il limite intero + 1
n+ 1 inferiore ad sarà

minore o maggiore del limite intero Mr + 1 inferiore alla

secondo che sarà pari o dispari. Quindi nell'equazi
one

y; + P Yr + Q
le cui ' radici si troveranno col

teorema degl' indici separate in intervalli distinti *p , p + - I

e 9 , 9+ 1 , si dovrà per calcolare la più piccola radice

della proposta assumere il minore ' od il maggiore dei due

limiti inferiori p , 9 secondo che sarà pari o dispari

ed impiegare l'altro limite per calcolare la radice più grande. Se

pertanto nella (2) si pone y = 0 + 1 +
, essendo nr + 1

Yrt 1

quello dei due limiti p , q , che serve a calcolare la più

piccola radice della proposta, si avrà una trasformata della forma

+ 1 + P1Yr+ 1 + b = 0. Se in vece nella (2) si pone

Yr = Mr + 1 +
essendo l'altro limite si avrà la

Yrti

trasformata Yr + 1 + PzYr + i + le Entrambe queste

trasformate che chiameremo effettive avranno una sola radice

compresa fra I ed ó , giacchè la differenza fra Nr+ 1 ed

Mr + sarà > od = La 1. servirà a calcolare i valori

successivamente approssimantisi alla a , la 2." quelli appros

simantisi alla b.

11. Un'equazione algebrica qualunque di grado

dicata come nel S 4 colla F (x ) si rappresenti pe' suoi

fattori di 1 ° e di 2.° grado come segue

F(x) = ...(2 -a){(x-p) +9??...(2-3){(x =m ) +7;}(x+y)....= 0 ( 1 )

I

mot.I

= 0.

I.

= m in
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Se s'indica con Olyr) ciò che diventa : F(x) quando si

sostituiscano ad x , yi , ya..... Yr - YYr_ I. i valori della rela

zione ricorrente dei SS 2 e 3 , in modo che ommessi i fattori

che non si annullano per alcun valore finito di Yr , si riduca

alla forma

flyr) = y + Ay,

si avrà

ومهدمل (

m 1
O

Oly:) =

:(3:--){(x -en -640 ):)
} .

....(9:- ) ( - ) +( + )36-3)
1 . } .

(2)

ove le Ws Hey .... GEr ti hanno la stessa sigåificazione

che si è attribuita ad ' Wp nel S 2 , e le ... (wr , q .)...(Or, ny)...

la stessa significazione che si è attribuita alla (Wr , ' qr)(Wr ; qr) nel

S 3. Ciò risulta manifestamente dalla forma del 2. membro

della ( 1 ) composto di fattori di 1.° e di 2.° grado , avuto

riguardo alle trasformazioni che un fattore di 1.° o di 2.

grado subisce dietro i riflessi del S 2 e del S 3.

12. Sia l'equazione F (x) = 0 esente da radici multiple. Se

si conosce un processo atto a determinare i valori delle radici

reali comprese fra o ed ; lo stesso processo farà conoscere

le radici della proposta comprese fra
ó , cercando della

F (-x) = 0 le radici comprese fra o ed : Inoltre il

processo che farà conoscere della F (x )
i valori delle

radici comprese fra i ed ; : farà pure conoscere i valori

delle radici della stessa comprese fra o ed i , quando si

applichi lo stesso processo alla ricerca delle radici della

F = o comprese fra i ed ; . Ma siccome la F

è quella che risulterebbe dalla stessa F (x ) = 0 quando, postovi

si supponga no = 0 , così nel processo delle ,

yo

ое

F ( =

1,

X = no to
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I

I

A pei

Y2

trasformate per la ricerca delle radici della F (x ) = 0 com

prese fra bj i limiti i
2 = 0 ,. •* =

si avrà l'avvertenza ,

quando si tratti dell'intervallo
unitario X = 0 , ',XI,

di far precedere alla i trasformata 10 (71) la trasfor

mata ad indice zero che nasce dal porre X = no +

yo

supponendon, = 0 e nelle trasformate seguenti Oly. ) = 0 ,

0692) = O nate dalla posizione di Yo = nito

уі

Vis= ni si cercheranno i valori di

limiti i ed come si è fatto nel caso in cui si trattava

di radici comprese fra 'I ed • La ricerca pertanto di

tutte le radici della F (x ) = 0 comprese fra - o e +

è ridotta alla ricerca di radici comprese fra i limiti o ed

nelle due equazioni F (x )F (x) ,= 0 , F (-x) = 0. Supponia

mo che il teorema degl' indici applicato alla F (x ) = o pei

limiti I fornisca Arh , sarà h della

forma P + 2j ; indicando il numero delle radici reali

ed il numero dei valori critici compresi in quell' inter

vallo . Il numero 1 di valori critici è indicatore di al

trettante coppie di radici immaginarie e corrisponde a 2j

radici deficienti. Il valor critico poi è quel valore che annul,

lando una derivata della F (x) rende dello stesso segno
le

due derivate laterali .

Si suddivida l'intervallo totale negl' intervalli unitarj ne ,

che nascono dando a I ed a i diversi valori

della serie 0 , 1 , 2 , 3 , 4 .... Siano A. , A , A2 ,

Az .... A, i valori di AĄ, competenti ai diversi intervalli

ng n + 1. La suddivisione dell'intervallo totale 0 ,

si dovrà arrestare quando risulti

A. + A, +1, + Az + Art

Esamineremo ne' seguenti paragrafi separatamente i casi in cui

una qualsivoglia Aç risalti eguale ad uno qualsivoglia dei

numeri della serie I , 2 ,
3 , 4 ....

р

n ila

ed
I

O

. = hi
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+ *

ac

13. Pei limiti п ,
ed net i risulti Ac = I. Una ra

dice reale , di cui ne = n , sarà il numero intero imme

diatamente ad essa inferiore, sarà compresa fran, ed mi + I.

Una tale radice coincida per ipotesi colla costante del

S 11. Risulta dai riflessi del S 2 applicati a ciascun fattore

di 1 ° grado delle equazioni ( 1 ) dél $ 11 , che se nella (2)

dello stesso paragrafo si fa r = , la trasformata $ (y ) = 0 ,

che nel caso di T50 06sia di ne = no 50 sarebbe la 2.8

trasformata , avrà una sola radice reale compresa fra I ed 5

I I 1

data da
.

Tutte le altre radici saranno

TI EI Ti

I

ra 2

,

02

compres
e

fra

ta

I

compres
a

fra

comprese fra i e - ě . Posto nella lyx)( ly successiva

mente y si, 2 , 3 si troveranno i numeri ng , na+ I

comprendenti un interyallo unitario che renderanno di segno

contrario la " ly :), tra i quali sarà compresa la radice

Fatto la trasformata Oly :)Olyx) = 0 avrà una radice

reale
compresa fra 1ędó

1 ed ó , tutte le altre essendo

oe - 5 Trovati della (ya) = 0 i limiti

n3 , ' nž to I pei quali essa cambia di segno, la trasforma

4673) = 0 risultante da r = 3 ayrà una radice reale

I ed : e tutte le altre comprese fra

Tutte le trasformate successive Olya) = 0 ,

Olys) avranno sempre una radice reale compresa

fra I ed ó e tutte le altre radici saranno comprese fra

о е 1. Risulta poi dai riflessi del S 3 applicati a ciascun

fattore di 2.° grado dell'equazione ( 1) del S 11 che tutti i

parametri della ( 1 ) non compresi fra i limiti

diverranno nella fly .) = 0 compresi fra I e nella

Oly) = q saranno compresi fra o e - ó , nella (y3) = 0

e successive OGVA) , lys).... indefinitamente saranno

compresi fra o e- 1. Tutti i parametri compresi fra na

App. El 1847

3

e I.

MI ni + I

1

07

5
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e da questa

о е
I.

a

x = ne a = ne to I risulti A = 2.>

a

ed niti dopo un numero abbastanza grande di

trasformazioni saranno compresi fra ie - ó ,

trasformata (9-) in avanti si giungerà ad una tras

formata (9 ) in cui i parametri tutti che essa con

tiene saranno compresi fra
Un tale processo

fornirà il valore approssimato
della radice

che si cerca

come se fosse stata proposta a risolversi per frazioni continue

l'equazione lineare 2 - 0 = 0 trattata al S 7 , e si potrà

continuare l'approssimazione
sino ad ottenere un valore che

differisca dalla radice che si cerca meno di qualsivoglia data

quantità .

14. Pei limiti

Un tal valore è indicatore o di due radici reali comprese in

quell'intervallo o di radici mancanti in quell' intervallo stesso ,

essendovi in lor vece compreso un valor critico . In questa 2.

ipotesi o fra il detto intervallo non è compreso alcun para

metro dei fattori di 2.° grado indicati nell'equazione ( 1 ) del

S11 , o vi sarà compreso on certo numero di essi. Nel 1.º

caso la trasformata Oly :)
che sarà la 2.* trasfor

mata pel caso di
T = 0 , avrà le radici ed i parametri

compresi fra oe - ó come risulta dei SS 2 e 3. Dunque

pel S 4 la qly .) = 0 , pei limiti y = 1 , yı = 5ó en

trambi maggiori dei parametri e radici di essa , darà A = 0.

Nel 2.° caso pei limiti yı = 1 , уі ó potrà ancor ri

sultare Si troveranno due limiti

coll' impiego del teorema degl' indici applicato a ciascun in

tervallo unitario in cui si divide l'intervallo compreso fra

I ed pei quali se risulterà
A = 2 si passerà colla

posizione yi = ng + alla trasforma
ta

Olya) la

12

quale pei limiti Y2 = 1 , Yo = ó darà A = 2 ovvero

Se è A = 2A = 2 si cercherà l'intervallo unitario 13 ,

coll'applicazione del teorerna degl' indici pel quale

= 0 ,

Nai na to I

I

= 0 ,

0.

n3 + 1
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A = 2 .

а = O ,

O

an 2

è A = 2 e si passerà alla trasformata 0(73) = 0 , e così

si continuerà fino che risulta
Ma per la proposi

zione 1.* del S 3 si dovrà necessariamente giungere ad una

trasformata Olyr) = 0 , nella quale tutti i parametri e tutte

le radici essendo comprese fra Ie - ă , pei limiti yr = 0 ,

Y = ó dovrà pel S 4 risultare A = 0. Si potrà però giun

gere a A = o anche prima che siasi verificata la condizione

accennata sui parametri. Si dovrà pertanto giungere in qua

lunque caso sia che i parametri giacciano

no fra i limiti Nr nr +1, quando fra detti limiti

non esistano due radici reali disuguali della proposta. Il valore

A = 2 competente ad un valor critico od a due radici de

ficienti della F (x ) dovrà nelle successive trasformate

scomparire. È questo il criterio per la distinzione delle radici

deficienti od immaginarie . Giacchè se si ammette la 1.* ipotesi

che cioè le due b radici indicate da siano

reali, per qualunque valore dir, la Olyr) == o pei limiti

Yr = I , Yr darà costantemen
te A = 2

come risulta

dal S 2 e del S 10. Per quanto piccola sia la differenza b - a ,

purchè non sia = 0 , si dovrà giungere ad una trasformata ,

la quale pei limiti 1 ed 5 dando vengono le

radici di essa ad essere separate in intervalli unitarj distinti

nr , Np to 1 ed me , my + 1 . Le radici a , b della F (x ) = 0

verranno così calcolate colle successive trasformate nella stessa

guisa che fosse proposto a calcolarsi la sola equazione di 2.0

grado del S 10 , e giunti alle due trasfornate , le quali pei li

miti I ed 5 danno A = i che chiameremo come nel

citato paragrafo trasformate effettive, verrà calcolata ciascuna

radice di esse , e perciò le a , b come se fosse stato pro

posto a calcolarsi l'equazione lineare del S 7.

Gli esempi seguenti serviranno d'applicazi
one delle cose dette

in questo paragrafo, sia relativamen
te alla distinzione delle

radici immaginari
e, sia rispetto al calcolo della più piccola o

I

o
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andella più grande delle radici b di cui si è parlato

al S 10.

- 15. Sia F (x ) = 34 – 13 334 59 ,26 x°- 108,56 x +61,30.

Impiegando il teorema degl' indici , per x = 3 , x == 3 + 1 ,

si trova Ac = 2 , onde sarà no = 3. Chiamato X, X ,',

X ;" , X " , X ," i valori che assume la F (x ) e sue deri

vate per x = 3 , la trasformata oly .) = o , che è la 1." ,

per essere Nr = n, diverrà

j

$ ( ;) = x,y;*+ X'y +x "y:* + ***?", +

= 0.

2.3.4

Posti i valori

X , = - 1,04 , X ' = 4 , X " = - 7,48 , X " = - 6 , x," = 24

si avrà – $ ( y ) = 1,043 - 4y^ + 3,74y + y ^ = d .

L'impiego del teorema degl' indici pei limiti y = 1 , y = ;

fornisce A = 2. Suddiviso l'intervallo in intervalli unitarj,

per Y, Dl , yo = 1 + 1 , si trova 4, = 2 ; è dunque

ng = e la trasformata Oly .) = 0 sarà data da

Olya) = 0,78 y . + 0,64y3 – 2,02 y: +0,16 yı + 1,04 = 0.

Se ora si applica a questo il teorema degl' indici, per 92 = 1 ,

si trova A * Ô . Si conchiude che fra i limiti

3c = 3 , x = 4 la proposta F (x ) = 0 ha due radici de

ficienti, e perciò due delle 4 radici della stessa sono imma

ginarie.

Sia F (x ) = x3 + 23* - 3x+ 2 = 0 . Col teorema degl'indici

per * = 0 , x = 1 , -si trova A, A. = 2. In questo

caso , dietro il riflesso del S 12 , si dovrà far precedere alle

trasformate $(ya) , Oly »), la trasformata ad indice zero ,

cioè qlyo) Posto siavrà , essendo n.o

yo

Oly .) == 2y. - 3y +1 = 0.

1

07

I

- 0. X = no to



37

Siccome pei limiti yo = 1 , yo = 5 risulta A = o , le

due radici indicate da A. = 2 sono deficienti e corrispon

dono a due radici immaginarie della proposta.

Sia F (x ) to II gcº 102 x + 1812c3 - 0.

SO , pei limiti

T

I

A = 2

Esplorata col teorema degl' indici o dal numero delle

variazioni di segno che presenta la F (x )

x = 0 , x = ó , si ha A = 2. Suddiviso l'intervallo in

intervalli unitarj , per x = 3 , X = 3 + 1 , si trova A. = 2

onde n = 3 , e posto
e posto X = 3

si avrà

у.

Oly) = y) - gy* + 204, + 1 = 0.

Pei limiti y; = 1 , Y, = • risulta ancora
Sud

diviso l'intervallo in intervalli unitarj, pei limiti y = 4 ,

y = 4 + 1 , si trova 4si trova 4 = 2 dunque : n2 = 4. Passando

alla trasformata (7-)Olya) = 0 si avrà

Qly ) = y} – 4y2 + 3y2 + 1 = 0.

Pei limiti y = 1 , Y2 = è ancora A 2. Suddiviso

l' intervallo in intervalli unitarj, pei limiti ya = 1 , y = 2 ,

risulta 4 e pei limiti ya = 2 , y = 3 , parimente

4 , = I.

Posto saccessivamente ya = 1 +

I

ya =
si

Y : Y3

avranno due trasformate effettive, ciascuna delle quali pei li

miti
Y3 = 1 , y = ė darà A = 1 . Una di queste ser

virà a calcolare la più piccola radice , l'altra la più grande.

Siccome la (y-) = 0 è quella in cui le radici giacciono in

intervalli unitarj distinti , ed essendo un numero pari,

si dovrà dei due limiti inferiori i , 2 prendere il più piccolo

per calcolare la più piccola delle due radici della F(x )

comprese fra x = 3 , x = 4. L'altro limite inferiore = 2

T

1 ,

T = 2
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darà la trasformata , che serve a calcolare la più grande.

Il valore approssimato della più piccola risulterà dalla frazione

I
9

.continua

4 to 5
45

Il valore approssimato della più grande risulterà dalla frazione

continua

9

IO

45

Sia
F (x ) = 24 – 28 x + 370 x* — 1070 x + 1629 = 0.

X = I

Esplorata questa col teorema degl'indici , pei limiti x = 0 ,

x = ó si trova A = 4. Suddiviso l'intervallo in intervalli

unitari si trova che annulla la F (x ) ed è perciò

una radice. Esplorando i susseguenti intervalli si trova che per

x = 6 la serie dei segni della F (x ) = X e sue derivate

X' , X ' , X , X " è data da

X" „ X " , X " , X' ,
X

e per 20 = 6 + I da

X " X " , X " , X' , X7

O

Siccome
X = 7

annulla la derivata X " e rende dello

stesso segno le due derivate laterali, così esso corrisponde ad

un valor critico indicatore di due radici immaginarie. Ma se si

suppone
il 2.° limite = 6 + 1 + E , essendo e infinitamente

piccola, la X ' assumerà un segno positivo e si avrà in questo

caso A Per constatare che il processo delle continue

trasformazioni conduce alla stessa conseguenza adotteremo per

2.° limite il valore 6 + 14 € onde risulti Aonde risulti A4 , = 2 .
Sarà

n = 6 , e posto
x = 6 + si avrà

У.

in tal caso
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= I

Si ha quindi = II

X = 1>

Oly .) 1635y,4– 1910 y;}– 82y; + 49, -1 = 0.

Ora pei limiti y = 1 , y = risulta Aro , e per

ciò si ha anche con tal processo il criterio che le due radici

delle F (x ) = o indicate fra i limiti 2 = 6 , X = 7+ €

sono deficienti, e perciò due radici immaginarie , per lo meno ,

ha la proposta equazione , e siccome una è già reale

così lo sarà l'altra parimente , e la proposta avrà due radici

immaginarie e due reali e positive.

Sia F (x ) = 23 -- 2 x2 + 6 x - II = 0.

Per x = 0 ,
x = i , si trova A , = 4. = 2.

Oly .) = 11y? -672 + 2 y .-1 = 0.

Pei limiti yo = 1 , Yo = risulta A = 0 , dunque le

due radici che nella proposta erano indicate fra i limiti

O
sono deficienti.

16. Pei limiti x = ny , x = n , + 1 sia A 3. Fra

gli stessi limiti o sarà compreso , oltre la radice reale, un valor

critico indicatore di due radici immaginarie , o saranno com

prese tre radici reali. Nella 1.' ipotesi passando alle equazioni

trasformate dovrà accadere : 1.° o che una di esse pei limiti

1 , • dia A = 1 : 2.° o che dando il valor

critico trovisi in un intervallo unitario Ne , ny to I distinto

da quello in cui trovasi la radice di questa trasformata : 3.0 o

che in tutte le trasformate successive il valor critico trovisi

costantemente compreso nello stesso intervallo unitario in cui

trovasi la radice reale , per cui una trasformata Olyr) = 0 ,

per qualsivoglia valore di dia costantemente A = 3

per un intervallo unitario ny I.

Nel 1.º caso la disparizione di due 'unità nel valor di

A pei limiti I ed ; in una trasformata avvera il crite

rio dell'esistenz
a

di un valor critico competente a radici

deficienti , giacchè se le due radici fossero state . esse pure

= 3

T
o

nea

A



40

nuto

1

о е I ,

reali, il processo delle trasformazioni avrebbe sempre mante

A = 3 fra i limiti 1 , ó della variabile, y sino

a che esse comparissero separate o in due intervalli distinti

o in tre.

Nel 2.° caso una trasformata, pei limiti Yr = Nr , Yr = Nr + I

dando A 5.2 saremmo nel caso del paragrafo antecedente ,

ove si è veduto che nelle successive trasformate dovrà scom

parire pei limiti 1 ed ó il valore A = 2 .

Abbia luogo dunque se è possibile il 3.º caso . Dalle riflessioni

dei SS 2 e 3 applicate a ciascun fattore di 1.° e 2.° grado

della F (x ) = o rappresentata coll'equazione ( 1 ) del S II

risulta che dopo un certo numero di trasformazioni tutte le

radici non comprese nell' intervallo originario ne , n . + I

e tutti i parametri della proposta si cambiano nella trasformata

ad indice opportunamente grande in radici e parametri com

presi fra i limiti e gli argomenti vanno conti

nuamente diminuendo al crescere dell'indice s sino a di

venire minori di qualsivoglia quantità, Sia Olya)

tale trasformata ; verificandosi in essa le condizioni del S 6 ,

pei limiti . Yo = 1 At = ó si avrà A = I , e perciò

siamo ricondotti al caso 1.º

Potrà accadere d'altronde che il valor critico che abbiamo sąp

posto nella F ( x) = 0 compreso fra x = ne , X = ne

e che si è veduto dover in una delle trasformate successive

assumere un valore compreso fra le - ó , assuma in una

trasformata d'indice inferiore un valore che, sebben compreso

fra I ed ó trovisi in un intervallo unitario distinto da

quello in cui trovasi la radice reale di questa trasformata. Ma

quando ciò accade siamo nel 2. de' casi anteriormente con

templati. Sarà dunque impossibile che il valor critico e la ra

dice reale rimangano costantemente nelle trasformate successive

compresi nello stesso intervallo unitario : sarà quindi impossibile

che per un tale intervallo unitario compreso fra I ed ő

0 una

1

to I ,

09
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= 3.

Me

= 3.
T

che per
Yr

abbiasi costantemente 3. Una tale conseguenza vale

anche pel caso in cui il valor critico corrispondente a due

radici deficienti coincidesse nella F (x ) = 0= o col valore della

radice reale, nel qual caso sappiamo che per quanto si re

stringa l'intervallo n , +1, fra il quale èfra il quale è compresa

la radice , si ha costantemente

Abbia luogo pertanto la 2." ipotesi che cioè tutte e tre le radici

siano reali. Supposto in tal caso che le successive trasformate

sino alla (yr) = 0 esclusiva abbiano dato nei loro inter

valli unitarj il valore A = 3 , le 3 radici > I della

Olyr) = 0 Yr = I , 등
supporre

mo
che

diano ancora
A = 3 , per quanto piccola sia la loro diffe

renza diverranno comprese o in tre intervalli unitarj distinti ,

o in due. Nel 1.º caso coi limiti inferiori di questi intervalli

si otterranno tre trasformate effettive (yr+ 1) = 0 colle

quali calcolarne i valori come se si trattasse dell'equazione

lineare di cui ci siamo occupati al S 7. Nel 2.° caso esisten

do nella (y) = 0 due intervalli unitarine , п ,

per uno dei quali risultando A = I

l'altro A saremo nel caso dei SS 13 e 14 e var

ranno le stesse conseguenze rispetto al calcolo delle radici.

Sia F (x ) = x4– 6,4 x3 + 14,06 x® – 13,044 x+ 4,392

Esplorata col teorema degl' indici, pei limiti
x = 1 , = =

Suddiviso l'intervallo I ' , ó in intervalli

unitari, pei limiti x = 1 , 20 = 1 + 1 , si trova Az = 3 ,

si ha dunque n ; = I
da cui si ottiene la trasformata

Oly .) = 0,008 y 4- 0,124 y;: + 0,86 y;" – 2,4 7 , + 1 = 0.

Pei limiti y = 1. y = risulta A = 3. Suddiviso

l'intervallo in intervalli unitarj si trova per y = 1 , y = 2 ,

A , e per y , = 3 , y = 4 , A = 2 . La trasfor

mata effettiva da cai dipende il calcolo della radice reale

App. Eff. 1847 .

+ I ,

e perт . » me
+ I

T

T

= 0.

si ha A = 4.

T

6
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I e 2cómpres
a

fra si otterrà ponendo ng = 1 . Resterà

a vedersi se le due radici indicate nella ply ) = 0 fra i

limiti y = 3 , y = 4 sono reali o deficienti ; saremo dun

que nel caso del S 14.

Sia F (x ) = 35– 3 x4 -- 24 33 +95 x* — 46 x — 101 = 0.

Pei limiti x = 0 , x = • risulta A = 3 ,

rimente si ottiene dal numero delle variazioni di segno della

F (x ) = 0. Suddiviso l'intervallo ,

1 , trovasi An

pei limiti 2
A

ma pei limiti
A

ciò che pa

stessa
1

pei limiti x = 0 , 2

7

1

3 ,
= 2

> >

pei limiti 3. , X = 10 ,
!

Si potrebbe, suddividendo l'intervallo 3 , 10 , scoprire entro

qual intervallo unitario è compresa una tal radice cercando due

valori che rendano di segno contrario la F (x ) onde col li

mite inferiore ottenere la trasformata effettiva. Ma intanto ri

sulta che le tre radici della proposta indicate fra o ed ,

di cui una è reale e le altre due possono essere reali o defi

cienti , sono separate in intervalli unitarj distinti. Per distin

guere la natura delle due radici se reali o deficienti indicate

da A fra i limiti X = 2 , X = 3

cedere come nel S 14 e relativi esempj.

si dovrà pro

Sia
F (x )

= 24 203 + x + x 4 O.

pei limiti X -- I

Dalle 3 variazioni di segno che quest'equazione presenta per

X = 0 , risulta A = 3 . Suddiviso l'intervallo ,

x = 0 ,
si trova A = 3. Posto , die

tro i riflessi del S 12 , essendo no = O si

yo

ha per prima trasformata

I

X = no to
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Oly .) = 4y! - Y: -- 4y8 + y . -1 = 0.

xenes

1

***

Pei limiti
Yo = 1 , ' yorói risulta A = i. Quindi una

sola radice reale è compresa fra i limiti x = 0 , XSI . Le

due altre radici indicate , dalla A = 3 sono deficienti in

quanto nella Oly .)Oyo) = 0 sono esse scomparse ed uscite dai

limiti yo = 1 , yo = . Se si suddivide l'intervallo 1 , ,

si troverà un intervallo unitario no ,n,, n +1 in cui è com

presa la radice reale della " ly .) = 0. I limiti inferiori della

Oly .) = 0 e delle trasformate successive forniranno la fra

zione continua che serve al calcolo della radice. La oly .) = 0

è già una trasformata effettiva , giacchè per . -Yo = 1 , Yo =

essa fornisce A = 1 .

17. Pei limiti
30 in * 1 risulti AtA7 = 4

La
F (a ) = 0. l .° o avrà fra i detti limiti quattro radici

réali , 2.0 o due valori critici indicatori di quattro radici im

maginarie, 3.0 o due radici reali edun valor critico indicatore

di due radici immaginarie.

Nel 1.º caso , ripetuto il discorso fatto indietro , si verrà alla

conseguenza che col processo delle trasformazioni si doyrà

giungere necessariamente a quattro trasformate effettive distin

te ciascuna delle quali abbia una sola radice reale compresa

fra I ed á , e dal valore delle quali dipenderanno i valori

delle 4 radici della proposta. I , 22.079; ,non ?* . : ! 741

Nel 2.º caso si proverà come nell' antecedente paragrafo łebe

non potrà per un intervallo unitario di una trasformata qua :

lunque Olyr) = 0 essere costantemente 4 , = 4.::Quindi od

uno de valori critici potrà in una trasformata scomparire dai

Jimiti 1,6, mentre, l'altro essendovi ancora compreso , per

un solo intervallo unitario esistente fra led risulterà

A;

ovvero rimanendo entrambi compresi fra i ed on

si trovino in intervalli unitarj distinti per ciascun de quali

risulterà A, 2. In entrambe queste ipotesi ricadendo nei

{" ; se

= 2 ,
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casi del S 14 , i due valori critici indicatori di 4 radici im

maginarie dovranno scomparire dall' intervallo I , ó nelle

successive 'trasformate.

Nel 3.º caso , due radici essendo reali e disuguali, potrà il va

lor critico coincidere con una di esse. Ma le trasformate suc

cessive separando le due radici in intervalli distinti , potrà

accadere che pei limiti "' 1 ed ó , o risulti A = 2 e sarà

scomparso il valor critico , ovvero che risultando A = 4 , per

un intervallo unitario abbiasi A, = 3 : é per l'altro ·A, = 1 ,

e saremmo allora condotti ai casi contemplati nei SS 13 e 15 .

18. Lo stesso discorso verrebbe applicato ai diversi casi in cui

pei limiti . x = nq , x = n + 1 risultasse 4 , = 5 , 6 , 7 ....

La soluzione di questi diversi casi verrebbe sempre ridotta a

dipendere da casi già precedentemente contemplati, per cui si

giungerebbe alla conclusione generale che qualunque risultasse

il valore di Ascomparirebbero dai limiti 1 ed nelle

successive trasformate i valori critici corrispondenti a quelli

della proposta F (x ) che si trovano compresi fra i li

+1. E siccome ogni valor critico corrisponde

a due radici deficienti ed è indicatore di due radici immagi

narie conjugate , ne risulterebbe che il processo delle trasfor

mazioni, facendo scomparire le radici deficienti, si rende atto

al calcolo delle radici 'reali per frazioni continue, come se

nella proposta non esistessero che radici reali.

Sarà bene osservare che nella precedente disamina si è taci

tamente ammesso che il valore dell'indice A, della propo

sta o di un indice qualunque di una trasformata non potesse

aumentare nella successiva trasformazione . Quand'anche un tal

caso fosse possibile , siccome l'aumento dovrebbe in ogni caso

essere un numero pari i = 2j dovuto ad un' numero ' j di

valori critici, il processo delle trasformazioni successive fareb

be parimente scomparire queste aj radici defcienti , nello

stesso modo che scomparirebbero se realmente fossero indicate

sia nella proposta , sia nella trasformata antecedente .

mitinqi Na
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con

mp=

19. Nella F (x ) = o pei limiti x = , = my risulti

A = H . Si supponga aver diviso l' intervallo fra i detti li

miti in intervalli unitarj ed essere giunti col mezzo delle suc

cessive trasformate ad un numero h di trasformate effettive.

La differenza H- h rappresenterà evidentemente il numero

delle radici deficienti che sono scomparse , ossia eguaglierà il

doppio del numero de valori critici che la F (x )

tiene fra i limiti 25 ne , x = Mr. Se si suppone inoltre

che nella F (-x ) = o pei limiti x = Mrs X = my ri

salti A = K e. sia k il numero delle trasformate effettive

che fornirebbe la F ( -X) pei suddetti liniti, sarà pa

rimente K–k'il numero delle radici deficienti od il dop

pio de' valori critici che la F (x ) contiene fra i limiti

- nr , mr . Se si suppone nr = 0 , ő

il numero delle radici deficienti della F (x )
F (x ) = 0 fra i li

miti
-Ó', ' = + ó , ossia il doppio del numero

de' valori critici compresi in questo intervallo sarà dato da

H + K - (h + k) . Ed in fatti essendo
il grado della

F (x ) = 0 sarà K+ k = m ed essendo P il numero

delle radici reali sarà h + k = p. Mam - p eguaglia il

numero delle radici immaginarie, ossia eguaglia il numero delle

radici deficienti od il doppio del numero de' valori critici.

20. Colle successive trasformazioni si dovrà giungere ad una

trasformata nella quale non vi sia che una sola variazione di

segno che diremo trasformata finale. Donde 'risulta che la

differenza fra il numero delle variazioni di segno che le

F (x ) = 0 , F ( -x ) = 0 contengono ed il numero delle

variazioni di segno che contengono le trasformate finalicotte

nute dalla F (x ) = 0 , F (-x ) = 0
= o pei limiti x = 0

ó è eguale al numero delle radici' immaginarie della

F (x ) 50. Quindi risulta che il numero sempre pari di va

riazioni che si perdono passando dal sistema delle due 'equa

zioni F (x ) = 0 , FC - x ) == 0 al sistema delle trasformate

finali corrisponde al numero delle radici immaginarie.

m

1

1
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In fatti dalle riflessioni fatte al S 6 risulta che giunti ad una tra

sformata effettiva lyr) = 0 che pei limiti y = 1 , Y = ;

dia A = I , se si continua il processo delle trasformazioni

si deve giungere ad una trasformata (y ) = 0 nella quale

i parametri e le altre radici rimanendo comprese fra i limiti

о е e divenendo gli argomenti minori di qualsivoglia

quantità, dietro la proposizione del S 3 , i valori critici si ri

durranno ad essere compresi fra i limiti o e -5 La

(y ) pei limiti y = 0 , Yo = ő darà A = 1 ,

ed essa stessa avrà una sola variazione di segno , giacchè per

x = i la serie delle derivate fornisce termini tutti positivi.

Sarà dunque essa una trasformata finale . Potendo quindi da

ciascana trasformata effettiva ottenersi una trasformata finale ,

avuto riguardo a ciò che si è detto nell' antecedente para

grafo , sarà P al numero delle trasformate finali, ossia

eguale al numero delle variazioni di segno che esse conten

gono e siccome H+ K = m sarà eguale al numero delle

variazioni di segno che contengono le F (x ) = 0 , F (-x ) = 0,

così la differenza mp sarà eguale al numero delle radici

immaginarie della F (x ) = 0.

21. Se colle trasformate effettive si calcolano per frazioni

continue i valori approssimati delle h radici positive della

F (x ) = 0So che indicheremo con
Pa , P2 , P3 .... Ph ( 1 )

e siano pri Pa , P3 ... Pa (2) ciò che diventano le precedenti

quando nel calcolo delle frazioni continue si aumenta di una

unità l'ultimo numero My che servì pel calcolo de'precedenti

valori, e siano parimente indicati con 91 , 92 , 93..... Qt (3)

i valori approssimati delle k radici positive della F (-x) = 0

03 • • ok (4)
ciò che diventano le pre

cedenti, aumentando di un'unità l' ultimo numero delle fra

zioni continue che servirono al calcolo delle precedenti, tutte

le radici reali della proposta equazione F (x ) = 0

separate e comprese fra gli h + k limiti dati da

e con OST 0.29

saranno
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(qk , 04) ...(93 ; 03), ( 92,02), (91901) , (pops) , (pa ,pa), (p3 , p3) ... (phoph) (5)

Che se i valori ( 1 ) e (3 ) sono quelli che risultano da va

lori di trasformate opportunamente spinte oltre le trasformate

finali si potrà ottenere che le radici tatte della F ( x ) = 0

non solo siano separate e comprese fra i limiti ( 5 ) , ma che

inoltre fra gli stessi limiti non si trovino valori critici e ri

sulti per ciascun d'essi Á = l , purchè nessuno dei valori

critici della F (x ) = 0 sia coincidente col valore di qualche

radice reale. La 1.' parte di questa proposizione risulta imme

diatamente dal S 9 applicato a ciascuna delle trasformate

effettive osservando che, per ciò che si è detto , il calcolo di

una radice della
F (x ) quando sia separata in un in

tervallo distinto si fa come se si trattasse di calcolare una

semplice equazione lineare data da un fattore di 1.° grado.

La 2.' parte si appoggia al principio che non esistendo coinci

denza fra un valor critico ed una radice , per quanto piccola

sia la differenza de’loro valori , la rapida convergenza delle

frazioni continue condurrà ad un valore così approssimato alla

radice da differirne di una quantità minore della differenza

fra il valor critico e la radice in questione .

22. Dalle cose esposte risulta che l'impiego del metodo

delle frazioni continue nella ricerca delle radici reali di una

equazione algebrica fornisce i valori di tutte le radici senza

bisogno di far precedere il calcolo dell' equazione ausiliaria ai

quadrati delle differenze. Il metodo delle frazioni continue è

applicabile a qualunque equazione, ed il processo è lo stesso

come se l'equazione proposta avesse tutte le sue radici reali. Con

questo processo , fondato sul teorema degl'indici, si giunge

alla distinzione delle radici immaginarie ed alla determinazione

dei valori delle radici reali. Il metodo del signor Sturm col quale

si assegna il numero delle radici reali comprese in un dato

intervallo n , nie e che risulta dalla serie d'indici che
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nascono non già dalla serie delle derivate , che è il fonda

mento del teorema degl' indici, ma dalla serie dei resti che si

ottengono nella ricerca del massimo comun divisore della

F (x ) e della sua derivata F '(x ) è compreso in questo. La

sola differenza consiste in ciò che nel metodo dei resti si ot

tiene la cognizione del numero delle radici reali comprese fra

i detti limiti anteriormente all'operazione che serve a deter

minarne i loro valori numerici, laddove in quello che si è

esposto una tale cognizione o distinzione delle radici si ot

tiene nel processo stesso dell'operazione che s'impiega alla

determinazione dei loro valori, operando come se le radici

indicate dall' ultimo numero nella serie degl' indici fos

sero tutte reali.

23. Nei seguenti paragrafi occorrendo l'uso di frazioni con

tinue meno semplici delle già esposte , adotteremo per rappre

sentare la frazione continua

A

a * B

b + c

* P

P + Q

9 to R

r

la notazione più semplice

A : a ft B : b + C : c + + P : p + 0 : 9 + R : T

che non differisce dalla precedente che per una traslocazione

in linea orizzontale dei denominatori successivi situati in linea

obliqua. Ciascuna lineetta in alto indica che i termini ad essa

sottoposti rappresentano il denominatore del termine prece

dente affetto dai due punti . Quando una quantità x sia data
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per y colla frazione continua finita

x = A : a + B : b + c : C + + P : p + Q : q + R : r + 5 : 7

coll' inversione successiva delle frazioni si ottiene la
у

data

per colla frazione continua finitaX

y == S :-r+ R :-q+ Q :-p + .... +0: -6 + B : -a + A :.

Chiameremo una di queste frazioni continue la frazione inver

tita dell'altra .

Chiamasi poi metodo esatto di approssimazione od approssi

mazione completa ogni processo per mezzo del quale si ottiene

il valore di una radice d’una equazione qualunque F (x ) = 0

approssimato quanto si vuole, e che fornisce ad ogni approssi

mazione due limiti sempre più prossimi alla radice , ed entro

i quali la radice stessa è compresa.

24. Se nell'equazione X – 0 = 0 del S 7, posta sotto la

forma
Y_IP- I = 0 , si sostituisce successivamente alle

Y- 1 , yo , yı , Yui... Yr il valore che nasce dalla

relazione ricorrente

Our

Yr - 1 = n, to ( 1 )

Yr – Bo

ove la r 19riceva successivamente i valori o 2 , 3 ...

la trasformata pesima omesso il fattore frazionario , sarà

YP = 0 ove sarà

>

pr = Br + Qr : (Br- 1 -n )+ ar_1: (Br- 2 - Nr- 1)+ dr.me : (Br- 3-nr- 2) +....

(2)

• * Alg : (B.- n ,) + a, : (B. - 13) + cò : (-1 ) + de

ed il valore di cl
sarà espresso dalla frazione continua

a = no - do : (n.-B.) + ( : ( - B .) + Olx : (n3- B2) .

( 3 )

•
+ or -1 : (nr - B - 1) + X : (-Br) *yr

App. Ef. 1847. 7
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ovvero dalla serie

do

(4)

D3 D4

do Oli aa,an aga , daX3 O , Olga3. Oly

+

a = noto
D.D. D D3 D4D5 Dr + Dita

ove è Di= 1 e le diverse Dr, pei valori di r = 2 , 3 , 4 , 5 ....

sono dati dalla relazione ricorrente

( 5 )D = Dr-- (News - Brun) + De Obywa

Di fatto dalla ( 1 ) si deduce

ar

Yr But (6 )

- Nr + Yrai

fattovi r == ó , 1 , 2 ,1 , 2 , 3 ....
si ha

do
al

Yo = po = Bot
, y = p = ß * SEB .Betul,:(B. - ny) + : (- n .)+ a

noto -ni + yo

هد

Yo = pa = Ba +
Ba + og : B. - n ,) + Q , : (B. - n ,) + : (-7.) + «

-Naty :

e così progredendo si ottiene colle successive sostituzioni nella (6 )

ar

Yr = P , = Br+ - = Br + Op : B - s -nr) + 0-1 : ( - Ny 1) + Yr - 2

-nr + Yr - I

= Br+ Op : Br_1-71) + -1: Br_2-1-1) + _ : : (-8-2) + yr -3 = ....

che protratta sino alla Yr- (r + 1) diventa la (2 ).

Parimente se colla formola dell'antecedente paragrafo si cerca

l' invertita della (2) si ottiene la (3) . Per ottenerla diret

tamente , fatto nella ( 1 ) r = o , si ha

y ~ : =ano

ao

Bo + yo

( 7)

Quindi per 2 , 3 , 4 ....

yo , yi , y2 ••••

si avrà dalla ( 1 )

e dalla (7) collel'espressione di
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successive sostituzioni risulterà

do

a = no *
-Po + yo = n .+ & o : (- Bo* 722) + : (-B .) + y,

= don +đo : ( 2 - 8.) + : ( x - 8 ) + 4 : (- 3 ) + y,

oto , Ots , هدو OC3 .

= no+do: (n . - B .)+ Q , : (na- B1) +ax : (n3 -B.)+23 : 7- B3) + Y3

e sostituendo successivamente i valori di y3 , 74 , YS .... Yr - 1

che nascono dalla ( 1 ) per r = 4 , 5 , 6 ,
si

ayrà la frazione continua (3).

La serie (4 ) risulta dallo stesso processo seguito per otte

nere la (2) del S 8 , ma applicato ad una frazione continua

i cui numeratori in luogo di essere , come ivi, l'unità sono

in vece espressi dai numeri
La

serie (2) del citato paragrafo non è che un caso particolare

della ( 4 ) , e risulta da questa quando per tutti i valori di

r = 0 , 1 , 2 , 3 .... si supponga Br = o ed ay = 1

e si sostituisca Nrti ad Np . In questa ipotesi infatti la

frazione continua ( 3) si cambia nella ( 1 ) data al S 7 , la

relazione ricorrente ( 6 ) diventa D , = D. - In + D,

che è la ( 1) del S 8 , e la serie (4 ) , aumentati di un'unità

gl' indici din , diventa la (2) del S 8.

Se le arbitrarie Olp , Br sono numeri interi e positivi compresi

fra limiti finiti h , k e le diverse no , ni , ng , n3 по.

sono i numeri interi immediatamente inferiori alle rispettive

quantità a , po , pi , pa .... pr - t .... , i cui valori ri

sultano dalla formola generale (2) , la frazione continua (3)

e la serie ( 4 ) convergeranno al crescere dir verso il va

lore di a.

Una qualunque no
n , essendo il numero immediatamente infe

riore al valore di Pr - s , la frazione nella rela

zione ricorrente (1) dovrà essere si , ossia dovrà essere

а,

Yr – By

1
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1Yr > B. + Or , e siccome la Nr+ 1 è il numero intero imme

diatamente inferiore ad Yr = Pr , e per essere B ed oli

numeri interi e positivi sarà nr + 1 > B , + Or, ed a più forte

ragione maggiore di ciascuno di essi . La differenza Nr to 1 -BF

risulterà positiva e quindi positiva la Nr - 1 - Br - 2 che en

tra nell'espressione generica del valore di D , il quale ri

sulterà positivo.

25.Supposto av = n , dr , Br = 8r, pei valori di r = 1 , 2 , 3 , 4....

ed 20 = d., B = 0 , le espressioni ( 1 ) , (2) , ( 3) del S 24

si riducono rispettivamente a

Yros = nr

&c

I to

Yr

( 1 )

Pr = 0, + n, dr : (8-1-71) + Nz_187_1 : (8-2- nr- 1) + ny_287_2 : (8-3- nr - 2) + ....

(2)

nad, : (8. - na) + n, 8 , : ( - 12) * 80 : ( - 1 ) +

a = n. + 80 : n , +1,8, : (n2 -8) +1 , , : (n3-82) ++383 : (14-83)

(3 )

+ Nr - 20 %. 2
: (Nr - 1-07-1) + Nr - 18-1: (nr – 87-1) + 0,8s : (-8, + Yr

Il valore di a
sarà espresso per la serie finita

8. 8 , 88,828 .

a = no to

ni

8.8.8.83

N ,0₂03 04

+

8.8.82 ....8-1

піп , 13 Nr_1Yr

(4)

n , na Nп пап3

I I &

Di fatto dalla ( 1 ) si deduce (5)

Yr - 1 п , NrYr

che pei valori di
T = 1 , 2 , 3 .... si riduce a

1 I I I

3

8 ,

niy

2

-
1
5 ( 6)

83

пз узyo ni na n2 y 2 ya п3

Parimente dalla ( 1 ) dell' antecedente paragrafo in cui sia
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= no

п, ni na

[l
e

c
o
l
i
s

n ,

0 .

B = 0 , Q = . risulta Y - = 0 = no to e perciò

yo

da questa , in cui si pongano i valori (6) , si otterrà

8. 8 . 8.8,

a = no for

пу: п.п.у.

8.8. 8.8.82 dod, da 83

not

nп , п . nin ,n3 Nп , пайз Уз

che protratta sino alla Yr coincide colla (4) . I numeri in

teri e positivi dr essendo compresi fra limiti finiti , se le

diverse Tor , per = 0 , 1 , 2 , 3 .... sono i numeri

interi immediatamente inferiori alle rispettive Pror , le (3) ,

(4) daranno valori sempre più convergenti verso il valore

di a misura che crescerà la . Risulta infatti dalla re

lazione Ny+ 1 > Br + Oy dell'antecedente paragrafo che sarà

Mr + 1 > (n . + 1 ) &r , e che quindi le diverse nr che entrano

nei denominatori della ( 4) saranno maggiori dei rispettivi

numeri interi , che entrano nei numeratori.

26. Se nelle espressioni ( 1 ) , (2) , (3) , (4) del S 25 si pone

Er

8 . = &o , &r per tutti i valori di T = 1 , 2 ,

Emi

si ayrà

3 ....

Er

Yr - = nr

( 1+

(1 )

yer
I

Pre - I = E + N , E, Er - : (Er - 1 -ner - 2 ) + 17-18-18-3 :

( €r_2 -Nr - 1 &r - 3) + Mr_aEr - 2 &r - 4 : ( - 3 -Nr_ar- 4) + .... (2)

.... +13€ 3 €;:(82-13£z) +N , E, E.:(8.-12€.)-1,€,:(-12)+€:(-10)+oc

a = n . + E0 : (n .) + 1 ,€ , : (n2€ - € ) + , E9 € :

(13 € , – Ez) + N3 E3 € : (N4E9 – € 3) + ... + Nr - 2 -Er- 2 Er - 4 : (3)

(nr_rr_3 - Er_2) +nr_14_16_3: (ner_2- Er - 1) +nrerer_2: (- Er) + Er_13
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E , Eg E3Eo

O No to

n,

Er - 1

• NoYrп.п. п , пап3 n , n ,n3 14 п , п . П3 .

27. Se nelle espressioni ( 1 ) , (2 ) , (3) , ( 4 ) dello stesso

6, O.

S 25 si pone 8 = lo , 8, e &r pei valori

nr .

. Toms

di
3
1

4
si ottiene

1

n_ ,

Yrue = no

= n2(1+ yb
.

(1)

Noor -1 - Orne

pobres = 14-36 * M,M2- s 0,07-2 :(7_302---0,67_o)+N_:Mo -a67_26r-3 :

Thru30rma -1_10r_3)+p_ath_30r_0054: ( 40r_3= _gby _ ]+Pr_3727-40r_30r.5 : (2)

(n -30,-4-7, 30, -5) +...+7,0,0. : (0-0, +3, 6, ( - ) + 0,3 (- ) + a

a = 1 + 0.:7,472,0, : Th. 02-6,) + nan ,0.02 : (13 0, -1, 02) +n3n .0,03 :

(1462-1963)+14736,04: (ns03-7364)+15 40365: (n604-1405) + ... (3)

... +Meeth - 20-30-1 : (n. 6 - a -1_20_1)+7,Nrvz0r_20, : (-1_10.) + 0 --Yr

!

0 , 02 03

a = no to

ng

04

n4n5

Or

nry

(4)

п , па na n3 n3 n4

Wy

28. Se finalmente nelle espressioni ( 1 ) , ( 2 ) , (3) , (4 )

dello stesso $ 25 si pone d = wo , S = ne

valori di q = 1 , 2 3 .... si ottiene

per tutti i

Weas

N ,Wp

Yrar = nr 1

-(

(1)

YoW - N ,Wy
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PW - s = nyW + n * W. Wr - s : (nerWp- rmN,WF- 2)+7 - : W OW - 3 :

(n - Wr- s - nr - rWr_3) + n ; - ,Wp- W - 4 (1-3W -3 -Nr - 1W - ) * ... (2 )2 4: a

.... +nw,wo : (now ,-1,w .) + n we : (-12)+ W . : (-n.) + c

a = notwo : (n ) + n ; W , : (n.wo- n ,W2) + ni wgwo : (n3W ,-Nw.) + n ;W3W , :

(nAwa -13w3) + n2 w Ws : (nsw3-NAW ) * .... 11_,Wp- Wp3 :
(3)

(n .Wr- a -the W - ) + ni W.Wr - a : ( -1W-)+ W - Yo

wo W2 W3

a = no

|

+

I
t

(4)

9
1

€n , п , n3 n4 п ,

29. Se nelle ( 1 ) , (2) , (3) , (4)( 1 ) , (2) , (3) , (4) del S 26 si suppone

per tutti i valori di r = 0 , 1 , 2 , 3 .... si ottieneE -- I

yr - i = n ,
(1 + ,- )

I

I +

Yo

( 1)

Pr = 1+ ,:(1-n,)+++- 1:(3-01_1)+N_2 :(1-1_a)+... +N.:(1-na)+n,:(-1,)+1:(-10)+c (2)

a = no+ 1 : (n .)+n , :(n - 1) +1 , : (13-1) +n3: (84-1)+ ... + Mr_ : :(n - 1)+n . : (- 1) +yr (3)

I I I 1I

a = no to

п,

( 4 )

nп , п . п , пап3 N ,0₂03 04 п, п . 13 : • NrYr

30. Se nelle ( 1 ) , ( 2 ), (3) , ( 4) del S 27 si pone 0r =

per tutti i valori di r = 0 , 1 , 2 .... ,
si ottiene

Yra = nr

Nrci

I to

Yr – Nr.1

( 1 )
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Pr = Nr Nr.Nr . : (nr-a- nr) + Ne - in - 2 : (nr_3 - Nr - 1) + ...
F....

...

(2)

+ nn : ( I - n ) + n : ( - ng ) + : ( - ne) +

a = No + 1 : (n .) + n , : (1 ,-1) + Nan, : (nz -nı) + 13n2 : (14 - n2) + n4n3 :

( 3)

(ns - n3) + ... + NyNr - 1 : (-1,-1) + Y,

I I I 1 II

a = no to

п,

+ +

nry ,

( 4 )

Nп , п . n,n3 п3 14 Nr - il ,

Wy I31. Se nelle ( 1 ) , (2) , (3) , (4) del S 28 si pone

per tutti i valori di r = 0 , 1 , 2 .... si ottiene

Your = nr

2.(2.)

( 1)

pr = n * n ? : ( --- ) + nics : (nr- 2 – _ 1) +1;_ , :

(nr - 3 - Nr - 2) + ...... + n :: (- 1 ) + I : (-n.) +

( 2)

a = no* 1 :(n.)+n; : (na-n ,)+ n : (nz- n,)+nz: (14- n3) ..... + : (- ) + Yr (3)

1 I I

a = no to

- t
o

-I
t

C
(4)

nп , п,

+

-yr
n3 n4 Tip

п , , ac

32. Se si rappresenta con F (nr) la frazione continua (3)

la serie (4) del S 24 arrestata al denominatore contenente

il valore di sarà compreso fra i limiti F (nr),

Fin , + 1). Di fatto dietro il modo di formazione della (3) ,

la F (n ) sarà < ovvero > di secondo che r sarà

pari o dispari. Se nella serie ( 4 ) del citato paragrafo si rap

presenta , come si è fatto al S 9 , con
P la somma dei

a
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... ar

P +

con

X

x = Nyti

X , X2 X3

termini che precedono quello indicato con +
Dr + , Drus

e si ponga x in luogo di Npti si avrà dall'espressione

(5) del S 24 D , + = Dr** ( * — B-) + D ,Qy. La F(x)

A

sarà dunque della forma
onde

Dr + 1 (Drt , X + )

dF (x )
= FA Si conchiuderà quindi come

dx

nel S 9 che la F (a ) sarà una funzione di

tinuamente crescente o continuamente decrescente al variare

di X secondo che sarà dispari o pari. Per B ,

si ha F (B ) = F(n- 1 ) . Pertanto , supposto r dispari, sarà

F (n ) > a e le F (nr_ ) , F (ny + r) saranno entrambe < « ,

dunque la F (x ) nell'escursione di da x =x = B. ad

si mantiene < a . Ma per ciò che si è detto nel

S 24 si ha M + 1 > B. + Op , dunque per Br + Qy la

F Br + r) sarà ancora < &.: Ma dall'espressione (3) risulta

F (Br + ) = F (nx + 1) , dunque essendo la F (n , + I ) < a

sarà la compresa fra F (n.) ed Fin , + 1 ) . Lo stesso

si direbbe supponendo pari.

Una tale proprietà sarà comune a tutte le ( 3) , (4) degli

antecedenti paragrafi in quanto discendono come casi partico

lari dalle espressioni generali ( 3) , (4) del S 24.

33. Dalle cose precedenti risulta che le serie date sotto i

numeri (4 ) e le frazioni continue (3) non solo sono 'con

vergenti verso il valore di a , è
sempre com

presa fra i due valori che risultano dalla somma di un numero

e di un numero di termini. Ottenuto inoltre un

valore approssimato dato da F (nr) , si avrà senza un'ulteriore

trasformazione un altro limite F (nx + 1 ). aumentando di una

unità la Mby . Se la a avrà un valore irrazionale le diverse

espressioni (3) , (4) si prolungheranno indefinitamente , esse

și arresteranạo nel caso contrario. Le accennate formole ser

viranno a convertire una qualsivoglia irraziouale o radicale di

App. Ef. 1847 .
8

a

ma la

Toto I
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7

qualunque grado od un trascendente noto in cifre decimali,

qual sarebbe la base ee de’ logaritmi iperbolici o il rapporto

del diametro alla circonferenza , in serie convergenti od in

frazioni continue dotate del carattere delle approssimazioni

complete. I valori dei numeri interi по , п . , п .

che entrano nelle accennate formole non si dedurranno dalla

frazione continua espressa in generale dalla Pr , ma sibbene

per 'comodo di calcolo dalla relazione ricorrente ( 1 ) secondo i

diversi casi di sviluppo, ove si porranno successivament
e

i va

lori già ottenuti, comedall'esempio del S 35 apparirà manifesto.

34. Se si suppone che colle diverse N , risultanti dai va

lori r = 0 , 1 , 2 , 3 .... si rappresentino i numeri in

teri immediatamente superiori ai valori delle rispettive Proin

la relazione ricorrente ( 1) del S 25 si dovrà cambiare nella

&

Yr -IEN,

w (1-7)Yr + dy

Siccome poi la ( 1 ) del $ 25 si cambia in questa col porvi

- er in luogo di &, ed N , in luogo di così le

(3 ) , ( 4) di quel paragrafo diverranno É

Tro

a = N. - 8.:(N .) - 1,8, : ( N , + )-N, .:(N3 + 84)

(3)

Nr_ ,81: (N. + 0-1) - N , &r : :, + Yr

(4)

8 . 8.8. 8.828 8. 8,8g.... dra

a = N.

N , N , N , N.N2N3 N , N , N3 .... No - Yo

I diversi valori approssimati che si ottengono col prendere

un numero crescente di termini saranno sempre maggiori di

a , ma convergenti verso il di lui valore.

Se le N , rappresentano i numeri interi superiori ai valori

di
Pr- i perper tutti i valori di ' r , tranne pers o , onde

sia N. = n il numero intero immediatamente inferiore ad
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.

a ', la relazione ricorrente ( 1 ) di questo paragrafo sussisterà

per tutti i suddetti valori di r , tranne per r = 0 ,

(3) , ( 4 ), del S 25 , avuto riguardo che tutte le do cambian

di
segno ad eccezione di do ; si ridurranno alle

e le

a = n. + 4.:(N)-N,8,:(N,+84)-N, 8 , :(N3 + 8 )

( 3 )

-N_OPT (N , + 86-1) - N , 8 : 8, + Yr

a = no +

868, 8.8.8.

N , N , N , N , N ;

8.8.8....... 1

N , N ,N3 .... Nr- 1Y
Ni

(4)

Queste formole, nelle quali risultano le N diverse dalle

precedenti ,danno valori minori di o , ma convergenti verso

a misura che si prende un maggior numero di termini .

Se nelle precedenti formole si pone 8, = I per tutti i va

,

a

.

a = No- 1 :( N .) - N , : (No+ 1)-N .:(N3+1)-...-Nr_s:(No+ 1)-N,: I+Y, [3]

a = N.

I

N ,

I

N , N ,

I

N , N , N :

I

N , N , N3 .... N - Yr

[4]

I

a = no for

a = no+ 1 :(N .)- N , : (N2+ 1)-N. : (N3+ 1)-...-N.-1:(N + 1)-N,: 1+yr [3 ']

- NN. N,N,N, *...N , N , N3 N , N N3 ....Nr- 19
[4' ]

Dopo aver ottenuto un certo numero di termini derivati nelle

formole di questo paragrafo dalla relazione ricorrente ( 1 ) o

dr

dalla sua analoga N , * Nry
si potrà procedere

Yr - 1

alla deduzione di termini ulteriori ripigliando la relazione ri

corrente ( 1 ) del S 25. In tal caso i termini seguenti nelle

I 1
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a

a .

(4) , (4) diverranno alternativamente negativi e positivi

senza che la serie cessi di essere convergente. La somma dei

termini della serie (4) , ove sia sostituito nr ad Yo , di

verrà minore di a , e quella della serie ( 4 ) diverrà mag

giore di a , indi diverrà la 1. alternativamente maggiore

e minore di
e la 2.' alternativamente minore e maggiore

di Siccome per entrambe la serie è N- I = no

ne risulta che diminuendo di un'unità l'ultimo numero in

tero N , a cui si è arrestata ciascuna delle due serie , si ot

terranno due limiti entro cui sarà compreso il valore di a ,

e le diverse approssimazioni fornite dalle (3) , ( 4 ) , (3 ') , (4')

o da quelle che risultano per d = 1 saranno complete.

Si potranno in generale impiegare promiscuamente le due spe

cie di relazioni ricorrenti di cui si è parlato sopra ed ottenersi

altre espressioni a segni promiscuamente positivi e negativi,

purchè si abbia sempre riguardo al cambiamento di segno

che assume una qualsivoglia dr , quando al limite inferiore

My si sostituisce un limite superiore Nr.

35. Si supponga a =a = V2 , ossia = 1,41421356 .... e

cerchisi a espressa per una serie della forma

1 I II

a = no to

n ,

data al S 29.

п.п. nin2713 Nп.п.пзп4

no , ni ' , п , , n3 , sono i numeri interi imLe
14 ....

mediatamente inferiori ai valori di

yo , ya , ya , y3 ....yi...

п ,

i cui valori sono dati, come risulta dalla y = I +

•1p + Yrai

cavata dalla (1 ) , dalle espressioni

I ni Na п ,

I +

-1, + yo
-no

n3

I +

-N3 + y2

I to

-n , + y

... Ita

-Nytyres

Se si suppone O No Be, saranno essi dati da
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as B EMB 1-6.7. Š Team
1 -Brute B

no 1 п , , 22 ) n3 , sa.ed i valori di ng п ,

ranno dati rispettivamente dai numeri interi che indicheremo

con [ ] compresi in

I

B. B. B , B3 Br.

Nel nostro caso è
no . = I ,

B. = 0,41421356 ...

B = i - 23. = 0,17157288 .... = ng= 5

onde risulta [ ]m = n

( =

( =

= 2

[]=n4= 197

B = 1–53. = 0,14213560 .... = n3 = 7

B: = 1782 0,00505080

BA = 1 – 197B3197B3 = 0,0049924 ..
= ns 200

Risulta dunque

I 1 1

a = It C

2.5
+

2.5.7 2.5.7.1972.5.7.197.200

1,4+ 0,01428571 – 0,00007251+ 0,00000036 = 1,41421356.

La serie sarebbe indefinita se si fosse tenuto conto nel va

lore di de' successivi decimali. Essa si arresta quando,

come in questo caso , si ritiene un numero determinato di ci

fre decimali. La serie dà valori alternativamente maggiori e

minori di a , secondo che il termine a cui si arresta è affetto

to ovvero daldal
segno
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Se si arresta la serie al quarto termine , il valore di
a sarà

compre
so

fra

1 + 0,5 – 0,1 + 0,01428571 = 1,41428571

I

Msa

di a ,

ed I + 0,5-0,1 +

= 1+ 0,5 –0,1 +2.5 . (7+ I )

= 1,41225
80

come è in fatti. La somma di cinque termini fornisce il valore

1,41421320 < a , mentre il valore 1,41421357 che na

sce aumentando di un'unità la ne è > a.

I numeri interi No , п, , п3 da cui dipende il

valore espresso in frazione continua od in serie sono dati dal

noto valore della stessa a . Quando non si conosca il valore

ma si sappia soltanto che esso è una radice di un'equa

zione F (x ) = 0 di un grado qualunque, la determinazione di

questi numeri si eseguisce, come mostreremo ne’seguenti para

grafi, nello stesso modo come se la F (x ) fosse una funzione

lineare. La determinazione dei numeri suddetti pel caso di

a = V diviene anzi più semplice quando si fa dipendere

la ricerca di questo irrazionale da un'equazione di 2.° grado.

36. Se nel fattore di 2.° grado (x - 2 )* +0?

X = Y - I . ,
e s'intende nella

(Y _ , - P- ) + q* di avervi sostituiti per le diverse у
i

valori che nascono successivamente dalla relazione ricorrente

si
suppo

ne a = P - I , 0 = go

Oly

Yrus = n , ( 1 )

Yr - B

si otterrà

W , +91

( x - & ) * + 02 =

w * + 90 W * + 91

(V.-B.)" (V.-B.)"
(0;-&s={(7.-p.)p+qita} (2)

5 ar
sono date dai valori delle relazioniove le diverse W

ricorrenti

Wp qr

Prus - M = wr , Bßruto ar T = Pr , Olup = 9:41 (3)

gi
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I 9

apa

che nascono dando ad r i diversi valori 3 ..

Le arbitrarie Bc si riterranno numeri interi e positivi,

ma nel caso particolare di r = ó si dovrà ritenere : Ko = I ,

B. = o.

Di fatto se nella proposta
(Y - 1 - P - ) + ga

do

Y - 1 = no + si ottiene dopo semplici riduzioni

si pone

Yo - Bo '

wo do qo

(x - ~ )* + =
wi+ ?

(7.-B.)

ossia per la 1.' e 2.' delle (3)

W. +90

(x - 2 ) +09 ( 4 )

(Yo — % j3 {[%.-p ) +972

9

Ma si avrà parimente dalla ( 1 ) pel caso dir = i

+9.

( "
{(ya --

(y1 - 3.)"

ed in generale sarà

(Nr - 1 - pr - 2) + QT { ( yr – p.)* + q*+ 8 }

w. +7

(Yr –Bj= {(Yr –P.)

*

(5)

3 .
....

Wr

per cui sostituendo continuamente nel 2.0 membro della (4)

i successivi valori che assumono i fattori di 2.° grado dati

dall'espressione generale (5) si ottiene la (2).

Siccome dal S 3 risulta che per valori di iña presi nella

serie I , 2 , e per
T opportunamente grande

la quantità si riduce ad essere compresa fra

w + ar

-1 , così il parametro pr della trasformata preima dato dalla

2.* delle relazioni (3) diverrà compreso fra Br - Ofp e Bra

Risulta parimente, dietro i riflessi del S 3 relativi alla varia

bilità dell'argomento , che anche pel caso della sostituzione

data dalla relazione ( 1 ) , dopo un opportuno numero di

о е
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trasformazioni, l'argomento del fattor di 2.° grado diverrà mi

nore di qualsivoglia quantità.

Se nelle precedenti formole si suppone
Op = n , dr , Br = de

la (2) diventa

w* + qw +gie

(x - a ) + 0 =

w*+97

{ (yr - p.)*+ q*+ 1}

(7. - 8.) ( 7 , -8, ) by(Y. -0,)

ove sarà

Wr 91

Pr = , (

pr = 8. ( 1 + n ,

( 1+ ne

2 Sr nr 2

+ 9r

gr + 1 =
9 + win

W,

Nel caso particolare in cui per ciascun valore di sia

& = i , le due precedenti relazioni diventano

( )

ar

Pr = 1 + ny qrt = nr

wa +9 9i

37. Se nel fattore di 1.° grado - a = y- 1 ~ P- 1
si

sostituiscano successivamente i valori di y che nascono dalla

relazione ricorrente

Yr - = to ( 1 )

x

a ,

tai

Yi - BF

per tutti i valori di r = 0 , 1 , 2 , 3 .... si otterrà

x =

Wow , wg ... , Wy

(4.-B.) (V1 - B .) (ya - B )

(2)( r - B ) (y-- pr)

T sarà pari
ove avrà luogo il

+ od il secondo che

o dispari, ed ove le diverse w ; p
W ; p dipendono dalle relazioni

ricorrenti

ar

Pr- 1 - Ny = W, Bc = Pe

Wr

( 3 )

Louis

Si riterrà qui come nel precedente paragrafo che nel caso

di ř s o sia che = 1 ,: B = 0. La formola (2) non

è che un caso particolare della trasformata (a) del paragrafo

antecedente in cui per tutti i valori di r = 0 , 1 , 2 , 3 .....

.
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пNopa

Wr

r

di yr

Oliy

Br + = Pr

si supponga e si estragga la radice dal risultato ,

avvertendo che
Yo = 0 = 0.

Se la per tutti i valori di r , rappresenta il numero

intero immediatamente inferiore alla rispettiva Pros , la

per tutti i valori di
sarà < i ed il più piccolo valore

di Pr . dato dalla (3) sarà B + Op. Il valore pertanto

che annulla una trasformata presima sarà compreso per

tutti i valori di fra Br + Op' ed • Se all'incontro per

non eguaglia il numero intero immediatamente inferiore alla

rispettiva Press
la Wy

risulterà o > I
o negativa. I1

massimo valore di
Yr

che annulla la tras

Ws

formata perima sarà Br to Ols , perciò un tal valore sarà

compreso fra Br + or e

Dall'antecedente paragrafo risulta pertanto che nelle successive

sostituzioni opportunamente protratte , dovendo i parametri ri

dursi fra i limiti B - Op
e Br non potranno essere com

presi fra i limiti Br + Op ed ó , entro i quali sono compresi

i valori di Yr che , nell'ipotesi di n ,'= al numero in

tero immediatament
e inferiore a Pr - I , annullano il fattore

di 1.° grado.

Nel caso particolare in cui si supponga , come nel S 25 ,

dr.

Oby = nr dr , Br = ør , la ( 1 ) diventa Yr_i = n ( 1+

Yr

e la (2) si trasforma nella

$

(1

Wo Wiwi

XQ==

Wr

V. - d.) (y1-01)....(yr — 8-)

yr - )
- ) ( Yr – Pr ).

quant
o
da

II valore di Po sarà dato tanto da .0. (1+ )

8. & d..... d .
Wow ,wg....WP- ? giacchè questa seconda si trasforma nella

8. 8 , 8 ,... dr_

prima osservando che si ha P - 1 Np = Wro

Il valore di Yr che annulla la trasformata : presina, pel caso

App. Eff. 1847 9

Wo Oli W2 •••• WI
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caso di

Wow , wa ...
.

CO

di Wp < 1 i sarà compreso fra & ( 1 nr). ed e pel

Wy negativo o maggiore di i fra 8,( 1 + n () e - ..

Nel caso di d = i , qualunque siasir, il valor suddetto

P- I

di Ýr espresso in tal caso da sarà nella

1. ipotesi compreso fra
I + Nr eded 5등 e nella 2.9 fra

It Noy e -6

38. Data un'equazione F (x ) = 0 , si supponga rappresen

tata pe' suoi fattori di 1 ° e di 2.° grado come nel S 11. Ri

tenute le proposizioni dei SS 4 , 5 , 6 che spettano ad una

equazione qualunque e sussistono pure quando ai limiti 1,5

si sostituiscano i limiti Br + dim edő , dietro le forme

date ai SS 36 , 37 si rappresenterà la trasformata rrin

Olyr) = 0
della F (x ) con fattori che si desumeranno

dalla forma sopra stabilita pei fattori di 1.° e 2.° grado. Ri

tenute le proposizioni del S 12 che quì pure sussisteranno , in

quanto la prima trasformata risulta , come nel caso del citato

paragrafo, dalla posizione y- s = no + essendosi ai SS 36 ,

yo

37 supposto do = 1 , = 0 ,0 ,' se fra i limiti ni ,

risulta A e supponiamo eseguite le trasformazioni che

risultano dalla relazione ( 1 ) del S 36 , sússisteranno le pro

posizioni del S 13 quando ai limiti I ed i si sostituisca

no i limiti ' Br + Op ed i ed ai limiti - 1 si so

stituiscano i limiti B e B , Si conchiuderà quindi

che in qualunque de' casi particolari derivati dai valori attri

buiti ad
Oly e Br nei SS 25 , 26 .... 31 , si otterranno i

valori delle diverse ny rappresentanti i numeri interi im

mediatamente inferiori alle rispettive proso come se si fosse

calcolato il valore della radice dell'equazione lineare trat

tata ai SS 24 , 25 .... 34. Si potrà continuare l'operazione

sino ad ottenersi un valore che differisca dalla radice che si

cerca ; meno di qualsivoglia data quantità , e tale valore potrà

>
I

9

ni ato I

De
SI

O e

.
Or
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un tal

>

ottenersi espresso in una qualunque delle forme (3) , ( 4) dei

citati paragrafi.

39. Se fra i limitin , ed n , + I risulta A = 2,

numero , o corrisponderà
due radici reali comprese in quel

l'intervallo, e saranno esse separabili colle successive trasfor

mazioni in due intervalli unitarj distinti, o corrisponderà ad un

valor critico ed in tal caso nella trasformata pesima essendo

un numero sufficientemente
grande , pei limiti Br + Op ed ;

dovrà risultare A = 0 , giacchè colle successive sostituzioni

i parametri tutti e le radici dell'anzidetta
trasformata saranno

ridotti fra i limiti B , e Br - Op e divenuti pel S 37 gli

argomenti minori di qualunque quantità assegnabile , i valori

critici saranno pur essi compresi fra gli stessi limiti in cui

sono compresi i parametri . Perciò avrà luogo quì parimente

la proprietà che le successive trasformazioni
faranno scompa

rire le radici deficienti che nella proposta F (x ) = 0

indicate fra i limiti n ed n + 1. Estesa tale conclusione

ai casi di A, = 3 , 4 , 5 ....3 , 4 , 5 .... come si è fatto nei SS 16 ,

17 , 18 , i valori critici nelle successive trasformate usciranno

dai limiti entro cui si trovano le radici reali e ne risulterà

la proposizione generale che qualunque metodo di approssi

mazione derivato dai SS 24 , 25 34 che s'impiegh
i

per

la ricerca delle radici reali conterrà in sè stesso il criterio

per la distinzion
e

delle radici immaginar
ie

.

40. Sia ' . F (x ) e si voglia la radice

di essa compresą fra . ni = 1 , espressa

colla serie ( 4 ) del S 29 che risulta dalla relazione ricorrente

yr - i = n , Sarà posto quindi

Yo

erano

= x2 2 = 0

n , to = 2

[

n.(1

I + no = I :

X = Y - 1 = n, to

do

Yo -B.

in cui dev'essere
đo = 1 ,

B. = 0 ,
si ha la trasformata

dice sarà compresa fra

y: - ayo
La raI 0 .

ed , ossia fra
do + Be
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I

Yo = 2

= - (
( 1 I

l'intervallo unitario in, = 2 , n , to I = 3. Posto quindi

2y
I + si ha la trasformata

yu yo
I

Oly :) = yi - 64, +1 = o.
La radice sarà compresa fra

n , + I
ed ó , ossia fra 3 ed ó . Siccome si trova esser

dessa compresa fra 5 e 6 , così risulta Posto

I 5y :

si ha la trasformata

ng = 5.

y = 5

s( ++ ) ya - I

Posto y =

962) = 473 - 2840 - I = 0.

La radice sarà compresa fra ng + 1 = 6 edo, ossia fra

ed 8 , dunque n3 = 7.7

7Y3
si ha

Y3 - 1

Oly3) = y; - 198y3 + 1 = 0.

La radice sarà compresa fra 197 e 198 , dunque non = 197

Posto yz = 19794 , si ha

94-1

Oly ) 19644 - (197.198 — 2) 44 -1= 0 .

La radice sarà > di nu + I , ossia di 198. Essa si trova

nell'intervallo unitario 199 e 200 dunque ns = 199.

Arrestandoci a quest'approssimazione si ha dalla serie (4)

del S 29

1 I 1 1I

X = 1 +

2,5 2.5.7
2.5.7.197 2.5.7.197.199

come si è trovato al S 35 , ove però si ottenne n5 = 200 ,

in quanto non si è tenuto che un determinato numero di

cifre decimali. Si vede di quì come un tale processo può for

nire la radice qualunque di un numero dato espressa in serie

di termini di una determinata forma frazionaria dell'anità.

Sia F (x ) = x4 — 13x3+ 59,26x* — 108,56 x + 61,3 = 0.

Fra i limiti 3 , X = 4 risulta A = 2 , vuolsi

conoscere se le due radici indicate in quell' intervallo sono
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I

I

yi

Yo =

reali o deficienti impiegando la relazione ricorrente del S 29.

Si procederà come se esse fossero reali . Posto n = 3 ed

X = Y - , = 3+ si avrà come nel S 14 la trasformata

yo

Oly .) = 1,04y6 – 4y? + 3,74y: + y.- 1 = 0.

Le radici, se sono reali, saranno comprese fra do + B. ed ó ,

ossia , per essere Bo = , do = I , fra e ó Pei li

miti Yo = l , yo = 2 si trova A = 2 , dunque no = 1 .

Posto le radici , se sono reali , dovranno

уі

nella trasformat
a

Oly) = 0,7871 – 2,48y; + 0,74y: + 3y+ 3y -I = 0

essere comprese fra Ma pei limiti

y . = 2 , yo = si trova col teorema degl'indici

Dunque le radici della proposta indicate fra i limiti x = 3 ,

x = 4 sono deficienti. In questo caso adunque si è ottenuta

la distinzione delle radici immaginarie con due trasformate

come nel 1.º esempio del S 14.

Sia F (x) = 23 – 3,3x* + 3,643 – 1,342 = 0.

I

n , fo I 2 ed

= 0.

Pei limiti x = 1 , X 2 risulta A = 3 . Posto

I

X 1 to

yo

si ha la trasformata

Oly .) 0,002y3 – 0,0478 + 0,3 %.+ 0,3y.-1= 0.

Le 3 radici, se sono reali, daranno alla trasformata 3 radici com

prese fra i limiti yo = 1 ,Yo = 1 , Yo = ó. Esplorata col teorema

degl'indici per yo = 6 , yo = 7
per Yo = 6 , yo = 7 risulta A = 2. Una radice

reale è data da yo = 10 , per cui una radice della proposta

è x = 1+
1 , I .

Per conoscere se le due radici indi

cate da sono reali o deficienti essendo

бу.

si porrà yo = e si avrà la trasformata

Ya

10

n , = 6
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x = I ,

X = No ,

= I , a

Olys) = 0,208y0, 20 & y }– 0,847: + 1,24 - 1 = 0 .

Se le radici sono reali dovranno essere comprese fra i limiti

n, + 1 = 7 ed . Ma col teorema degl' indici pei limiti

y = 7 , y = ó si trova A = 0. Dunque due delle tre

radici indicate fra i limiti sono deficienti.

41. Se pei limiti X = no + I nella F (x ) = 0 ,

risulta la radice
compresa fra questi li

miti sarà fornita dalle diverse forme (3) , (4)(3) , (4) dei para

grafi antecedenti risultanti dalle relazioni ricorrenti indicate

dalle ( 1 ) aventi forma frazionaria rispetto ad y:
Le di

corrispondono , come si è veduto , ai limiti infe

riori entro cui sono comprese le radici delle successive tra

sformate e le N , ai limiti superiori.

Ma il valore della radice della F (x ) = 0
compresa fra

no ed n. + 1 può anche ottenersi dalle relazioni ricorrenti intere

verse п ,

Yo

yrus = Nby to

8

Yr - I = N ,

Yr

Sr
( 1 ')

essendo le arbitrarie de numeri interi e positivi qualunque,

ed Mp , N , i limiti inferiori e superiori degl' intervalli uni

tarj entro cui è compresa la radice delle diverse trasformate .

Le radici stesse essendo sempre comprese fra
o e es , le

due relazioni antecedenti daranno pel valore di a rispetti

vamente le serie

ng n3 n4

a = 1.++ 3E + 8.8.86 209,8183

nп ,

800,00 ....

Yr

8.8.82.... de

(2)

I

(2 )

N , N. N : NA N , Yr

a = N.-Z. + 3818.8.82 * 8.818283

+

8.8,8..... 0, TF2.8,88,8 , .... de

La li serie fornisce valori sempre minori e convergenti

la 2.' valori alternativamente maggiori o mi

nori. In entrambe le serie per avere due limiti entro cui è

verso OL ,
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a

compresa la basterà di aumentare nella 1.' di un'unità

l'ultimo numero intero Ny e di diminuire di un'unità nella

2.' l'ultimo numero intero N. L'approssimazi
one

sarà per

tanto completa .

Si potrà anche ottenere una serie a segni promiscuamente po

sitivi e negativi come nel S 34 quando s'impieghino promi

scuamente le due relazioni ricorrenti ( 1) ,: ( 1'). Ciò risulta

manifesto dietro i processi più volte usati nei paragrafi ove si

sono impiegate le diverse relazioni ricorrenti fratte . Per avere

il valore di
espresso in cifre decimali , nelle (1), (2 ) si

dovrà supporre d = 10 per tutti i valori di r= 0 , 1 , 2 , 3 ...

e si avrà in tal caso = no i ninanzine ove i valori

delle
saranno compresi fra

ed indicheranno cifre decimali . Una tale espressione è quella

data da Budan è deve coincidere col valore della radice for

nita dall'approssimazione lineare di cui si è parlato -nella Me

moria di cui questa è la continuazione.

Se la radice della F (x ) = 0 compresa fran ed nti

vuolsi esprimere con una serie i cui termini abbiano l'unità

per numeratore senza impiegare le relazioni ricorrenti fratte

da cui risultarono le serie (4 ) , [ 4 ] , [4' ] dei SS 28 e 34 ,

si distinguerà il caso di e di n51 . Dalla sosti

tuzione successiva dei valori dell'incognita nati dalla rela

zione ricorrente intera

>

n1ܕ m2ܕ п3 O e ΙΟ

n = 0

Yr

Yr - 1 (3)

п , п ,

per tutti i valori di r = 0 , 1 , 2 , 3 .... incominciando

dalla F (x ) = F (y - 1) = 0 pel caso di e dalla

F ( n + x ) = F (n + - 1) == o ' pel caso di n 5 1 ° si avrà

una trasforma
ta Olyr) la cai radice sarà compresa fra

I
o più esattamente fra ed Per avere il

valore del limite inferiore alla radice da impiegarsi

O ed 1

I

nr + 1
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nelle successive sostituzioni si dividerà l'intervallo 9

8
1

negl’intervalli parziali

I 1 I

+

(4)

Nr п , nп , n , + 3 nr 4 00

I I

Ny to 1

I

Si cercheranno due valori consecutivi

nr+ 1 - I

che ridurranno lyr) di segno contrario , ed il limite inferiore

s'impiegherà per la trasformazione successiva. Tale pro

cesso dovrà eseguirsi incominciando dai valori di r = 0

TI, r2.... Dalla relazione (3) risulterà in generale

Nyti

I II

a = n +

no

Yr

non , Na .... nl,non, поп, п ,

T

ove sarà no se la radice in discorso è compresa fra

o ed I.

Se si assume nella ( lyr) = 0 per tutti i valori di il

limite superiore alla radice , nel qual caso la relazione (3) è

rimpiazzata dalla

Yr
ed avvertendo che

sarà nr = N , + I , si avrà la serie

1

Yr - = N
e

No

I I

N. N.N , N.N , N ,

Yr

N.N , N , .... N ,

n , N ,

Varranno quì gli stessi riflessi del S 34 , tanto rispetto al modo

di ottenere un secondo limite collo scambiare fra loro gli ul

timi numeri
a cui si arrestano le serie , quanto

rispetto al modo di ottenere una serie a segni promiscuamente

positivi e negativi .

43. Se un'equazione qualunque F (x ) si concepisce

scomposta ne'suoi fattori di 1.° e di 2.° grado rappresentati

colle adottate forme

( x - a ) + g = (y - 1 - P - 1) + q . , ( x — « ) = y - 1 - p_1
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si sostituiscono successivamente i valori della relazione

ricorrente
Yr

Yros = no +

1 +em

ove l'arbitraria 8 . sarà un

numero intero positivo o negativo ed nr il limite inferiore

o superiore alla radice od al parametro contenuto nei rispettivi

fattori di cui sono affette le trasformate successive , risulterà

I

( x -- ~ )* + 3 =

hobe .* –.p
{( Yr –- P.)*+ qi+1]

8.8.82

& Wr &r qr = qr + 19

ove le diverse
Po , gr

sono date dai valori delle relazioni

ricorrenti
Pr -

My = WF , Pro

Se per tutti i valori di I 3 ....

pone
0 e si estragga la radice , si avrà

r = 0 , si sup

fr =

I

8.8.8&
ody ( Yr –Pr)

ove la Pr sarà data dalle relazioni ricorrenti

8. WeProing = Wy , Pro

Da questa trasformazione si vede che i parametri dei fattori

di 2.° grado nelle diverse trasformate si comportano colla

stessa legge delle costanti dei fattori di 1 ° grado , dipendendo

la prin ambi i casi dalle stesse relazioni ricorrenti , e che

gli argomenti andranno continuamente aumentando di valore

risultando dalla continua sostituzione

qo •

Prti 8-9, = 888-19-1 8p 8-1 &p - 2 gr -2

8,8-18--08-3 -... 8. 9o

Ne risulta che i parametri nelle diverse trasformate saranno

in generale compresi fra gli stessi limiti entro cui sono com

prese le radici. Se le sono i limiti

inferiori alla radice delle successive trasformate , essendo la ra

dice a della proposta compresa fra no to 1 , la radice

App. Ef. 1847.

no s п, : 122 .... nr

no 1

IO
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edó

no e

= no ,

= 2 ,

stessa nelle diverse trasformate sarà compresa fra o e 8,5

Le radici che nella proposta erano comprese fra no to I

diverranno nelle trasformate comprese fra & ed • e quelle

che erano comprese fra -ó diverranno nelle tra

sformate comprese fra de ó . Un tale discorso avrà

luogo relativamente ai parametri in quanto essi si trasforma

no , come si è veduto , nella stessa guisa che si trasformano le

radici . Non potranno dunque in queste sostituzioni nate da

relazioni ricorrenti intere dedursi le stesse conseguenze rispetto

al modo di distinguere la natura delle radici , se reali o de

ficienti, di quelle desunte da trasformazioni nate da relazioni

ricorrenti frazionarie .

43. Se nell'equazione F (x) = 0 , pei limiti

X = no to I risulta A dietro il processo del S 41 , si

dovrà giungere , se le radici indicate sono reali, ad una tra

sformata Asima nella quale pei limiti Yr = 0 , Yr 5 dr

essendo ancora A le due radici reali si troveranno

separate in due intervalli unitarj distinti sempre compresi fra

l' intervallo o , Se le radici indicate sono deficienti il

valor critico che nella F (x) = 0 è contenuto fra i limiti

si troverà racchiuso fra i limiti sempre più ri

stretti , a misura che cresce il valore di r , forniti dai valori

dei 21 membri delle (a) , ( 2 ) arrestate ai numeri nr ,

del S 41 e da quelli che nascono sostituendo nella stessa

serie i numeri Ni , Ny agli ultimi numeri interi Por , Nr.

Di fatti nel 1.º caso , quand'anche piccolissima sia la differenza

fra le due radici, se nelle trasformate successive esse rimanessero

costantemente comprese nello stesso intervallo unitario , la con

tinua approssimazione ottenuta colle serie (2) , (2 ') del S 41

fornirebbe un valore unico per le due radici. Si dovrebbe

dunque conchiudere che le due radici sono eguali contro l'i

potesi che esclude le radici multiple dalla proposta F (x ) = 0.

Nel 2. caso il valor critico della F(x ) -

no 1 no et I

ny , N ,

>

compres
o

fra
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men

una tra

>

= X

X e

no ed not I sia Esisterà in tal caso una derivata

hasima espressa da F (h)(x ) che si annullerà per x = c ,

tre le due derivate laterali Fſh - ' (x ), Fich + (x) manterranno

lo stesso segno pel valore x = C. Chiamata (yr)

sformata pesima se per Yo si risostituisce il suo valore dato

per y - 1
dedotto dalle (2) , (2) del S 41 , ove siasi

sostituito ad
a , P alla somma de'termini indi

pendenti da Yo suppostar dispari per risparmio del dop

pio segno , la 0 {(x – P) 8.d.ds ....4 } sarà identica colla

F (x ). Differenziando h volte per x l'equazione

F (x) = q {(x — P) 8.0,82....de }

si otterrà

f (1/(x ) = (8.8 ;& sc... )* Q(+){ (z - P)800,8. .... or } .

Ma per

F "h)(c)

Si avrà per le due derivate laterali la stessa espressione cam

biando h in h - Ied h + I. si ha

= o , dunque

$(+){(c — P)8.818....ody}

e le due derivate laterali

Gla = " { (c – P)8.0- ) , ... ) } , orh +»){(c — P) 8.8 .... do?

saranno dello stesso segno. Il valore pertanto di

( c - P) ..... do ( 1 )

annullando la derivata ")(yr) e riducendo dello stesso segno

le due derivate laterali sarà un valor critico della Øyr) = 0 ;

e siccome yr è compreso fra e er, così il valor critico

stesso sarà compreso fra questi limiti . Siccome dalla ( 1 ) si de

duce P to
у

ne risulta che i secondi membri

8.8. .... dr

delle (2) , ( 2 ) rappresentati in generale dal 1 ° membro

Yo =

0

C ,
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**

= 0

e fra

di questa convergeranno a misura che si aumenta il valore

di verso il valore c , ossia verso il valore critico della

F (x ) compreso fra no ed no + 1 . Le serie stesse

(2) , ( 2') arrestate ai numeri n,, N , siano rappresentate

da F (nr) , F ( N .). Siccome il valore finito P +

8. dr.... de

sarà compreso fra F ( ny) ed F (n . + 1) per la serie (2)

F ( N ) , F (N , -1) per la ( a') , ossia fra F (n )

ed F ( N ) per la (2) e fra F ( N .) ed F (n ) per la ( 2 '),

così il valor critico c sarà compreso fra questi stessi limiti.

Tale conclusione risulta dall'aver impiegata una relazione ri

corrente intera, mentre nelle relazioni fratte impiegate nei pa

ragrafi antecedenti ottenendosi trasformate nelle quali entra

un fattore, frazionario, le diverse derivate che s' impiegano

nel teorema degl' indici risultanti dalla soppressione del fattore

anzidetto non eguagliano le derivate che risulterebbero senza

una tale soppressione.

Se per fissare le idee supponiamo che in una F ( ) = o pei

limiti 25 , no + 1 = 26 siasi trovato

rispondente a due radici deficienti, e che una derivata F(5)(x )

sia annullata da x = 25,3456789876
... , e che s'indichi

( 697)
la trasformata 2 ** nata dalla relazione

ricorrente intera ( 1 ) del S 41 in cui per qualunque valore

di si supponga er = 10 ,
i valori dei limiti inferiori

delle radici deficienti delle diverse trasformate , comprese in

tal caso fra o e or = 10 , risulteranno dati da

no = cor

con = 0

r

no= 25 , n .= 3 , n = 4 , n3 = 5 , 1456 , ns= 7, n6=8 , n = 9 ,

e perciò P = no , nonanznansnon, = 25,3456789

e la
Yr = (c - P )88, .... 8,

si ridurrà a

Yo = (25,3456789876 ....- 25,3456789) 10% = 8,76 ..
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= 0 ,

44. Se si

no ,

п, ,

A = 3 ,

no ,

Un tal valore compreso fra oe 10 sarà il valor critico

della Oly) annullerà la $ (5)(77) e renderà dello

stesso segno le due derivate laterali 014)(Y7) , 616)(y 7).

suppone
che il

parametro d'un fattore di 2.° grado

di una proposta equazione coincida col valore di una radice

reale compresa fra i limiti no to I ,
che inoltre per

gli anzidetti limiti risulti
A = 3 e che siano in generale

n , to I i limiti entro cui nelle successive trasformate

è compresa la radice , per gli stessi limiti risulterà sempre

ed il valor critico non potrà uscire dall' intervallo

in cui si trova la radice. Un tal caso si verifica nell’equa

zione x3 – 3,3 x' + 3,64 x – 1,342 = 0 trattata nel

S 40 la quale pei limiti X = no = I , X = no + 1 = 2

fornisce A = 3 ed in cui la radice reale X = 1,1 coin

cide col parametro del suo fattore di 2.° grado.

Se pei limiti no ti risultasse A = 2 , ammettendo

che le radici indicate siano deficienti, nelle successive trasfor

mate ottenute colla relazione intera ( 1 ) del S 41 pei limiti

Y = 0 , Yr = d
dr , per qualsivoglia valore di r risulterà

costantemente A = 2. Così, per esempio , essendo data l'e

quazione x3 + 2x* — 3x + 2 = , pei limiti x = no = 0 ,

risulta A = 2 il quale è indicatore di due radici

deficienti. Supposto nella relazione ( 1 ) del S 41 &

per tutti i valori di r , si porrà x = 0 + by. e si avrà

la trasformatay! + 204. – 300 %. + 2000 = 0.
Pei limiti

yo = 0 , yo
do = 10 risulta il quale cor

risponde all'intervallo unitario Yo = n =

Posto yo = 5 + boys si ha la trasformata

yi + 350yi – 2500 yı+ 103 ( 125+ 10 )

Pei limiti y = 0 , y = 8 , risulta A = 2 che

corrisponde all'intervallo unitario yı = n, s y = 4.

Posto y, == 3 + io y, si ha la trasformata

X = I

= 10

A = 2 ,

5 A
Yo = 6.

= 0.

= 10

3
9
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= 0 ,

y = d. = 10

y3 =
= 10

XI

- - - IO

ni = n3 = 5

y + 3590 y3 – 37300 yı + 103Q

essendo o 103 ( 125 + 103) — 4323. Pei limiti ya

risulta A = 2 che corrisponde all'inter

vallo unitario ya = n3 = 5 , y = 6. Posto y = 5 + Y3 •

si otterrebbe una trasformata che
trasformata che pei limiti Y3 = 0 ,

83 fornirebbe A = 2 , e così progredendo si

avrebbe indefinitamente nelle successive trasformate , pei li

miti o e 10 , A = 2. Il valor critico che nella proposta

è compreso fra X = 0 , sarà dato dalla serie (2)

del S 41 ove si ponga 8 . = 8, 82 = 83

ed
no = 0 , 5 , n2 = 3 . , ossia

sarà dato dalla frazione decimale 0,535 ... che annulla

la derivata 1.' riducendo dello stesso segno la derivata 2.' e

la proposta stessa .

45. Il criterio della distinzione delle radici immaginarie ,

nel caso di un'approssimazione completa fondata sopra rela

zioni ricorrenti intere , starà ancora nel ridursi A = 0 ,

sendo A l'ultimo della serie degl' indici desunta non più

dalla trasformata Olyr) = 0 , come nel caso di relazioni fratte ,

ma da una nuova serie dipendente dalle derivate della stessa

equazione proposta F (x ) = 0. Di fatto essendo F (x ) = 0 = X

un'equazione di gradom ,
la serie

X (m ), X ( -1) X(i + 1 ) , x ' ).... X" .x" .... X " , X' , X ( 1 )

es

a ,

dia pei limiti n = 110 , n = no foo I il valore A = 2 .

Siano b i limiti dell'approssimazione
completa forniti

dalla serie (2) o dalla serie (2 ' ) del S 41 arrestata ad un

termine gesimo ed entro i quali sono comprese , pel S 43 , o le

due radici se sono reali, od il valor critico se sono deficienti.

Pei limiti x = 0 ,
la serie ( 1 ) fornirà una nuova

serie d'indici , l'ultimo de'quali sarà
A = 2. Percorrendo

questa serie da destra a sinistra arrestiamoci a quella funzione

b
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= 0 ;

xli) che sia la 1." cui corrisponde un indice EI seguito

a sinistra da un indice
se ciò non ha luogo si sosti

tuiranno i due limiti a' , b' dovuti alla stessa serie arrestata

al termine seguente
(r + I)cimo. Così procedendo una tale

condizione non mancherà di avverarsi, ed in tal caso sappiamo

che gl' indici corrispondenti alle tre funzioni x( i + 1 ) , x (i)

x-1) Posto x(i - 1 ) + X ( )i)
- Y , si

formi la nuova serie

1

saranno o , I , 2.

(2)

A = 0.

y (m - i), Yy (m-(i + 1) .... Y " , Y' , Y. XV.– 2).... X .... X ", X' , X

nella quale un termine qualunque y(n) risulta dalla somma

del termine corrispondente gli- (n -1 ) ) e del termine seguente

a sinistra nella serie (1). Pei limiti x = a ' , ' x = b si

cerchi la serie degl' indici forniti dalla (2) . Se non risulta

A = 0 , i limiti d', b' non saranno abbastanza approssimati

e si dovranno cercare colla serie ' (2) o colla ( 2 ) i due

limiti dati dall'approssimazione seguente. Non potrà mancare di

ottenersi col restringere opportunamente i limiti o che le due

indicate radici della F (x ) = 0 vengano separate in inter

valli distinti nel caso che siano reali , o che si verifichi la

condizione di ottenersi In tal caso se il segno di

Y ' risultante dai due limiti x = a' , x = b . sarà lo

stesso del segno di Xld+ 1 ) corrispondente agli stessi limiti,

le due radici indicate saranno deficienti , se sarà contrario le

due radici saranno reali e le successive approssimazioni date

dalla serie (2) o dalla (2' ) del S 41 finiranno per separarle

in intervalli distinti .

Se pei limiti
X = no to I la serie ( 1 ) fornisce

A = 3 si procederà nello stesso modo é colle stesse avver

tenze come nel caso di A = 2 sino ad ottenersi una serie

della forma (2) che pei limiti approssimati (a ') , (b )

fornisca ' · A = I ,A = I , dovendo una delle radici essere reale . Non

potrà mancare di accadere col ristringere opportunamente

X = no ,
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X = no ,

di A = 2

e som

i limiti, o che le tre radici indicate fra i limiti no no ti

vengano separate in intervalli distinti nel caso che siano reali;

o che si verifichi nella serie (2) la condizione

quand'anche il valor critico coincidesse colla radice reale .

Avuto riguardo quindi ai segni della Y' e della X i+ 1)

pei limiti approssimati a' , x = b' s' impiegherà lo

stesso criterio per decidere se le due radici sono reali o deficienti.

Se pei limiti X = no to I risultasse A 4

si procederà alla formazione della serie (2) come nel caso

sino ad ottenersi che la stessa serie fornisca per

gli ultimi limiti approssimati una serie d'indici, l'ultimo dei

quali sia
Ciò ottenuto , si tratterà questa stessa serie

(2) collo stesso processo come si è trattata la serie ( 1 ) , cioè

se x(h) è la 1." funzione incominciando da destra a sinistra ,

cui corrisponde l'indice = i , e sia esso seguito a sinistra

dall'indice zero , si porrà X (k - 1) + x (h)
= 2 ,

mando un termine della (2) col suo seguente a sinistra si

formerà la serie

2 (n - i - h)
Z " ., Z ' , Z , X\h - 2 ) .... X " ; X' , X (3)

avvertendo di sostituire la Y alla X , giunti al termine

X ( -2). Se questa (3) pei limiti già impiegati darà A = 0

si esploreranno i segni che le due funzioni Z ' ed X(h + 1 )

assumono , sia pel primo , sia pel secondo dei limiti impiegati.

Dal presentare esse o lo stesso segno o segni contrari, si de

ciderà se le altre due radici indicate sono reali o deficienti.

Nel primo caso le approssimazion
i

successive separeranno le

radici in intervalli distinti. Se non risulta A = 0 si do

vranno restringe
re i limiti passaņdo ad un'ulteri

ore appros

simazione .

Un simile processo avrà luogo quando pei limiti X = no ' ,

X = no to I risultasse nella serie ( 1 ) A = 5 , 6 , 7 ....

Di quì si vede che la stessa operazione che serve alla ricerca
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delle radici reali è atta alla distinzione delle radici immagina

rie , purchè ad ogni operazione che si fa per determinare i

loro valori approssimati nel caso che siano reali vi si con

giunga il teorema degl' indici applicato a serie di termini che

dipendono dalle derivate della proposta funzione F(x) ,.F (x ), e non

più , come nel caso delle relazioni fratte , dalle derivate delle

funzioni trasformate Oly-).

Ne risulta dal complesso di queste proposizioni e di quelle

dei precedenti paragrafi che qualunque metodo s’ impieghi per

la ricerca dei valori approssimati delle radici , purchè l'ap

prossimazione ottenuta sia completa , formando sempre due li

miti entro cui le radici sono comprese , è sempre atto alla

distinzione delle radici immaginarie , purchè il metodo stesso

si congiunga col teorema degl'indici opportunamente applicato.

46. Le formole degli antecedenti paragrafi dotate di pro

prietà atte a fornire sia i valori delle radici irrazionali delle

equazioni algebriche, sia il criterio per la distinzione delle

radici immaginarie furono dedotte da relazioni ricorrenti che

colla continua sostituzione diedero il valore dell'incognita

éspressa sia in frazioni continue , sia in serie indefinite.

Esaminando più accuratamente la natura degli esposti metodi si

riconosce il principio generale e comune da cui essi dipendono.

Questi in fatti non sono che casi particolari di relazioni ricor

renti più generali atte å fornire i valori approssimati delle

radici di equazioni qualunque algebriche o trascendenti. La

continua sostituzione nata da tali relazioni generali dà origi

ne sia a forme di funzioni che chiamo involute , di cui le fra

zioni continue non sono che casi speciali , sia a sviluppi in

serie che coinprendono le più generali che si conoscono nel

l'analisi e la cui origine comune si trova nelle relazioni di

tal specie. Quelle contemplate negli antecedenti paragrafi sono

le più semplici che possano presentarsi , mentre la relazione

più generale che esista fra due variabili è data dalla forma

App. Ef. 1847
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la n,

rente

flyr , yr-) = 0 ovvero dalle yr - i = f (y ), essendo la

1.' una relazione implicita e la 2. esplicita. In queste il valore

di un'incognita dipende da quello dell'incognita affetta da

indice diverso . La relazione implicita a più variabili è data

dalla Flyr i Tror , Yr - e .... y )= 0 in cui il valore di

un'incognita Yr od yn dipende dai valori delle altre in

cognite che in essa entrano. Possono anche tali relazioni essere

date sotto forma esplicita

yr = (yr - 1 , Yr - ... y ) od yu = 01.... Yr- o , Yr - r , Yr).

La relazione esplicita Yral =- flyr) può anche contenere

un'incognita indipendente come nella Yr - r = f (nr , Yr ), ove

è variabile con 7 , o legata ad altra relazione ricor

O (nr , n+ 1) = 0 , come ha luogo nei metodi trattati

indietro . Lo stesso può dirsi delle relazioni ricorrenti a più

variabili espresse o sotto forma implicita , o sotto forma

esplicita . Il carattere distintivo di tali relazioni sta nel rima

nere invariate soltanto le forme delle funzioni, mentre le va

riabili stesse assumono diversi valori dipendenti dalle forme

stesse e dalle costanti che entrano in esse . Chiamo convergente

una forma di relazione ricorrente quando la continua sostitu

zione dei valori delle incognite desunte progressivamente dal

valore noto della prima indicata dall' indice converge ,

al crescere di verso un limite fisso e finito , divergente

nel caso contrario. Mi limito per ora a considerare le rela

zioni ricorrenti più semplici incominciando dall’esplicita a due

incognite Yr - 1 = flyr) ove la f sia una funzione qua

lunque.

47. Sia proposta l'equazione xX - 0(2)
ove la 0

indichi una funzione qualunque. Coi metodi esposti nella Me

moria già citata sulle equazioni trascendenti si cerchino due

valori
entro i quali è compresa una radice della

proposta , e siano tali limiti così avvicinati al valore in discorso

che la serie degl'indici fornisca per essi limiti i valori

r = 0

= 0 ,

X. , X.
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ii . .0001 . Sia X , 2 % , , considerando per maggiori quei

valori che giacciono più lontani dal limite - riguardato

come punto d'origine delle quantità crescenti . Si distinguano

i tre seguenti casi.

1.° Quando per ciascuno dei due valori X = Xo , X = X.

sia avverata la condizione che il valor numerico che assume

la derivata 6 '(x ) sia < 1 , ovvero < 3 secondo che la

0 '(x ) pel valore sostituito ad risulta negativa

ovvero positiva.

2.° Quando l'accennata condizione non è avverata nè per

x = xo ,
X = X ..

3.° Quando l'accennata condizione è avverata

uno dei valori X = Xo , X = X , senza esserlo per en

trambi.

48. Se ha luogo il 1.º caso il valore della radice o sarà

dato dalle relazioni ricorrenti

stessa

nè per

soltanto per

XH = O (xr_1) ( 1 ) X , (X,-1) ( I)

qualora la x = xo risulti negativa, o sarà

dato dalle relazioni ricorrenti

0(x) per

X, = 2 xr - 1-0(xr - 1) (2 ) X , = 2 X ,-1-0( XF - 1) ( II)

X = Xo
qualora la Q (x ) per risulti positiva.

Nelle relazioni ( 1 ) , (2 ) non potrà mai accadere che un valore

di una qualsivoglia Xp riesca minore dei due precedenti valori

Xr - 11 Xr - 2 , e nelle relazioni ricorrenti ( I ) , (II) non

potrà mai accadere che il valore di una qualsivoglia X , ri

sulti maggiore dei due precedenti valori X- 1 , X, ... Nel

caso che la serie di valori X2 '. . . .Xy
nati

dalle relazioni ricorrenti ( 1 ) , (2) presentino , ad incomin

ciare di una valori o costantemente crescenti o costan

temente decrescenti , questi valori , di cui i primi saranno

minori ed i secondi maggiori della radice , avranno per linite

la radice stessa convergendo verso il suo valore. Nel caso

Xo7 XI ܕ

Kr ,
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Xry

poi che le stesse relazioni ricorrenti presentino valori alter

nativamente crescenti e decrescenti, la serie di valori

Xrta , Xr + 4 ,
essendo il termine in cui comincia

a manifestarsi la legge d'alternazione, darà valori convergenti

sempre minori della radice, se la sarà essa stessa minore ,

mentre la serie Xr to Xr + 3 , darà valori convergenti

sempre maggiori della radice. Accaderà il contrario se la

sarà maggiore della radice . Assumendo pertanto , quando

sia d'uopo , i valori calcolati coi due limiti si otterrà una

approssimazione completa. La stessa legge avrà luogo ri

X. , X , X , .... X , .... forniti dalle

relazioni ricorrenti ( I ) , (II) .

Le relazioni ricorrenti (2) , ( II) si possono rispettivamen

te ridurre alle forme ( 1 ) , ( I ) col porre per la 1."

spetto ai valori

1

2 X1 - 1 0 (xr - 1 ) = 4 ( x ,-1) ,

per la 2.9

2 X - 1- (X,_1) 4 ( x -1) ;

con che le anzidette divengono

4(x- 1) (3 ) X, ¥ ( X ,-1) (III) .

X = Xo ,

49. Se ha luogo il 2.° caso i valori forniti dalle relazioni

ricorrenti ( 1 ) , (2) , (I) , (II) non convergeranno verso la

radice che si cerca . Essi daranno o valori crescenti indefi

nitamente , o valori non convergenti verso un limite fisso ,

ovvero valori convergenti verso un limite che soddisfa bensì

alla proposta , ma non è compreso fra i limiti dati

X = X. Sebbene non si ottenga in tal caso la radice

che nella proposta è compresa fra gli assegnati limiti , pure

si potrà spesso raggiungere l'intento mediante opportune

trasformazioni, come si vedrà in qualche esempio, od anche

col solo cambiare la forma della funzione proposta riducen

dola ad un'altra 4x ) In tal caso quantunque

lo stesso valore della radice compresa fra X = Xo , x = X
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XO , non

presa fra Xo

< 3

se ri

Xor

soddisfi entrambe queste equazioni, pure la condizione della

convergenza che non è soddisfatta per la proposta lo può es

sere per la sua trasformata.

50. Se ha luogo il 3.° caso non si potrà decidere della con

vergenza o divergenza dei valori forniti dalle relazioni ricor

renti date nel 1.º caso , in quanto i limiti X.

saranno abbastanza vicini. Sia &o un numero intermedio fra

Xo ed X. Si determinerà entro quali limiti si trova la ra

dice , se fra x = xo , x = &c- &o ovvero fra x= & o , x = X..

Sia X. quello dei due limiti pel quale non è adempita la

condizione enunciata al n.° 1.° e sia per ipotesi la radice com

e čo Si esaminerà se il valor numerico di

8 (80) adempia o non adempia la condizione di essere

qualora il suo valore sia positivo , o di essere < I

sulti negativo. Nel 1.º caso essendo pei nuovi limiti Ec

adempita la condizione del n.° 1. ° i valori dati dalle relazioni

ricorrenti saranno convergenti verso la radice . Nel 2.° caso

converrà procedere ad un'ulteriore suddivisione dell' intervallo

ed esplorare entro quale dei nuovi limiti è com

presa la radice.

Se poi la radice trovasi nell' intervallo to , X., allora o la

O '( .) non adempie la condizione voluta , ed allora trovandosi

la radice fra due limiti per nessun de' quali è adempita la

condizione , saremo nel caso del n.° 2. , in cui i valori delle

relazioni ricorrenti sono divergenti : o la (..) adempie la

condizione voluta , ed allora si procederà alla suddivisione

dell intervallo , X .. Così progredendo non potrà man

care di ottenersi in ogni caso due limiti & , ,8,1 % , entro i

quali essendo compresa la radice , la condizione voluta rispet

to alle ' ( ) , 0 ' (% ) sia o per entrambi i limiti soddisfatta ,

e saremo nel caso del n.º 1.', o per nessuno di essi avverata ,

e saremo nel caso del n.° 2 .

- 51. Il caso di eccezione che s'incontra è quello in cui , il

valore di Q(x) essendo positivo per
eguale al

xo ,

o
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avessero una

per x

limite inferiore alla radice , le due equazioni * - 0 (x ) = 0 ,

0 '(x ) — 3 = 0
radice comune compresa fra

X. ed X. , ovvero che la
x- 0 (2 )

essendo negativa ,

eguale al limite inferiore alla radice , le equazioni

x - Q (x ) = 0 , 0 '(x ) + 1 = 0 avessero una radice comune

compresa parimente fra X = Xo , X = X .. Ma un tal

caso speciale o potrà essere separatamente esaminato , come

accade nelle equazioni algebriche dotate di radici multiple ,

ovvero potrà farsi scomparire , come accade al n.° 2.° , con

opportune trasformazioni o soltanto con cambiamenti di for

ma della proposta.

52. La relazione ricorrente ( 1 ) del S 48 pei diversi va

lori di r = 1 , 2 , 3 .... dà la serie ricorrente

X , a

remo

r

Q (x .) , x2 = Q(22) , X3 = (x2) O ( xr -1) ( 1 )

in cui i valori X2 , X3 • • • • X7 , essendo xo il li

mite impiegato , sono convergenti verso la radice che chiame

a. La continua sostituzione de' valori precedenti nei

2. membri dei seguenti fornisce il valore approssimato

$ { { P { $ { P(x) } (2)

ossia pr(x) (3) ove l'esponente indica il

numero delle volte che la
Q , è ripetuta una dentro l'altra.

Una tale forma di funzione prenderà il nome di funzione in

voluta . Ciò vale anche per la formola (I ) dello stesso para

grafo cambiando x in X. Sarà perciò a = 0 " (5 ) (4 )

è la radice, e & rappresenta uno o l'altro dei due

limiti X , X. Le formole (3) , (III) saranno parimente

rappresentate dalla sola { " ( 8) (5) ove la ' &

può assumere uno o l'altro dei valori X , X. L'appros

simazione ottenuta con tali forme di funzioni si dirà appross

simazione per funzione involata , la quale sarà convergen
te

, o

divergent
e secondo che convergen

te o divergent
e sarà la re

lazione ricorrent
e
da cui proviene.

ove a
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se

53. Quando l'equazione proposta non fosse della forma

3 - Q (x )Q ( x ) = 0 , ma in generale della forma f (x) = 0 ,

si potrà con opportune operazioni algebriche isolare una

lasciando che essa entri in qualsivoglia modo in altre funzio

ni , allora essa sarà ridotta alla forma richiesta. Quando ciò

non possa ottenersi, si potrà porre * -f(x) = Q (x ), ed al

lora la proposta sarà ridotta alla forma X – 0 (3 ) Si

tratterà questa come si è fatto indietro, e se si verifica che

il criterio della convergenza indicato al S 48 è adempito , la

serie ricorrente ( 1 ) del paragrafo antecedente si cambierà nella

= 0.

X = X. Ff(x ) , * = x, Ff (x ) , .... X = X - Ff(x -1) .... ( 1 )

Xo

a نو
و

Xܘܕ

ove dovranno assumersi tutti i segni superiori quando f(x .)

risulti negativa , gl'inferiori quand'essa risulti positiva. Lo stes

so vale quando si rimpiazzi il 1 ° limite pel 2. X.

Supposto quì come nel citato paragrafo x =f (x ) = 4 (x ) il

valore approssimato pesimo della radice compresa fra

ed X. sarà dato per la funzione involuta ad esponenter

dalla

(8 )

ove la Š potrà assumere l'uno o l'altro dei valori dei due

limiti
Y.

Se una curva rappresentata da una proposta equazione s’im

magini percorsa nella direzione dal punto d'ascissa x=

al punto d'ascissa 1등 e si dicano nodi ascendenti o

discendenti le intersezioni della curva coll'asse secondo che

il corrispondente ramo di curva è ascendente o discendente ,

le formole ( 1 ) , (I) daranno le ascisse dei nodi ascendenti

e le (2) , ( II) quelle dei nodi discendenti.

54. A schiarimento delle esposte dottrine gioveranno i se

guenti semplicissimi esempi che possono servire di norina alla

soluzione di casi più complicati .
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caso di

© ( x) = è ' (x)

.

2

I

1. Sia proposta l'equazione 2-3 = o . Per ridurla

alla forma jc —- $ (x ) = 0 si potrà supporre 0 (2 )
2

$ (x ) = x — (*c* — 2). Pei limiti Xo = I , X. = 2

la serie degl' indici è una radice vi è compresa. Nel

Per X = Xo = I

essendo 0 '(x ) negativa, il suo valor numerico deve per
la

convergenza essere < 1 ; la condizione non è verificata per

questo limite. Per
x = X = 2 la 0'(x) è parimente

negativa ed il suo valor numerico, che risulta è < r.

4

Quindi per uno dei limiti è verificata la condizione, e per

l'altro non è verificata. Siamo dunque nel caso del S 50. Se

(a) = x - x + 2 la '(x) , che dovrebbe

risultare < 1 per entrambi i limiti , è tale che la condi

zione non è verificata nè per l'uno , nè per l'altro limite.

Siamo qui nel caso del S 49. Ma se la proposta si trasforma

nella ( x - 1 ) (0 + I ) ossia sarà

( '(x ) il cui valore numerico risulta

(x + 1 )?

per

4

ed per x = X. La condizione essendo adem

9

pita per entrambi i limiti i diversi valori x1 , xg ,

del S 52 saranno convergenti verso il valore di v2 e la

radice potrà esprimersi per la funzione involuta data dalla

( 4 ). Di fatto essendo $ (x ) ? impiegando il

primo limite x = si avrà

si
suppone

= 1

X + 2

= 0

X + I
I

2

X = X.
-

X3 Хr

I

1 X

I I 1

X , I for

I

X 2 = Ito

3

I +

x3 = It 2 X4 = I to

7 17
I + It

I 2

Ossia

7 41N
i
e
s

2 X3
17

12

2

29
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darebbe la serie di valoriX = X = 2Il secondo limite

approssimati

3 58

X ,

10

X ,==

7
Xs = 17 ,

X4 X5

99

7012 41

Siccome poi per

I

X = Xo = I la relazione ricorrente

che pei valori di r = 1 , 2 , 3 , 4 .... dàX , It

I + Xr I

I I I

X1 = I to 2 X2 = It X3 - I +

1 + 1 I t X 1 1 + X2

fornirà pel valore Xr della radice cercata la forma della

funzione involuta risultante dalla continua sostituzione data dalla

I

X , It I * 1 : 2+ I : I + Xrma- I+1 : 2 + 1 : 2 + 1 : 1 + Xr_3 : ....

I + Xp - 1

ossia

X , = 1 to 1 : 2 to 1 : 2 + I : 2 to 1 : 2 + I : 2 to 1 : 2 4 1 :

che è la nota espressione di vi data per frazione continua .

La funzione involuta nata dal limite X. fornirebbe

un'altra frazione continua data da

X ,
I : 2 -1 : 4 - I : 2 I : 4 - I : 2 - I : 4 ~ I :

Data l'equazione 3 * + 2x - 1 = o , si ponga sotto la for

Pei limiti x = x = 0 , x = x = 1

I

ma

2 + x

la serie degl' indici è 001 . Il criterio della convergenza è

soddisfatto per entrambi i limiti , e risultando negativa la

2 – 0(2) per X = Xo = 0 , le formole ( 1 ) e( 1 ) e (4) del

S 50 daranno

App. Ef. 1847
1 2
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U:

5 I 2

Xi 9 X2 = X3 =

he

>

r
a

15
29

Xy = I : 2 + I : 2 + I : 2 to I : 2 to 1 : 2 + I :

in

n

che coincidono coi valori dati superiormente diminuiti di una

unità, in quanto la proposta è quella che risulta dalla x* . 2 = O

cambiandovi I to X.

In generale essendo a > I ed la radice intera conte

nuta in e sia n
Q = a- n" , la radice positiva dell' equa

zione x² sarà data da x = n + y

data dalla funzione involuta . (4) del S 50 , che in questo

caso diventa una frazione continua data da

a

a = 0
essendo y

y = a : 2n +-a : 2n + a : 2n ta : 2n to : . :

la forma y

( amety

= 0

= I. = 0

Infatti la proposta può mettersi sotto la forma

(x − n) = o , ossia , fatto x = n = y , sotto

2n + (x − n)

la cui radice è compresa fra

2nto y

o = 0 , x . Essendo essa della forma X — Q (x )

e trovandosi verificato il criterio della convergenza risulterà

dalla (4) , pel valore del primo limite do = 0 , l'
espres

sione data sopra.

Parimente l'equazione *3- a = 0a = 0 posto a = n3 ta
+ a si

trasforma in
X - no = ossia sostituendo

+ Nox + x2

X ad 3 diventa

n ° + no(no + x) + (n . + x )?

Pei limiti X = Xo = O X = X = 1 risultando la se

rie degl' indici ooo , la radice è compresa fra zero ed uno .

Quindi essendo avverati i criteri della convergenza si avrà la

relazione ricorrente

+ no(n. + xr- 1) + (n . + X (-1)0 )

a

2 ?

по

ac

Xr
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che pel limite X, 8 9Xo po fornirà i valori approssimati

a 30 no
> 2

3nia 3nt + (3n3 + 6 ) (6n: + )

ai quali aggiunta la no si avranno quelli della radice della

proposta. La funzione involuta che si dedurrebbe dalla (4)

non riuscendo di forma semplice converrà in tal caso ricor

rere alla serie

3
OC OLI az 03

X = No to .... = no+2

3 * 3 * 3 * 3n

a - n ? a -na- n

3n
3n2

( 1 )

312

no

a n_1

3n

n

ove , ritenuto per il precedente valore , una qualunque

ng sarà data dalla relazione ricorrente " n, = Nr-1 +

Ciò risulta dall'operazione successiva eseguita , non più sulla

trasformata , ma sulla proposta col sostituire alle diverse

i valori approssimati già ottenuti e col porre per le dif

ferenze successive a— n .

Si
scorge facilmente che simili processi sono parimente appli

cabili alla ricerca della radice pesimo di un qualsivoglia nu

mero , purchè l'equazione ac " . scomposta nella

ac -n ossia nella

(x -no)(z"-'+ n.2?**+ n x "–3n * " -3 + n ??? n *-*x + n"- ')

in luogo dix - no si trasformi nella

a

a ,

e messo X

T2

no
trio (n. + x ) + n" -3(n .+ x ) .... + (no + x)"

Dal valore approssimato risultante da X = X =ori

sulteranno tutti i successivi valori X2 x3 , 34 .... Dal

l'operazione poi eseguita sempre sulla proposta risulterà una

serie analoga alla ( 1 ) , la quale contiene in sostanza il noto

processo aritmetico
per l'estrazione della radice di un qual

sivoglia numero.
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cos n x = 0 - ove è n =

001 .

2.° Sia proposta l’equazione COS X = 0. Pei limiti

đo = 0 , X = 1 la serie degl'indici competente all' equa

zione 206264" ,8 risulta

Il valor numerico di 0 '( ) risultando per entram

bi i limiti minore di uno , trovasi verificato il criterio della

convergenza. La relazione ricorrente
XF = cos ( n Xr_1) sarà

convergente. I diversi valori approssimati ad indice pari ri

sulteranno minori della radice , quelli ad indice dispari risul

teranno maggiori, ed il valore della radice
X , espresso per

funzione involuta sarà dato da

•• COS

x = 0 ,

un

{ n cos{ n cos{ n cos(n xo)} = cos" (n x .).

Sia in vece proposta la x - tang x = 0 , ossia x -tangnx = 0 .

La radice più piccola di quest'equazione , escluso il valore

si troverà compresa fra i limiti Xo = 4 , X. = 5

o fra i limiti più ristretti * = 4,4 , Xo = 4,5 , pei quali li

miti il 1 ° membro cambia di segno. La condizione della con

vergenza non è avverata , giacchè la $ '(x ) che è positiva

fornisce per entrambi i limiti Xo = 4,4 , X. 4,5

valore > 3 . La relazione ricorrente X , = tang (n Xr_1)

sarà divergente e perciò divergente la funzione involuta che

verrebbe data dalla (2) del S 52.

la
proposta

si pone sotto la forma
arc . tang x =

da cui risulta . 0 '(x ) il criterio della convergenza

è avverato , giacchè per entrambi i limiti è 6 '(x ) < 1. Sicco

me poi la nxo — Q (x ) risulta negativa, così dalla ( 1 ) del

S 48 si avrà la relazione ricorrente n X = arc . tang (xr_r)

che fornirà valori convergenti verso la radice , e la funzione

involuta ( 2) del S 52 darà

Ma se

I

2

I - X

I

X ,
? ")

arc. tang

mal

arc. tang

are.sangxo} = {{ are. angto}
n n n

In generale nell'equazione px + 9 + tang x = 0
discussa
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O non
tang x — 9·

nella citata Memoria , ossia nella

р

trovasi soddisfatto il criterio della convergenza
pei limiti en

tro cui è compresa una radice , laddove trovasi soddisfatto

nell' analoga n x - arc . tang ( p x + 9 ) = 0 ove il valore ? :

della radice X , espresso per funzione involuta sarà dato da

I

arc . tang 39

tanggal

arc.tang 9 + 2 arc . tang 9+

ung }
n n

essendo & l'uno o l'altro dei due limiti . Per

si riduce a

q = 0
essa

I

arc . tang
P $P

arc. tang arc . tang

in

Р
arc. tang P

of }.
n n

• : .. 001

I

2

Sia parimente proposta l'equazione x --

1

che fra i limiti X = Xo 1,19 "X = X. = 1,2 pei

quali la serie degl' indici è ha una radice reale,

indicando 1 il logaritmo iperbolico. Sarà ( '(x )

Il valor numerico di 6 '(x ) pei limiti X = Xo's, X = X.

risultando > I non è soddisfatta la condizione della conver

genza e le relazioni ricorrenti ( 1 ) , (I) o le relative funzioni

involute sarebbero divergenti. Ma la stessa equazione posta

sotto la forma

ex - 1

fornirebbe l'espressione

6 '( )
Pei limiti Xo = 1,1 , X.X = 1,2

(e2 * — 1)

risulterebbe

2x
eе + I

X

4e
2

36,1

64,4

9
& '(x )

44 , 1

O ' ( X .)

100,46

Per entrambi i limiti il valor numerico di 6 '(x) essendo

minore di I è soddisfatta la richiesta condizione , e le 'rela

zioni ricorrenti ( 1 ) , (I) del S 48 sarebbero convergenti.
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Impiegando infatti il limite X. ,X. , in quanto la funzione pro

posta fornisce in tal caso un valore che differisce da zero meno

di quello fornito dell'altro limite ' to , si ottiene

X = 1,2 , X , = 1,1995 , X. = 1,99970 , X3 = 1,19966 , Xo = 1,199686

203 2x

X 2
X 2

IOX

2
-5 ,

.

i cui valori sono alternativamente maggiori è minori della

radice in quistione.

3.° L'equazione - 5 = 0 ha una radice fra

i limiti X = Xo = 2 , x = X = 3. Posta sotto la forma

5

= O la serie degl' indici risultando ... 001 ,

si avrà &'(x) onde 6 '(x )

30
(x* — 2)

6 '( X .) Non essendo soddisfatto per entrambi i

49

limiti il criterio della convergenza converrà impiegare il pro

cesso del S 49. Si trova quindi che i nuovi limiti più ristretti

entro cui è compresa la radiće sono xe = 2,09 , X = 2,1 .

Si ha quindi - '(x) = -3,7 .... 0 '(X) = -3,6. La con

dizione della conyergenza non essendo adempita non si potrà

impiegare questa forma, ad esprimere la radice per funzione in

voluta . Ma se s ' impiega la forma
-V5 + 2 x = 0 ,

vasi '(x ) Quindi pei due limiti x = 2 ,

3 V (5 + 2 x )

X. = 3 sarà 9 '(x) = 0,15 .... , ' (X.) = 0,134 .... La

condizione di essere per entrambi i limiti minori di 3 è

soddisfatta. Riuscendo poi pel limite negativa la

26 — (a ) s'impiegherà la funzione involuta (4) del S 52

che diverrà

3

x tro

2

3

X - Xo

« = .... V5 +2ř{5 + 2V15 + 275 + 28}

ove la & tien luogo di uno o dell'altro dei limiti x , X.

Se si calcolano i successivi valori forniti dalla stessa funzione
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si trovano i successivi valoriinvoluta pel limite

approssimati

to = 2 2,08 x, = 2,0927
x3 = 2,0942 ,

O

001 .

3

XC X

i quali sono tutti minori della radice , ma convergenti verso

di essa.

Parimente l'equazione X – 7x + 7 = ha una radice

compresa fra i limiti x = 1,3 , X. = 1,4 pei quali la

serie degl' indici è Ma se si pone sotto una delle due

forme
7

= O , -V7X — 7 = 0

7
per le quali.x²

è adempito il criterio della convergenza risultando O '( )

positiva e per ciascuna di esse 0 '(x) < 3 , $ '( X .) < 3 . Si

dovrà adottare per la prima la funzione involuta (4) del

S 52 risultando negativa la x — (x ) pel limite X.

e per la seconda la funzione involuta (5) dello stesso para

grafo risultando positiva la X -- 0 (x ) pel limite X = 1,3.

Quantunque l'approssimazione sia lenta non è però meno sicura.

Sia proposta l'equazione x3 + 3x- N = 0 in cui la

N sia un numero assai grande ed la sua radice . Posta

sotto la forma -VN 3x e trovati i limiti = % ,

x = x , entro cui è compresa la l'espressione

=
1,3 ,

a

3

an

X.

I

N 3 38 ( 1 )

ove per & si
ponga

il limite od il limite X. sarà

convergente verso la radice cercată , giacchè la

O '(x )
darà per entrambi i limiti X , X , ;

VN– 3x)"

quando N
sia opportunamente grande, un valore nume

rico < 1 .

Nel moto parabolico delle comete l'equazione da cui dipen

de l'anomalia vera
è data da

tang: 10 + 3 tangu- N = 0 ( 2)
N= 3kq- $17.

essendo
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N =

che
porremo

3

ove 9 distanza perielia, i = tempo contato del passaggio

al perielio e k = 0,017202099.
Per q = 1 , t = 10000

risulta = 364,9116262. Posto tang ; v = x , si trova

che l'equazione
33 + 3x
203 + 3x -No (3) ,

sotto la forma -VN - 3x = 0 , ha una radice com

X -- Xo = 7 , X = X. = 8. La condizione

della convergenza è adempita, ed i valori approssimati succes

sivamente forniti dall'espressione ( 1 ) pel limite xo = 7 ,

baranno

presa fra

x. = VN - 3x. = ' N - 21 da cui
lx, = l tang įv = 0,8454823 ,

x, = 7,006196 , jv = 81°52'37" ,17

3

x, = VN- 3x, ;
lxs = 0,8454745 , xn = 7,006072 , ju = 81° 52' 36 " ,65

3

x3 = V N - 3x2 ;
1x3 = 0,8454746 , x3 = 7,006073 , v = 81° 52' 36",66

I

3

Il valore della radice è compreso fra X2 ed X3 , ed il

valore di v fra 81 ° 52 ' 36" ,65 ed 81 ° 52' 36 ",66.

Essendo N assai grande e tale pure il valore di tangu

riuscirà assai piccola la cotang iv. Posto dunque nella (2)

in luogo di tangío e fatto cot v = x ,
0

coto N

si avrà l'equazione ac3 — 36 x * —0 = , la quale posta sotto

la forma 2 ~ 0 ( ) in luogo di VO si

avrà wVI + 3x2 la cui radice sarà compresa fra

x = X. = 1 . La $ '(x )

( 1 + 3x?)

sarà positiva, e riuscendo per entrambi i limiti < 3 sarà

quì pure soddisfatto il criterio della convergenza. Risultando

poi negativa la x - 0 (x ) pel limite inferiore

e messo

3

E O

2 W X
X = Xo = 0 ,

X = X
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X3 = W

(4)

X5 =

si dovrà impiegare la formola (a) del S 52 , dalla quale si

deducono i diversi valori approssimati di coto ' = come

segue

= w(1 + 302)} ,X , = W , X2
= wř{1 + 3w?V (1+349)"}

ta = wV{1 + 3w? (1 + 3w" (1 + 34*)")"} ,

La maggiore o minore rapidità della convergenza delle stabi

lite formole dipende naturalmente dalla forma della funzione pro

posta e dai valori delle costanti che essa contiene. Il valore però

dell' esponenter della funzione involuta, ossia il numero delle

operazioni da eseguirsi onde ottenere un dato grado di pre

cisione diminuendo secondo che il limite X. od X. che

s' impiega è più approssimato al valore della radice , così sarà

sempre più vantaggioso cercare con qualche metodo ausiliario

un tal limite in anticipazione, come si è fatto nell'esempio trattato

al S 28 della citata Memoria. Nel caso attuale essendo assai

piccola , la semplicità dell'equazione x? - 3w3 x * — W = 0 (5)

rende facilissima la ricerca di un limite X. , funzione della

quantità piccola ed indeterminata assai prossimo alla

radice . Di fatti la funzione x = f ( ) dev'essere tale che

nel 1.º membro della proposta dia un va

lore che differisca da zero di una quantità dell'ordine di

essendo numero abbastanza grande. Se si pone infatti

w ( I + aw')

sono quantità da deter
I to aw?

minarsi , posti a zero i due primi coefficienti del risultato della

sostituzione si ottiene La sostituzione

(6) riduce il 1.' membro della
membro della proposta

ad un valore che differisce da zero di quantità dell'ordine di

Adottato un tal valore pel limite la 1.º approssi

mazione fornita dalla x == WV 1 + 3x2 : darà x1 = V1 +32"

App. Ef. 1847
15

sostituita per

n2

п

X = Xo = ove a ,

a 0 , 1 .

di Xo = 2

I

w ?. Xo ,

3 3
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SU

JE

d

Nell' assunta ipotesi di 1 = 10000 9 = 1
risulta

W 0,13993805 e si ottiene quindi

log , = l cot v = 9,1545254 da cui įv = 81° 52' 36 " ,66 .

It aw² + bw4

Se in vece si stabilisce X = Xo = w

1 + aw + ßw4

la sostituzione come sopra , indi si pongono a zero i quattro

primi coefficienti delle potenze di si ottengono per de

terminare le 4 arbitrarie b ß le equazioni

e si fa
A

نکو

a
> 7

ama ISO

a ' - . *.- 2a - « + bB = 0

ai- 23 + 6ab - 6aß — 3a — 66– 600-3B = o

b** a* b - B* *8 - 2ab - aa 206 — 2aß = 0 .

I

Dalle quali risulta a = --1, brý , a = -2 B = ,

onde pel valore del limite già assai prossimo alla ra

dice si avrà

I w' to į w4
X. = W

(7)

2wº tow4

La sostituzione di questo limite nella proposta riduce il 1.º

membro a differire da zero di una quantità dell'ordine di

Questo processo è generale e mostra essere in nostro arbitrio

F (a )

di scegliere una frazione razionale della quale deter

f (x )

minare i coefficienti delle diverse potenze di in modo

che il risultato della sostituzione dia un valore che differisca

da zero di una quantità dell'ordine di sia

grande quanto si vuole.

Chiamato X il primo membro della equazione proposta (5) ,

se dietro una data sostituzione
riuscirà х dell'ordine

di

X

cum siccome la sarà dell'ordine di wha ?, così l'errore

X

ove la n

n
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sul valore del limite X. dato dalla (6) sarà dell'ordine

dic?, mentre sul limite to dato dalla (7 ) sarà dell'or

dine w " .

È da osservarsi del resto che quantunque il metodo dell'ap

prossimazione lineare sia dotato di una convergenza più ra

pida che quello delle funzioni involute , quest'ultimo però offre

per compenso il vantaggio di un minor numero di operazioni

a ciascun'approssimazion
e
, ciò che si farà più manifesto nel

l ' esempio del seguente n .° 4.0

Occupato nel 1843 a redigere la più volte citata Memoria

sulle equazioni che comprende la 1.' parte di questo trattato ,

mi si offerse ovvia l'applicazione del metodo delle funzioni

involute al caso semplicissimo della determinazione approssi

mata dell'anomalia vera della cometa apparsa in quell'anno ,

al quale scopo non poteva servire la tavola del moto parabo

lico di Burkard. I calcoli relativi furono in quell'epoca da

me eseguiti di concerto col signor Roberto Stambucchi, il

quale li comunicò al Direttore del nostro Osservatorio che ne

aveva dato l'incarico e che ne approvò l'esattezza.

4.° Sia proposta l'equazione e sin ( a + x)

essendo
29° 31 ' 47" , 0,2541748.

Questa è la stessa equazione data al S 8 (Mem. cit . ) di cui si è

determinata la radice compresa fra Xo = 0,1 , X. = 0,2

col metodo dell'approssimazione lineare. Introdotta la solita

n = 206264,8 che esprime il numero de'secondi contenuti nel

raggio , la ( 1) diverrà sin(a + nx) Pei limiti

X = 0,1 , X. = 0,2 la serie degl' indici risulta

La & '(x ) = e cos(a + na) dà per entrambi i limiti un va

lore < 1 . La condizione della convergenza , che per essere

0 '( ) positiva esigerebbe per entrambi i limiti © '(x) < 3 ,

è soddisfatta . Inoltre pel limite il 1.º membro della

proposta risultando 0,1 - 0,146 . la

Xe

= 0.

00 !.

Xo

0,046 .... ,
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funzione involuta ( 2) del S 52 , adottando il limite esteriore

x . onde abbiasi un esatto confronto dei due metodi , fornirà

nel caso attuale l'espressione

X , =
....e sin {a + nesin {a+ ne sin {a

a + ne sin ( a to ni
tnx.) }

X , = {e sin (a + nx )}(

( 2)

ossia

Si avrà quindi, come nel citato S 8 , per valore dell'anoma

lia cercata = A l'espressione

A = 360° — (a + n X , ).

Se l'equazione proposta ( 1 ) si fosse posta sotto la forma

- {

arc. sin - a

} = 0 si avrebbe 0(2) Ver20

Quindi

0 '(x ) = 4,279 ... f '( X ) = 6,375 ....
9

La condizione pertanto di essere 6 '(x ) < 3 non essendo sod

disfatta pei limiti stabiliti, la relazione ricorrente

درمےا

X , = arc. sin a

Ritenuti per n

e la corrispondente funzione involata sarebbero divergenti .

Acciò si abbia un confronto dei due metodi s'impieghi il li

mite
X. = 0,2. a , e ,

i valori dati

sopra e stabilita la relazione

ar = a + n X ,

pei valori di TI 2 , 3 ,
ho creduto opportuno

di aggiungere per disteso il prospetto del calcolo della fun

zione involuta (2) sino al valore dell'esponente r = 8.

7
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n X.

1. X4 9,2005864

l.n X 4,5150115

n X = 9° 5' 34"

as = 38° 37' 21 "

1. sin as =
9,7953143

1. X3 = 9,2004467

l. n Xs = 4,5148718

n X5 9 ° 5' 24 "

a6 = 38° 37 ' 11 "

l. sin a6 =
9,7952880

le= 9,40513247

1. n =
: 5,31442509

l. X. =
9,3010300

1. n X , = 4,6154551

= 11 ° 27' 33"

n X. + a = a, = 40° 59' 20 "

1. sin a , = 9,8168460

l.e sin ag = l. X , = 9,2219784

1. n X , = 4,5364035

n X , 9 ° 33' 7 "

n X, + a = ag = 39° 4'54 "

1. sin ag = 9,7996351

1. e sina , = l. X , = 9,2047675

1. n X , = 4,5191926

in X , = 9° 10' 51"

n X , + ac a3 = 38° 42' 38"

1. sin a3 =
9,7961484

1. e sin az = l. X3 9,2012808

1. n X3 4,5157059

n X3 9° 6' 27 "

n X3 to a = A4 = 38° 38' 14 "

11. sin an =
9,7954540

2.e sin du = l. X41. X = 9,2005864

1. X = 9,2004204

l. n X6 = 4,5148455

n X6 9° 5' 22" ,4

1. sin ay

dy = 38° 37' 9 ",4

9,795283
6

= 9,2004160

l. n X , 4,5148411

nX, 9 ° 5 ' 22", 1

=

1. X ,

ag = 38° 37' 9 ", i

l. sin ag = 9,79528296

1. Xg = 9,20041543

l. n X8 = 4,51484052

1 X2 9° 5' 22 ",05
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I

I valori approssimati delle diverse X , risultano X, = 0,166 ,

X , = 0,160 , X3 = 0,1589 , X4 = 0,1587 , Xs = 0,15865 ,

Xo = 0,158642 , X ,
X , = 0,1586412 , X3 = 0,1586410. Sa

rebbe inoltre ag = 38° 37'9",05 da cui risulterebbe

X , = 0,1586409. Questi valori convergono verso la radice

rimanendo sempre maggiori di essa. Le cifre comuni a due

valori approssimati incominciando da X , appartengono alla

radice. L'errore commesso sul valore X , calcolato colla for

X : – e sin ag Xg – X ,

mola
risulta dell'ordine di

e cos ag
1 - X ,

Go )?, cið che porta un errore nei centesimi di secondo sul

valore calcolato di n X ,
9 ° 5' 22" ,05 = y e quindi

sull'anomalia = 360 ° – ag = 321° 22' 50" ,95. Impiegando

il limite inferiore xo = 0,1 si ottiene una serie di valori

X, = 0,14 , X2 0,156 ,
tutti minori della

radice. Ad ogni operazione ottenendosi per adequato una cifra

decimale esatta , questa approssimazione e dell'ordine di quella

data al S 41 che contiene il metodo di Budan. L'analogo va.

lore di y calcolato al S 8 ( Mem. cit. ) col metodo dell'ap

prossimazione lineare e che si trovò minore della radice risultò

9 ° 5' 21",9 che fornì l'anomalia = 321° 22' 51 " ,1.

55. In più modi si può mostrare mediante le costruzioni

il processo analitico con cui si giunge colle funzioni invo

lute convergenti ad ottenere i successivi valori approssimati

della radice. Il più semplice è quello di costruire la curva

olac) in cui è l'ascissa ed у l'ordinata . I

valori dati dalla funzione involata risultano dalla somma del

l'ascissa e dell'ordinata corrispondente. Quando i limiti

X. e la forma della proposta funzione adempiano tutte le

condizioni della convergenza , la legge delle approssimazioni

successive dovrà coincidere con una delle due costruzioni date

dalle figure 1.' 0 2." , le quali abbracciano tutti i casi secondo

che si assumono per semi-assi positivi uno dei quattro sistemi

y = x

Xor
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Xo = 01

XC

(00', 0Y ) , (00 ' , OY') , (O'O , O'Y ) , (0'O , O'Y ').

Supposto che la funzione involuta dia valori approssimati sem

pre minori delle radici , la costruzione che ne indica l'appros

simazione sarà data dalla fig. 1.' in cui SS' indica la curva

y = x
0 (x ) riferita al 1.º sistema di semi- assi. Fatto

si abbassi l'ordinata lp. Si conduca parallela

mente al semi-asse Oo la retta pp' lp. Si tiri p's

parallela al semi-asse OY. Si conduca sp" = ms paral

lela al semi-asse 00 e così si proceda indefinitamente. Si

otterranno così dai prolungamenti delle parallele al semi-asse

OY sino all'incontro colla 00' i diversi punti l , m ,

n , ro ... i quali anderanno sempre avvicinandosi al punto

d ' intersezione della curva col semi-asse 00'. Lo stesso

si direbbe quando s'impiegasse il limite superiore X. = OL

in cui si avrebbe pure una serie di punti L , M , N , R ....

sul semi- asse avvicinantisi continuamente al punto d'in

tersezione .

Supposto poi che la funzione involuta dia valori alternati

vamente minori e maggiori della radice , la costruzione che

ne indica l'approssimazione successiva sarà data dalla fig. 2.'

Fatto ancora si abbasserà lp , si condurrà

come prima pp' lp indi p'q . Si tirerà da 9 pa

rallelamente ad 00' la retta q9 = qL. Da ' si con

durrà g'p' indi p " q " = mp" e così di seguito. Il mean

dro che va così formandosi taglierà successivamente l'asse

00' in punti sempre approssimantisi, or dall'una or dall´altra

parte , al punto d'intersezione della curva colla 00. Quindi

risulta manifesto che la divergenza avrà luogo quando la

spirale ortogonale o meandro in vece di restringersi con

tinuamente , tendendo verso il punto d'intersezione , come ad

un centro , incomincia dal punto 1 come da un centro e va

ampliandosi successivamente. Avrebbe avuto luogo una si

mile costruzione quando si fosse impiegato il limite superiore

Xo = 01
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= 0.

XC

Lp ; dal

e

X. e si fosse posto Xo = OL da cui sarebbe risultato il

meandro Lqq'p " q" p'" ...

Un altro modo di costruzione risulta dal scegliere una funzione

+ (x ) tale che la proposta equazione 3–0(x) = 0 si riduca

ad x - f( +(x)) = Posto y = ( ) si avrà x = f (y ).

Ritenuto ancora che x , y rappresentino l'ascissa e l'ordi

nata di una curva , la radice compresa fra Xo ed X. della

equazione proposta sarà ora l'ascissa del punto d ' interse

zione delle due curve corrispondenti alle equazioni y 4 (x ) ,

x = f (y ). Verificati i criterj della convergenza, il processo

dell'approssimazione sarà in questo caso rappresentato o dalla

fig. 3." , o dalla fig . 4. Supponiamo in fatti che la curva

risulti dall' equazione y 4 (x ) e la curva ff' risulti dalla

x = f (y). Posto OL = X , si elevi l'ordinata

punto P si conduca pp' parallela al semi-asse
00

da p' la p'p" parallela al semi-asse OY , indi p" p"

parallela ad 00' , quindi p " p "p " p" parallela ad Oy e così

di seguito. I punti p , p' , p " , p " , p " . anderanno

continuamente avvicinandosi al punto x d'intersezione delle

due curve , ed i valori successivi delle corrispondenti ascisse

anderanno continuamente avvicinandosi al valore dell'ascissa

d'intersezione che eguaglia la radice cercata .

Lo stesso avrebbe luogo se si fosse impiegato il limite Ol = Xo .

Se si suppone che dalle equazioni y = 4 (x ) , x = f (y )

risultino in vece le curve 44 , ff' rappresentate dalla fig. 4.";

posto 01 = x e condotta l'ordinata lp si tirino le rette ,

pp parallela ad 00' , p'p" parallela ad OY , p " p '"

parallela ad 00' , p " p " parallela ad OY
e cosi di se

guito. I diversi punti p' , p " ,p' , p " , p " , p " , p' ....
ande

ranno avvicinandosi continuainente al punto d'interse

zione delle due curve , e le rispettive ascisse convergeranno

verso il valore dell'ascissa dell'intersezione, divenendo alter

nativamente maggiori e minori di essa. Sarà quindi

del punto X

Ilir

x
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pl = 4 (x ) = yo , Ol' = f (+(x )) = f (y ) =

02 '" = f (+2 )) = f( :)p " l' = 4(xx) = yo , = X2 ,

Xo

e così dicasi di seguito. Per tal modo dal supposto valore del

primo limite si otterrà x, = f(+(x )) = $ (xo) ;

col valore ottenuto si avrà f(+(x )) = Ⓡ(xz)

col valore ottenuto si avrà xz = f(+(x2)) = (x2) ,

X , X2 = 5

X2

x3 = 02"

x

ovvero una λα ,

e così di seguito. Si vede che i successivi valori delle ascisse

X = Ol , " x, = 01' , X = OZ" ,

sono eguali ai rispettivi valori approssimati della radice forniti

dalla funzione involuta risultante dalla proposta * - Q ( x) = 0 ,

pel caso che i criteri della convergenza siano verificati. Lo

stesso vale assumendo per primo valore approssimato il li

mite superiore X. = OL che avrebbe fornito il meandro

PP'P" pp'p" p"

Qualora per la funzione si assumesse la stessa

essendo una costante , la curva

delle figure 1." , 2. sarebbe cambiata in una retta pas

sante per l'origine 0 ed inclinata al semi-asse 00 di

un angolo , la cui tangente sarebbe 2.. Si ridurrebbe pari

mente ad una retta , non passante però per l'origine, qualora

la * (a ) fosse rappresentata da & +3x essendo 3

due costanti.

Il caso della divergenza ha luogo quando il meandro rettan

golare della fig. 4." in vece di convergere verso il punto

col restringersi verso un centro , si rivolge in vece in senso

opposto partendo dal punto P come centro ed ampliandosi

continuamente.

App. Ef 1847

&ܕ

.
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56. Quantunque la relazione ricorrente o la funzione invo

luta risultante dall'equazione Q ( x ) o dalla più

generale f (x ) = 0 conduca , nel caso della convergenza, alla

determinazione
di valori sempre più approssimati al valore

della radice della proposta equazione, pure quando si voglia

una più rapida convergenza , o non si giunga ad evitare il

caso di divergenza, converrà ricorrere alla relazione ricorrente

che fornisce il metodo dell'approssimazione
lineare trattata al

S 27 (Mem . cit. ) . Risulta infatti che se la f (x ) ha

una radice compresa fra due limiti xo , X. che diano per

serie degl' indici chiamato & il limite esteriore

e f '(x ) la derivata di f (x ), i valori X , X , X3 , .... X ....

sempre più approssimati alla radice saranno dati dalla rela

zione ricorrente

f (xr_s)

X, = Xr_1 ( 1)

f '(xr - 1)

. 001 ,

ove la r potrà riceve
re

i valori r = 1 , 2 , 3 , 4 , .

f($ )

ed X. sarà data da
X = &

La

f'( )
espressa

per la funzione involuta risultante dalla ( 1) sarà data dalla

serie di funzioni involute

(2)

x , = & -f( )% -f{& –f( )% }6 -f{& –f(5%.–f{& -f(E)% }% 15

. - f{ & – f(5)% - f { & -f($)% } ,--... }..,_2}{r_1

ove una qualunque lo è data da

I I
essendo per

f'(25)

y = f (x )

Er r = o , o

f' (8)

La costruzione dell'equazione
mostra che l'ap

prossimazione lineare nasce dal condur l'ordinata corrispon

dente al limite esteriore ; dall'estremo dell'ordinata condar la

tangente alla curva sino all'incontro col semi- asse delle ascisse ;

da questo incontro condur l'ordinata alla curva ; dall'estremo
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1

f'(x.)

I

di questa ordinata tirar la tangente alla curva sino all'incontro

col semi-asse , e così di seguito.

Se indichiamo con a quella delle due espressioni

)
I

che presenta il valor numerico più grande , si potrà

f '( X .)

sostituire all'espressione (2) la seguente più semplice, co

munque dotata di una men rapida convergenza

x == — af( ) —af{{ –– F15) } — aff&–« f( ) -af{Ę– « f(7)}}-... (3)

Questa risulta dal sostituire alle successive tangenti altrettante

rette parallele alla tangente corrispondente a quello dei due

limiti che fornisce per f'(x) il valore numerico più grande.

57. Il metodo d'approssimazione per le corde del S 27

( Mem . cit. ) , è pure dipendente da una relazione ricor

rente quale è data dall'espressione (e) dello stesso para

grafo , e dalla quale risulterebbe un'espressione per fanzione

involuta analoga all'espressione (2). Giova però osservare

che a questa può essere sostituita un'approssimazione analoga

alla (3) col mantenere costante l'angolo che le corde, che

si succedono nel citato metodo , fanno col semi-asse delle

ascisse. Infatti chiamato l'angolo , contato dal semi-asse

positivo delle ascisse verso quello delle ordinate, che la corda

congiungente le estremità delle due ordinate aventi per ascis

fa col semi-asse positivo delle ascisse , sarà

X. — Xo
Chiamata

questa espressione e

f ( X .) -- f ( x )

& il limite interiore, i valori approssimati della radice della

f (x ) = o saranno dati dalla relazione ricorrente

W

se X , X.

cot w = a

X = X - 1 - f(xr - 1) ;

la quale fornirà il valore Xr per funzione involuta analoga

alla espressione ( 3).



108

La costruzione in questo caso non differisce da quella com

petente all'approssimazione lineare , se non in quanto alle

tangenti inclinate si sostituiscono altrettante rette inclinate

di un angolo costante dipendente dalle quantità note xo , X. ,

f (x .) , f ( X .) ed al limite esteriore è sostituito il limite in

teriore. Siccome una tale approssimazione darebbe valori tutti

maggiori o minori della radice secondo che il limite interiore

risultasse maggiore o minore della radice stessa , e siccome

l'approssimazione lineare risultante dal limite esteriore dareb

be in questo caso valori tutti minori o maggiori della radice,

così i due metodi impiegati congiuntamente serviranno a for

nire un'approssimazione completa senza ricorrere al metodo

indicato al S 27 della citata Memoria.

58. Le espressioni per frazioni continue o per serie che si

sono vedute nei precedenti paragrafi nascere da sostituzioni

di forma frazionária od intera non sono che casi particolari

della funzione involuta che nasce dalla relazione ricorrente

ap

x , o dalla Xr - I = np to Cby X ;

B

oyé il numero intero . nr variabile da una all'altra approś

simazione è vincolato a rappresentare uno dei due limiti della

radice delle successive trasformate compresa entro un intervallo

unitario che si ottieneo coi noti metodi già indicati o colla

stessa funzione involuta applicata all'equazione proposta ed

alle sue trasformate .

Il metodo derivato dalle accennate sostituzioni, onde otte

nere una radice compresa fra limiti opportunamente scelti

non si limita al caso delle 'equazioni algebriche , ma può

essere applicato a qualsivoglia equazione, quando si sta

hilisca una delle precedenti relazioni ricorrenti e s ' impieghi

la proposta f (x ) e le sue trasformate nate dalle suc

cessive sostituzioni per determinare i valori interi delle
Nr
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cercando sempre col metodo solito l' intervallo unitario entro

cui è compresa la radice delle successire trasformate. Per tal

modo , non solo le irrazionali algebriche già ottenute indietro ,

ma sibbene le irrazionali trascendenti che soddisfano equazioni

di tal nome potranno coll' indicato processo determinarsi , sia

per frazioni continue , sia per diverse serie , a seconda della

forma della funzione frazionaria od intera che si sarà adoperata

nelle trasformazioni successive. Impiegando però il metodo delle

funzioni involute si giunge più speditamente ad esprimere la

radice in frazione continua usando del seguente processo.

Ritenuto che Xo , X3 .... X rappresentino i va

lori approssimati della radice compresa fra
della

equazione qualunque - $ (x ) f (x ) = 0

ottenuti per funzioni involute , nell' ipotesi che le condizio

ni della convergenza siano adempite , i valori approssimati

° , 2 ° , 39 , 4 ° .... rmo espressi per frazione continua

saranno successivamente dati da

I

1.° = X essendo ni il numero intero compreso

XoZ , to I

nel valore di ZI determina
to dalla = X che

Z
I

risulta dalla x = co + o determinato dall' invertita

1

X1
X2 9

20 , X.

o della

9

ni

Zu

Áo + x1

2. = 6 + 1 7 + 1 : n , essendo na il numero in

tero compreso nella Z, determinata dalla

XoN , ₂ + (xo + n )

niZ2 fo I

= X2

che risulta dalla

X2 = Xo fo I : n, to I : Z

o determinato dalla sua invertita

Z , I : . n , tel : Xo to X2
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3.° = x + 1 : n + 1 : na + I : ns, essendo n3

mero intero compreso nella 23
determinata dalla

il nu

S X3
(xon , n, + x + na)23 + (xon , + 1 )

(ning + 1) 23 + nos

che risulta dalla

X3 = Xo to I : n, to I : Na to I : 23

o dalla sua invertita

I : na + I : -nit I : · Xo to X3 •

: N4 , essendo
na

4. == x + I : n, + I : N2 + I : n3 + I

il numero intero compreso nella 24 determinata dall' equa

M24 + N
zione lineare che risulta dalla

mz4 + n

* 4 = Xo + I : n , + I : Na to 1 : N3 + 1 : 74

o dalla sua invertita

24 = I : n3 to I : na + I : n , * I to + 4

Così progredendo risulta che il valore approssimato meto sarà

dato da

groho = x + 1 :17+ 1 : 12 + 1 ; N3 + I : 14 + 1 : 15 + ... + No-1 + 1 : New

essendo Nr il numero intero compreso in determinata

PZr + Q

dall'equazione lineare
= x , che risulta dalla fra

pz + 9

zione continua

X = Xo + I : n , + I : N2 + I : N3 + I : N4 + 1 : 15to.cccnr - 14I : Z

o dalla sua invertita

2 , = 1 : - Mpm TI : -MaztI : - Mopm3+ 1 : -Name o....-Ni+ I : -Xo + Xr
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:59. Le relazioni ricorrenti differenziali forniscono parimente

funzioni involute date talvolta per espressioni assai semplici

come quella del teorema di Taylor. Infatti nella curva data

f ( x + w ) - f (x )

dall' equazione
y = f(x ) it rapporto

esprime la tangente dell'angolo . = u= che la corda congiun

gente l'estremità delle ordinate f (x ), f (x + w) fa col

semi-asse positivo delle ascisse. Se per tutti i valori di

compresi fra ed x + w , la f (x ) è una funzione fi

nita e continua , esisterà un punto nell'arco compreso fra le

due ordinate f (x ) , f ( x + w) pel quale la tangente alla

curva sarà parallela alla corda. L'ascissa di questo punto sarà

data da x + 0 , w , essendo 0, una quantità compresa fra

o ed I , e che , ritenuta costante , varierà al variare

di
Sarà quindi

tang v '= f '( x + 0 , w ) , onde

f(x + w) = f (x ) + wf'( x + 0 , w) . Se la legge di continuità

si avvera inoltre nella f '(x ) pei valori di compresi frá

ed x + 0 , w , sarà parimente

X

w .

f'( x + 0 , W ) = f '(x ) + 0 ; w f "(x + 0,0 , w)

ove 020, sarà compresa fra o ed i e ritenute 6 , ed

costanti , sarà 0, variabile con Così progredendo ed in

dicando con 03 ,
03 , 04 , .... Or valori compresi fra 0 ed i ,

si otterrà la relazione ricorrente differenziale

( 1 )

Or+ 1 w .

|f"(x + 0,0203....Oyw )= f("}(x ) +0,0.03 .... 6, w f(n+ 1)(x + 0,0203 ....6.0r + yw)

In questa, ritenute costanti le 0 , 0,, 0g , .... Or , l'ultima

sarà variabile con La funzione involuta che rap

presenta la f (x + w ) sarà data dalla relazione ricorrente ( 1 )

quando , fatto successivamente
r = 1 , 2 , T , ....

si eseguisca la continua sostituzione dei valori seguenti nei

precedenti già ottenuti . Da questa operazione risulta

3 , 4
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f (x + w ) = f( x) + w f'( x) * 0,w °F"(20) + 0;0;wf''(x)* 630383w4f" (20) + .

+ 07-18 --..._00_20"p!"(*)+6%8? –16 ; 07_20,w *+s fér + )(x + 8,0 ....0,0r+ yw )

Posto 0,0,0304 .... Orm Of (3)

0 , = 1;, 610, = ns , 83 0903 = n3 , 04030304 = 14 ,. :

8-10.- 26,3074....6?_207-1= No cry 6.6. - 963-.....0 ;_ .0. = n,

(4)

lą ( 1) si riduce a

f (x + w ) = f (x) + w f '(x) + 1 ; w *f' (x) + n, w3f "(x) + n3w4f" (x )+

• + Mr- Wf!"(x )+ 7,6 " + ' f' + (x + ar Ortiq w)
}

(5)

n

Oleyi

WO

nella quale , lax
e tutte le ritenute costanti, e quindi

costante la sola 04+ 1 sarà variabile con W. Le for

mole (2) , (5) sussistono per tutti i valori di
da

ad al valore pel quale la funzione f ( x + w)

di essere finita e continua.

Per determinare i coefficienti costanti della (5) pongasi

T = 2. La (5) diventa

• cessa

f( x + w ) = f (x ) + wf'(x) + Now f" ( x) + 1 ,w3 f ' '(x+ x263w )
(6)

W. Derivandoove la sola ultima 03 sarà variabile con

due volte per w la (6) si ridurrà della forma

f "( x + w) 2n , f" (x ) + wP ,

intendendo racchiusi nella Ptutti i termini nati dalla deri

vazione. Fatto

Posto nella (5) r = 3 si ha

si avrà ni

f (x + W ) = f (x ) + w f'(x ) + n , wºf"(x) +n, w3f "'(x) +n3w4f" (X + 6304 W)

la cui derivata 3." sarà della forma
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f'" (x + w ) = 2 : 3 n, f' '(x) to w Q.

I

Fattovi W = 0 si avrà ne =

2.3

Posto nella ( 5 ) r = 4 ,
la derivata 4.* sarà della forma

f " (x + W) = 2.3.4n3 f ' (x ) + WR

I

che per n3 =w = O darà

2.3.4

Così progredendo si raccoglie che il valore di una

nerica sarà dato da

п ,
ge

I

2.3.4 .... (r + 1 )

(7)

Il rapporto fra le due ultime delle equazioni (4) darà

п ,

0,0,03 .... Dr. Or = (8)

Nri
1

ove posto I per r si ha

Nr

0,0,03 .... 0, - =

nr

I] rapporto fra queste ultime due darà

O

nr_n

(9)
NI

r

ed in forza del valore della generica Ne dato dalla (7) si avrà

O,
( 10) e quindi dalla (8) , ( 11)

Pei diversi valori di r la ( 10 ) darà

1

TI

ST
3

O, 02 03

4

e la formola (5) , avuto riguardo alle (7), - ( 11) . , diverrå

App. Eff. 1847 15
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w²

f(x + w) f (x ) + w f'(x ) + f"(x) + f''(x ) to...

1.2 1.2.3

( 12)

rt 1
w "

1.2.3 .
f(")(2 ) f( +1)(x + 01+1

* -* )
1.2.3 .... (r + I )

ove la o I.

r

f ( +1 (x ),

T + I

e

Se si suppone X

0x+ ayrà un valore compreso fra ed

Si vede da questa ( 12 ) come al crescere di la

fir + "}(x + 02 +1 )
converge verso il valore

come il valore di f(x + w) è compreso fra i due li

miti che nascono per Or + 1 = o , Or + s = 1 .

x = 0 e si pone
per

si ha la

formola di Maclaurin completata col resto della serie.

60. Dai metodi d'approssimazione discussi nei precedenti

paragrafi risulta non essere punto necessario che i successivi

valori ottenuti, sia per frazioni continue o per serie , sia per

funzioni involute o per tangenti inclinate , debbano essere

quelli risultanti dal calcolo preciso delle funzioni che s’im

piegano , ma che basta nelle successive sostituzioni impiegare

tali valori che siano compresi fra i limiti della precedente ap

prossimazione. Questa riflessione stabilisce una reciproca di

pendenza tra il valore fornito dalla serie di Lagrange e quello

che si ottiene, tanto dal metodo della funzione involuta, quanto

da quello dell'approssimazione lineare. La serie in discorso deri

va come 'caso particolare da uno o dall'altro de’due accennati

metodi, quando ai valori forniti da questi processi si sostituisca

no valori ad essi approssimati risultanti dal trascurare termini

aventi dimensioni di ordine superiore a quelli che si ritengono .

Sia infatti proposta l'equazione z = y + Q(z)
di

cui cercasi espressa per y Fatto z -y = x si

tratterà di trovare la espressa per y coll' equazi
one

Oly -+- x ) = (2 ). Supposto che fra i limiti x = Xo = 0 ,

x = X, , siavi compresa una radice corrispondente all'ascissa

X
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d'un nodo ascendente e siano avverate le condizioni della

convergenza ,
in tal caso il valore della X sarà dato

dalla funzione involuta che nasce dalla relazione ricorrente

X , = 0ly + X : -1) fornita dalla ( 1 ) del S 47. Pongasi

% 6 ) = 0 e sia 0 una quantità piccola di 1.' ordine e tale

che le sue derivate , che indicheremo con 0 ,, 02 , 03 .... Of

siano quantità finite. Ritenuto che sia il 1 ° valore

approssimato di dopo quello di 6 = 0 ,
se nel

2.° , 3. , 4 . valore approssi
mato

di fornito

dalla funzione involata si trascurano i termini rispettivamente

al di là della 1.' , 2." , 3.'.... (r— 1 )" dimensione , o , ciò

che torna lo stesso , se , considerate le 0 , 01 , 02 , 03 .... 0,

come quantità di 1.° ordine , si trascurano nel 1.9, 2.°, 3 .'.... rº

valore approssimato rispettivamente i termini al di là della

1.' , 2.", 3."3.* .... dimensione , si avrà dalla citata rela

zione ricorrente

XC ,

4.° :
x

xe = 0 , X = A , $(y + x ,) == 0 + 00 ,

X3 = y+x2)
0+0,x=+ 50 *

= 8 + 00,+90; + 1-6292
2

I

2.3

X5 =

** = $ ( x + 2 ) = 6.400,*** *65+66 490,62

$ ( y + x ) = 0+00,+067+603+ 56–0,0 +664+ 3007),

299,05** * 6 * 6 %6,4, +3 +676 +1684

- - 366+3 66.6 + 3 66.65 3.5-4.

2.3

X6
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ed avuto riguardo alle espressioni

109

= : 00 , 6 )"= 087 + % .

( ...)"= 06: + 6 *0,62 * .zoo

6.2.4.)"= 063+ 30 6;0+ - 0473 + *0,03+0,0 2.m800m

(a)

si otterrà

X, = 0 , X2 = 8 +o

X3 = 0 to

0+ )

+0+ ( 3)

+ C - ) + ( )"

C )-4 ) -(...)"+( 9: 3)"

24 = 0 +

s = 8 +

26

Continuando collo stesso processo e riponendo Oly) per
A

e
Zo - Y 7 2 - y , 2 - 23 - y , 24-y , ..

Xo ?in luogo delle rispettive

si otterrà

X1 , X2 , 33 , х4 ,

me = y , a = y + 90 ), x = y+ 96 )+ (96**)',
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e così di seguito sino a che si avrà la serie di Lagrange

Oly ) 4 )"

z = y + (3)
2.3.4

e
essendo P

P una

0.

X19 X2 9 2ܕ
Za 9

la quale sussiste quando si faccia y = 0 , e rappresenta in

ambi i casi lo sviluppo della funzione involuta ( 2) o (3)

data al S 52 , ove pongasi per Xr la z-y e per Xo la

y + Xo spinto lo sviluppo sino ai termini di quella dimen

sione che si desidera.

Giova avvertire che si giungerebbe allo stesso risultato quan

do in vece di supporre to = per 1.º valore di

da cui risulta
Zo = y

per 1.° valore di
si suppo

nesse in vece Xo = py Zo = P ,

radice qualunque
di

Q(z) In questa ipotesi il risul

tato essendo indipendente da P , per le successive quantità

X3 .. .. Xr e per Z3 • • Zr risul

terebbero gli stessi valori che prima si ottennero per le

Xr e per le Z1 22.... Z ,
solo

che il 3. ° valore Zo = p ed Xo = pay potrebbe es

sere il limite superiore alla radice in questione.

Se si vuole esprimere una funzione qualunque f (z) della

radice dell'equazione z = y + 9 (2 ) , dal 1.º valore appros

simato
y +0 ottenuto sopra e ritenuta la 1.' dimen

sione si avrà parimente

f( z) = f (y + 0 ) = f ( y ) + 0 f '( y )..

Dalla Z, = y =+ 0 + 00, ritenuta la 2." dimensione si otterrà

f (z ) f(y) + f'(y)0+ f'(y)60,+ f"(y) 6% ,

Xo , X1 , X2 • . ••

Zi =

ossia

f (3 ) = f (y ) + f (y ) 0 + ( )

ritenuta la 3. *Dalla
z3 = y +6 +00, +007 + 1 A 0, ,

dimensione si otterrà
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f (33) = f(y+0+06 ,+00:+50*0.) = f (y) + f'(y)0+fľ(y) 00,

f(y)06;+ f(y)6*0,+ f'(){oP+26°0,}+. f"(y)63

= 809)+1/6 ) +( 702)+ )

+

si otterràè così progredendo e riponendo (Y) per

l'espressione più generale

f (- ) = f(y)+86)¢19)+ ("699.862 )+(CC) CY")"- Cameo")".

(4)

In quella guisa poi che, data la z = y + 6(2) , si trova

una funzione qualunque f (z) data per y col mezzo della

f(z) = f (y + 0(z)) , ossia colla

f (z) = f(y + 0(y + $(z))) (5)

che è la precedente , ove pongasi y + $ (z) in luogo di

così se fosse data la

= f (y + 0(z))
(6)

e si cercasse una funzione f(z) espressa per y , si avreb

be f (z) = ff(y + $(z)) , ossia

f (3) = ff{y + of(y + 0(z))}
(7)

che risulta dalla precedente col porre nel 2.º membro in luogo

di z l'espressione f (y -20(z)) data dalla (6) . Se si pa

ragona la (7) colla (5) si vede che la nel 2.° mem

bro della (7) è cambiata in ff e la 0 in Of. Se si

cambia pertanto nel 2.° membro della (4) la fin ff e

la Ø in of si avrà , per esprimere una funzione qualan

que f (z) della radice dell'equazione (6) , la formola

f(2) = ff(y)+(ff(y)) orly)+){(180 ))'Of(y)*}'+ +3 {(ff(y))@F%)*;".+ ecc. (8)

f
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E

Se nella proposta (6) vi fosse & Q (z ) in luogo di O(z)

essendo una piccola quantità , il 2 ° membro della (8)

in cui si cambiasse 0. in EQ darebbe una serie ordinata

per le potenze crescenti di € .

Se il 1.º membro della (2) pel limite inferiore x = x = 0

risultasse positivo , e perciò negativo il valore di Oly ) = 0 ,

la radice espressa per funzione involuta corrispondendo ad un

nodo discendente dovrebbe in tal caso desumersi dalla rela

zione ricorrente (2) del S 47. Ritenuti nel 1.° , 2.° , 3......

valore approssimato i termini rispettivamente di 1.°, 2.1, 3 .'...

dimensione , come si è fatto pel caso di qly) positiva , la

citata relazione (2) darà

X 0 X2 5 - 30 to>
2©

70 + 5(*) -43)" –4020. ,

X3 =

e così di seguito. Se nei valori ottenuti si ripongono per

X1 , 32 , 33 , ... le corrispondenti Z , -y , Zs - y , 23 -y , ....

si ottiene

2, = y - 0 , y – 30 % 2
+

70 * 509) - (3)"– 46-02

z3 = y — 70+ 5

Comunque si progredisca non si otterrà da questo processo

la serie (3) come nel caso di Oly ) positiva. Ma se si

considera il valore zero di come il limite superiore di

una radice che nella proposta esista fra Xo
ed

2
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... 0001,

x = X = 0 ; allora impiegando la stessa relazione ricor

rente Xy Oly + 3-1) si otterrà la serie (3) la quale,

nel caso di convergenza, fornirà il valore della radice nega

tiva compresa fra detti limiti, qualora per essi limiti la serie

degl' indici adempia la condizione di essere

Se la stessa equazione (a) si tratta col metodo dell'appros

simazione lineare, adottando parimente di trascurare ad ogni

approssimazione i termini contenenti dimensioni al di là della

1.', 2. , 3.', . come nel caso dello sviluppo della funzione

involuta , si ottiene parimente per valore della radice la stessa

serie (3).

L'omissione dei termini al di là di una certa dimensione che

si fa ad ogni approssimazione rende un tal metodo affatto iden

tico con quello fornito dalla già trattata relazione ricorrente

Xp = Qly + Xr_s). Infatti i diversi valori risultanti dalla relazio

ne ricorrente (1 ) del S 56 pei valori di r = 0 , 1 , 2 , 3 , ...

per essere Xo = o e Oly ) = 0 saranno dati da

1

1

Oly )

1-06 )

20 ,
X , - ( + 302)

X2= x ,

1-0'(y + X :)

0 - A -00,

= +00 ,

1-0'( 4 + 0)

= 6+

6+C)

) + ( 3)

62
ta - ºy+z) 007 +10,62

X3 = x2 - = 0 + 00 , +

1 - 0 '(y + x2) 1-4'(y + x2)

= A +

e così dicasi di seguito. Si vede manifestamente che devono

successivamente risultare gli stessi valori forniti dalle formole

( a ) , in quanto il divisore I - !( y + x ) non entra ad al

terare i termini dati dal numeratore spinto ad ogni appros

simazione sino ai termini contenenti quelle dimensioni che si

è convenuto di ritenere. È perciò che il risultato dato dallo

sviluppo della relazione ricorrente

XrXr 1

Er- 1 - Oly + Xr_-)

I O' (y of Xr -- 1)

7
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a cui si riduce la ( 1 ) del S 56 , e che appartiene all'ap

prossimazione lineare, si riduce in sostanza a quello della re

lazione ricorrente
Oly + Xy_-) , in quanto può om

mettersi il denominatore pel quale una relazione differisce

dall'altra.

Se dalle equazioni ( 1 ) , (2) si deduce la serie (3) , il va

lore che essa fornisce , nell'ipotesi che sia convergente almeno

dopo un certo numero sr di termini, sarà un valore ap

prossimato di quella fra le radici della ( 1) che è più pros

sima, od al valore di p od a quello di y o di y + Oy) ,

ovvero di
y + (y + P y)) od in generale più prossima

al valore della funzione involuta {y + Oly) }.m .: In fatti

X. due limiti entro cui è compresa una radice

della proposta , e pei quali siano avverate le condizioni della

convergenza voluta dall'impiego della relazione ( 1 ) del S 47

da cui deriva la funzione involuta ( 3) del S 52. Si rappre

senti con ६ l'uno o l'altro dei due limiti

siano i successivi valori forniti dalla

relazione ricorrente ( 1 ) . o dalla (I) del S 47. Sia un

numero compreso fra ed si avrà

Qly + 8 ) 6+ & '(y + € )= 0 + & Y ,

siano Ko ,

X. , X. e

XI , X2 , X3 • .. • Xr

E

o I ;

i

xs = Q ( y + xz) = Q(y+ 8 +8 Y ,) = O(y+ 8) +5 Y 04(y +0+ εč Y )

= $ ( y + 8) + & Y ,

y = ( y + x)) = (y+y+6) +Y + (y + ( y + 1) + Y)

= (y +(y + 6)) +6 Y

* 4 = $ (y + 23) = $ {y +$(y+ p(y +b)) }+5 Y, $'{y+ $(y +$(y+ ))+ € Y,

= {y + $ (y + 46 + 6)) } +EY

x, ........... 03y+9{y+of +$(y+6))}}++ Y,

App. Ef 1847 16
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ove le

z = Y ,

= 0 ,

Yı , Y. , Yz .... Y, rappresentano i termini in

cui sono compenetrati i coefficienti della &. Se si sviluppa

la funzione involuta che rappresenta la 1.' parte del valore

di Xr indipendente dal limite impiegato & e si ritengono

i termini sino alla presima dimensione, come si è fatto indietro ,

un tale sviluppo indipendente da & è rappresentato dalla

serie (3) supposta convergente almeno dopo un certo nu

mero di termini. La stessa serie darà dunque la radice della

(2) compresa fra i limiti x = g = 0 , ' & = l, essendo

Z un altro limite superiore od inferiore a zero , se per questi

limiti saranno adempite le condizioni della convergenza della

funzione involuta , ossia fornirà la radice della ( 1 ) compresa

fra
z = y +1 che è quella più prossiina al va

lore della quantità y.
Ma il valore di Xr' si riduce alla

sola 1.a parte , ossia al valore della serie (3) , non solo per

६ ma per ciascuno dei valori

& = p - y ,
๕ 06) = 0 , & = 96 + 6) ,

८ (y + °C + 6)) , & = q { y + $ (x + $( + 0)) } , ..

In fatti pel valore ६ = pay
si ha x = 0 , quindi

che è la 1.* parte del valor precedente di xs .

Quindi x3 = Oly + 6) che è la 1.º parte del valor prece

dente di X2 , e così di seguito. Parimente pel valore & Co

si ha
Oly + 0) che è la 1.º parte del valor prece

dente di xa . Quindi © ( y + $(y + 0)) che è la 1.'

parte del precedente valore di 23 , e così dicasi di seguito .

§ = Øly + 6) si ha

oly + (y + 6)) , x = P {y + (y + + 0)) } , ....

che sono le 1. ° parti dei valori precedenti di X4 ,

Lo stesso vale per gli altri valori di č. Ne risulta quindi

che la serie (3) ,
(3) , se non fornirà la radice compresa fra

X2

X 2 =

Così per

X3 ,

1



123

x = _ = 0 , x = 1 perchè non sono soddisfatti i criterj

della convergenza della funzione involuta da cui essa dipende,

potrà fornire la radice compresa fra x = č = 0 , x = li ,

essendo l, l'altro limite superiore od inferiore alla radice ,

se gli anzidetti criteri sono per questi limiti adempiti. Se non

lo sono , la stessa (3)(3) potrà fornire la radice compresa fra

(y + 6) , x = l , se per questi limiti i criterj sono

soddisfatti , e così dicasi successivameute . Giunti a due limiti

Ğ = q { y + (y + (y + .... )) } , If

pei quali sono soddisfatti i criterj , la serie (3) darà la ra

dice più prossima al valore di && e da questo valore in

avanti fornirà sempre la stessa radice. Passando dai valori

delle diverse rispetto alla (2) ai corrispondenti valori

di si deduce l'enunciata proposizione rispetto alla pro

posta equazione ( 1).

Quantunque tali deduzioni abbiano luogo in generale , giova

però avvertire che , quand'anche per due dei surriferiti limiti

non fossero avverate le condizioni della convergenza della

funzione involuta, potrebbe la serie (3) fornire il valore della

radice fra questi limiti compresa , quando accadesse che in for

za dei termini che si trascurano nello sviluppo della funzione

involuta per ridurla alla forma della serie (3) si ottenes

sero valori convergenti verso la radice dalla quale diverge

vano i valori forniti dall'esatta funzione involuta. Ma più

sovente accadrà che essendo avverate le condizioni della con

vergenza della funzione involuta , dalla quale si otterrebbero

valori convergenti verso la radice, i valori forniti dallo svi

luppo di essa colla soppressione dei termini di dimensioni su

periori divengano divergenti , e perciò divergente la serie

( 3) che ne risulta. Ciò si verifica in fatti nell'equazione

-e cos x = 0 , quando il valore di sorpassa
il numero

0,662743 .... La funzione involuta fornirà valori convergenti

e



124

verso la radice in quanto pei diversi valori di e > 0,66 ....

si troveranno due limiti pei quali sono avverate le condizioni

richieste per l'impiego della funzione involuta, mentre la serie

(3) sarà divergente, dietro quanto si è avvertito nell'esempio

dato in fine del S 29 della citata Memoria sulle equazioni

trascendenti. Dalle cose dette si vede quanta cautela richiegga

l'uso della serie (3) nella ricerca di una radice dell'equazio

ne ( 1 ) , e quanto opportuno sia il metodo di determinare

anticipatamente i limiti entro cui giacciono le radici, onde

conoscere , se il valore fornito dalla serie (3) corrisponda a

quella radice che ci interessa di ottenere . Qualora si ritenga

invariata la forma della proposta ( 1 ) , la serie ( 3) fornisce

il valore di una sola delle sue radici, e quantunque con op

portuno cambiamento di forma si possano ottenere , almeno

quando la sia una funzione algebrica , diverse radici

della proposta , forse sarà più comodo servirsi del seguente

processo applicabile ad un'equazione qualunque, col quale si

ottengono prima le radici positive ordinate per le loro cre

scenti grandezze, indi le negative collo scambiare nella pro

z..” In fatti siano P., 9.2.1 )

le radici positive della proposta ( 1 ) ordinate come si è detto

e siano

posta la z ! in S

... 001 .

(ni , N) , ( na , N.) , (n3 , N3) ..

i limiti entro cui sono rispettivamente comprese e pei quali

sia avverata la condizione che la serie degl' indici finisca con

Se la n, sarà il limite di un nodo ascendente ,

le radici
P , 9 , r saranno date , nel caso di cou

vergenza , dalle serie derivate dalla (3) col sostituire per y

i binomj .

y to ne y - N , y to N3 , y - N ...

e coll'aggiungere alla Øo rispettivamente gl'incrementi della

1
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y . Se la
ne sarà il limite di un nodo discendente , le radici

stesse saranno date in vece dalle serie risultanti dalla (3)

coll'aumentare la y e la delle quantità

-N ,
#nai ,

-
N3 ,

nin

Ni , N3 , Ns ,

to 14

Ciò risulta manifesto dal riflettere che nel 1.º caso , supposto

Z uno dei limiti
nz , ns ,

di un nodo ascen

dente , se nella ( 1 ) si pone z = l+ essa si trasforma nella

$ = y + { 00% + 1) – 2 } = y +y +4( )

la quale trattata colla serie (3) darà per
&

e quindi per

il valore del nodo ascendente corrispondente al limite L.

Supposto in vece che rappresenti uno dei limiti - N , ;

- N4 , No , la stessa serie (3) darà per 5 e

quindi per z il valore del corrispondente nodo discendente.

Lo stesso potrà ripetersi rispetto ai limiti tha , Next , no goods

ed ai limiti quando abbia

luogo il 2.° caso .

61. Ripigliando la questione più generale del S 46 si assoggetti

l'equazione proposta ad una rappresentazione geometrica simile

a quella che si è impiegata nel S 55 pel caso più semplice. La

costruzione delle due curve , dalla cui intersezione si desume il

valore della corrispondente ascissa, mostra che non è punto

necessario ricorrere alla forma di funzione in cui una si

presenti lineare, ma che si può ottenere il valore della radice

trattando l'immediata funzione. Così se la funzione f (x ) fosse

della forma x (x ) — 4 (a ) , si dovranno considerare le due

x (x ) = y , 4 (x ) = y . Col primo valore appros

simato si cercherà l' ordinata x(x) che, chiameremo

Ys . Coll' equazione 4 (x ) -Yu = 0 si cercherà un valore

di XC compreso fra i limiti
Xi , X., pel quale sia pros

simamente soddisfatta , e che indicheremo con X2 Chiamata

Ya l'ordinata x (xa) si cercherà coll' equazione 4 (x ) - Y = o

X

curve

X1

7
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X1 , X2 ,

X1 , X.

Xrer

= 0..

un valore x3 che prossimamente la soddisfi. Si calcolerà

ancora l'ordinata x (x3) , che chiameremo ys , colla quale

stabilita l'equazione 4 (x ) — y3 = 0= o si troverà un valore

approssimato 341 e così dicasi di seguito. Ma in tal caso il

criterio della convergenza o divergenza degli ottenuti valori

X3 , .. non potrà, come nei casi contemplati in

dietro , conoscersi in anticipazione dai valori che assume la

derivata f'(x) 'pei due limiti La serie degli

anzidetti valori convergerà verso il valore della radice , quando

una qualunque X non sarà mai costantemente o minore o

maggiore di due precedenti valori Xr -2... Quando

tale accidente si verifichi i valori successivi vanno continua

mente divergendo dal valore che si cerca , ciò che verrà dalla

costruzione indicato , ed in tal caso converrà cambiar la forma

alla proposta funzione , seguendo i riflessi dati pel caso della

$ (x )

Se accade che la f (x) = 0 non sia trasformabile in altra

equazione finita compresa in alcuna delle accennate forme, é

non vogliasi seguire il processo generale con cui la f (x )

si riduce alla
2 - Q (x ) = 0 , si potrà , come si è avvertito

nel citato paragrafo; impiegare le serie ricorrenti implicite

di cui il caso or ora trattato ne offre di già un esempio.

Scelto arbitrariamente nella f (x ) = 0 un certo numero di

in essa comprese e contrassegnate con si scriva la

proposta con 4 (x , x ) = 0 ; si sostituisca ad '

lore approssimato X, ; si determini colla 4 (x , xz)

un valore esatto od approssimato di
che chiameremo Xs .

Sostituito ad 20' il valore ottenuto X2x, si cercherà per

nella (x , y) = 0 un valore esatto od approssimato

che chiameremo X3 , e così dicasi successivamente.

Risulta da ciò che un qualunque valore X ; dipenderà dal

valore Xr precedentement
e

determinato e verrà dato

dalla relazione ricorrente 4 (xr , Xx - 1 )= o. Quantunque la

x od ',

un ya

XC

di
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= 0

X 11 X2 , X3
O . x ,

costruzione delle due curve , che nel precedente caso rende

manifesta la continua approssimazione al valore che si cerca ,

non sia in questa forma di funzione implicita effettuabile, pure

siccome il precedente caso dell'equazione x (x ) — 4 (x ')

può essere considerato come un caso particolare di quello in

cui le due funzioni sono miste ed inseparabili , ne deriva pari

mente la legittimità della continua approssimazione anche in

questo , purchè si verifichi la condizione per la convergenza

dei valori desunta dallo stesso cri

terio dato pel caso in cui le due funzioni di e di ac !

erano separate.

Qualora nella 4(x , x' ) = 0= o la funzione che affetta la

sia algebrica gioverà spesso il seguente processo che non

è che una forma particolare del precedente. Sostituito per x'

il valore approssimato si ponga per il valore

Determinato colla 4(x2 + , x )

lore approssimato X e posto X1 + = z; si porrà nella

4 (x , x ' ) = in luogo di x rispettivamente 21 ,

Determinato colla 42
zı) = 0

il valore

approssimato di X3 e posto Z. + si cercherà il

I

valore approssimato di colla

za) = 0,
X4

e così progredendo si otterranno i valori d'una qualunque x ,

dalla relazione ricorrente implicita +(2-1 21-1) =

I valori approssimati alla radice che si cerca saranno dati dalle

X1 , XC

I

x , t il va

X2

I

X2

I I

2,7 1

X3 X3

I

نمةدو

>

I

= 0.

Xr

1

2

I

ZI +

X3

Xito

X2

22 2

X4

e siccome è

....% X for 7 23 = Z2 to

X2 X3 X4
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cosi gli anzidetti valori saranno dati dalle

I 1

X, for

Xa X3 X2 X3

Il precedente caso può anche trattarsi collo stesso metodo che

si pratica per le equazioni algebriche e che conduce ad espri

mere la radice per funzione involuta . Ordinata la 4 ( x , x ) = 0

a seconda degli esponenti decrescenti di essa si ridurrà

alla forma

On ( x) **** n_1( x) 3 * - ' + On- 1 (x ) **-* + ...+ ,( )x + 90(3 )

ove le
On , On - I , On - 2 .....

I

Xo +

sono funzioni trascendenti di a che verrà ora controdistinta

con x '. Supposto che la radice sia compresa fra Xo ed

X. e che sia X.-X. < I si porrà Xo in luogo di ac'

ed
in luogo di

Ordinata l'equazione per le

yo

potenze di yo si cercherà il numero intero che prossima

mente la soddisfi ; sia esso = X • Si porrà in luogo di Xo

I
sotto le

Ø la X. + ed in luogo di yo

X1 Vi

Ordinata l'equazione per si cercherà il numero intero

X2 che prossimamente la soddisfi. Posto sotto alle Ø in

luogo di X1 il valore YI il valore

X,

X 2 to si ordinerà l'equazione per yz , e così si procederà

Ya

collo stesso andamento. Il valore della radice sarà dato da

I
la X

I

x , ut e per

I

7

Xo + I : X 1 to 1 :: X2 to I : X3 +1 : X4 + I : x5 + 1
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