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Gti .nti.t i astronomi, i quali erano intimamente pcrsuasi che il moto

reale degli astri dovess'essere circolare ed uniforme, f[rono naturalmente con-

dotti ad immaginare che le ineguaglianze che si osservano nel loro corso, e

che ritolnano col medesimo orcline ad o.eni rivoluzione, non fossero che appa-

renti ed avesser0 origine da ciò , che la terra si trovasse collocata lontana dal
punto centrale. Tolomeo adottando quest' idea , forse più antica di lui , r'olle
renderla più speciosa , considerando nell'interno di ciascuna orbita tre punti
posti sopra una medesima retta ed equidistanti fra lorol il primo de'quali (non

considerando qui I'aggiunta dell'epiciclo, il quale aveva per uflicio di rappre-
senfare la parallasse annua ) era il centro del moto uniforme, il secondo il
cenl,ro delle distanze costanti, il terzo il luogo occupato dalla terra. In tal si-
sterna, chiamando 2e la distanza dal primo al terzo punto, avveniva che le
longitudini geocentriche erano affette da una ineguaglianza proporzionale a 2e,

e le distanze erano soltanto sottoposte ad una ineguaglianza proporzionale
ad e. Tolomeo non îeca alcuna ragione dell'aver collocato il centro del rnoto
uniforme discosto dal centro tlel circolo descritto dal pianeta , nè poteva re-
carla, non aven{o dalle osservazioni di allora alcun dato sulle distanze retti-
linee dei corpi celesti. Eppure Ia sua ipotesi si accosta mirabilmente alla
legge del mofo ellittico, giusta la quale il primo termine dello svolgimento in
serie deÌl'equazione del centro è eguale al doppio.dell'eccentricità moltiplicata
pel seno dell'anomalia media, mentre il primo terrnine, dopo la costante, dello
svoìgimento del raggio vettore è eguale alla semplice eccentricità moltiplicata
pel coseno tlel medesimo angolo. Egli dunque aperse la strada al ritrovamento
della legge tiel moto degli astri , giusta la quale il centro del sole trovasi

t.
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all'un tle'fuochi. clell'ellisse, mentre è all'altro fuoco e non al centro ehe il
movimento di esso è con qualche approssimazione proporzionale al tempo.

Il Keplero, avendo adottato il sistema copernicano, ebbe in nlano il modo

di dedurre clall'osservazione non solo la posizione tlella visuale direlta ai pia-

neti, ma anche la lunghezza clella visuale stessa espressa in parÍi della di-
stanza media della terra dal sole. Egli rivolse le sue indagini al moto del pia-
neta hlarte, ed avendo sottomesso al calcolo un gran numero delle osservazioni

lasciaiegli dal Ticone , riuscì a stabilire il fatto fondamentale,. ch'egli espresse

nei seguenti termini; Itaque plane hoc est: Orbita planetu non est circuhtso seri

ingredíens ad, Iatera utreque paulal,im, íterumque ad, circuli amplitudùtem in,

Tterigeo eriens, cajusmodi ftgwram itinerís oualem apqtellitant (L).

Restava a stabilirsi la relazione fra il tempo trascorso dopo il passaggio per

l'afelio e I'angolo al fuoco. Bgli aveva ri-conosciuto che, stando ancora almoto
circolare eccentrico, la somma di tutte le distanze. è prossimamente,al tempo

periodico, come una parte di questa somma al tempo corrispondente; e quindi
inrmaginò di trasferire questa proprietà all'ellisse. Indi per un lanpo di genio

indovinò che alla somma de'raggi vettori fra di loro vicinissimi poteva sosfi-

tuirsi la superficie del settore elliilico I e così stabilì la legge delle aree pro-
polzionali ai tempi.

La storia di tali scoperte mostra abbastanza che I'ingegno umano non giunge

senìpre alle recondite verità matematiche per vie dirette ed esattel il Keplero

conosceva benissimo il debole delle sue dimostrazioni, e rnostrava di temere

il gitrclizio dei puri matematici e particolarntente del Vieta. Egli con rnolta sa-

gacità riuscì a stabilire la relazione esatta che sussiste fra le anomalie meclia

e vera, introducendo I'angolo ausiliario che chiamiamo la anomalia eccen-

trica , e quindi insegnò corne eàattamente si poteva risolvere il problerna in-
verso; ma quando per la soluzione clel problemai diretto si trovò astretto a ri-
correre a metoeli approssimativi e di falsa posizione, volle prevenire le obbie-

zioni dicenda: rt'Xihi sufficit credere solui a priori, nln posse, propter arcus et

si,nuunz e'repcye'vetau. Errctnti, milti, qtr,icwnzque uíam monslrauerit, ís erít ntihi
mognus Aqtolloniws (pag. 300) (2).

. Intorno alla soluzione dell'equazione trascendente

n+esinr-z

({) Astronomia nova atrlo,{of}ITo:, seu Ph5'sica ccele$tistradita contmentariis de motibus

stellre Martis. {609, pag. 2{5.
(l) Disse Apollonius in luogo di /pollo, alludendo ad Apollonio Pergeo, autore del lrat-

tato delle Sezioni eoniche.
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nella quale z è I'anomalia media ed r l'anomalia eccentrica, i geometri po-

steriori non fecero altro passo fuori di quello dell'applicazione ad essa della

teoria delle seriel e forlunatamente queste offerirono soluzioni abbastanza co-
mode ed esatte. fin tanlo che si trattò di applicarle alle orbite de'pianeti pri-
mprj.le cui eccentricità sono molio piccole, od anche ad alcune comete mo-
ventisi in orbite ellittiche allungatissime per le quali si ha ricorso allo

svolgimento in una serie ordinata secondo le potenze di l-e (4).

llla nel secolo corrente essendosi scoperl,o un gran numero di piccoli pianeti

od asteroidi, alcuni dei quali hanno una eccentricità che trguaglia il quarto

del semi-assg maggiore , ecl essendosi inoltre riconosciul,o che varie corne te si

muovono in orbite eìlittiche nelle quali s'incontrano eccentricità d'ogni misu-

ra, e forse più spesso quelle di tiu, di t7, e di 5/e: e fìnalmente essendosi con-
siclerati i nroti dei binarj ili stelle, ove trovansi dimensioni consimili, gli svol-
gimenfi 'in serie divennero talvolta insufficienti, e convenne ritornare ai metodi

inrlirefti.
Bcco come si esprime su Íale argomento il Gauss nell' insigne sua opera:

Theoria ntotus corporw'rn, culestium, pag. 40.

Froblema inuersum." celebre sub nomine problematís Kepleri, scilicetefiano-
malía medict inuenire aerarn atque radium, uectorenx , longe frequentioris ustts

est. Astro,nomi rcquationem centrí Tter seriem inftnitant, secunrlwnt sinus angul,o-

r"utn rnwltiptlicium, progred,ientem exhibere solent, quoruxn sinu,u,m, coefftcientes

sinsulí et i'psi sunt series secunrlurn potestates ercentrícítatis ín inftnitum ercwr-
rentes. IIuic formulrc pro equatione centri, quam Ttlures auctores euoluerttnt,

hic inunorarí eo minus necessuríwm durimus, quocl,, 'tl,ostro quidem. judício , ucl

ztsztt'tz practicu,ttt, prrnsertint si ereentrîcitas perp(rrud non, fuerít, Ionge minus
iclonea est, qu'anz m,etltodws indírecla. .

In uno scritfo ch'io pubblicai in mia gioven[rì su tal problema, avea mossa

contro lo scioglimento col mezzo tlelle serie un'ahra difficoltà, avendo creduto

di poter dimostrare che esse cessano d'essere convergenti quando l'eccentri-
cità passa un limite determinato. l\Ia il celebre matematico tedesco Jacohi ( il
quaie un anno prima clella deplorata sua morte si era presa Ia cura di tlare

tradotta in tedesco quella mia antica nlemoria (2) , corredanclola di note ) fece

(t) Nelie Efienreridi di illilano per l'anno ltlSl ho presentate le formole che servono in
questo caso alla soluzione del problema di Keplero corredandole con due estese tavole che

uri furono apprestate, l'una dal prof. Lorenzo lsnardi delle Scuole Pie, l'altra dal sig. Stam-

bucchi, i\ggiunto cìel nostro Osservatorio.

(2) Unterxrcltungen tiber die Convergertz der Reihe tlurch welclrc tlas Kepler'schen pro-
blent qelóst wircl , von, Franz Carlini, nel Giornale intitolato -4stronon'tische Nachrichten.,
r.he si pubblica ad Altona, n, 709, màrz 18S0.
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avvertire, fra gli altri, uno sbaglio di calcolo da me commesso, corretto ii qualc
si dimostra che la serie, come è data dal Lagrange, dall,oriani e cla altri, è
convergente, qualunque sia l,eccentricità.

Io faccio dunqtre qui la mia ritrattazionq ma devo avvertire nello stesso
tempo che Ia convergenza della serie può, oltre certi limiti, essere tanto ienta
che la ricercq , col mezzo di essa, tl,una sola equazione del centro richieda
nlolti mesi di lavoro.

tfiquatio, prosegue il Gauss, qurc ad transcend,enttum, genus referentla est,
solutionemque per operationes fi'nitas d.drectas non ad,mittit, tentanclo soluend,n,
est " ínctpíendo a ualore quorlam appronirnato ipsíus x, qui per rnetltoclos ítlo-
neas totíes repetitas corrígítur , usque d,urn itti EqLrattoni enacte satísfctciut.
Qu,od'si lte correctíones haud, temere, secl, per t?,ornxa,tn twtatn atque certanz in,-
stituuntur uir ullum d'íserimen essentíale inter methoclum talem indirectam oj-
que sohr,tíonenx per series adest, nisi cluocl i,n illa ualor primus incognite uli_
quatenus est arbitrarius.

L'autore non dà alcuna regola matematica per la
valore approssimato, alla quale lacuna ha dottarnente
Frisiani in diverse Nlemorie inserite nelle Bffemeridi
nelle quali estendcndo alle equazioni trascendenti i
relativamente alle algebriche, mostra i lirniti entro i
iì valor iniziale tlell'anornalia eccentrica.

llli ha però egli stesso fatto avvertito, all'occasione d,un esempio numerico
ch'io gli aveva proposro da trattare, che l,esatta applicazione delle sue regole
riclriederehbe talvolta operazioni lunghissime. ora I'astronomo clre si accinge
:r rintracciare gli elernenti deJl,orbita d,un astro iluoyamente scoperto, non
può sagrifÌcare un iungo ternpo allo scr"upolo di non allontanarsi dal rigor ma-
ternatico, ed ama rnegiio avventurare una supposìzione arhitraria, quando tll

certo che I'errore ttri essa verrà re{,tifìcaxo nelle successive approssimazioni.
llolfe volte poi Ie prime ricerche dell'orbita d'una cometa o d'un pianeta si

fanno graficamentel alle quali operazioni, se si tratta d,una cometa che si
trottsideri conìO lnOssa in una parabola, riesce assai comoclo l,uso cleila scala
della caduta parabolica immaginata dall'ingegnosissimo Lambert. In vista di
[aÌi considerazioni , mi parve che non dovess'essere inutile fatica l'immagi-
ilare e far costruire unA macchinetfa che prestasse lo st,esso yantaggio per
Iispetto alle orbite ellittiche e servisse a risolvere I'equazione tlel Keplero,
massimamente nei casi in cui I'eccentricità non è ne piccolissima nè pàchis-
sirlo diversa dall,unità.

La macchina mi riuscì molto semplice, non avendo alcun bisogn' di

scelta di questo prim,._r

supplito il collega nosrro
astronomiche cli ${ilano .
criterj tlati dal Foulier.
quali si può restringere
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disegnare I'ellisse, nè rliprenrìere distanze col compasso da fiportarsi sopra una
scala. Tutto si riduce alla tensione d'un filo da allungarsi in modo che l'ar-
chetto descritto dalla sua estremità riesca tatrgente ad una rigal la quale opera,
zione, se non è nei postulati della geometria d'Euclide, è pero assai più facile
di quella che comunemenle s'adopera per costruire graficamente un' ellisse.

L'equazione che noi vogliamo risolvere è, come si e detto .

x*esinn-z
ove le anomalie sono prese dall'apogeo e non rlal perigeo, all'intento di ren-
dere i segni positivi, ciò che facilita molto la costruzione.

Sia un circolo APL diviso in gradi, sul quale giri un diametro llP portante
un nonio , ed avente un movimento dolce pet rnezzo dei pignone P. Un lag-
gio lisso AC sia diviso per mezzn d'una scala in parti clecimali , e sovr' esso

scorra trn indice portante una punta B prominente e mobilepermezzn di una
vite. All'estremità clel diametro mobile sia legato il capo tl'un filo o di una
sottil cordicella,la quale si applichi nell'interno d'una gola scavata sulla co-
sta del circolo, passi per il folellino A del raggio fisso, ed abbia nel suo pro-
Ìungarnento un bottoncino T scorrevole a sfregamento.

Ciò posto: prinro, si faccia scorrere l'indice sul raggio fìsso, e si fermi sulla
divisione che corrisponde all?eccentricità dellleliisse che abbiamo chiarnata e.

Secondo, si faccia scorrere il diametro mobile in modo che l'indice P cor*
risponda al grado della data anomalia media, indicata con z.

Terzo, si sienda il filo sulla gola e si ripieghi sopra il raggio fisso, indi si
faccia scoi:rere il bottoricino fìno a che colla sua estremità inferiore focchi la
punta ts.

Quarfo , si faccia progreclire il raggio CP fino ad un punto Q , dctcnniraaic
in rnodo che ltr cordicelia accavallafa alla punla giunga coila sua estre-
rnita , cioe colla parl,e inferiore del bottoncino , a strise iare in T suila costa
del raggio CQ, descrivendo un archetto di circolo, di cui esso raggio sia la
[angente. È facile il vedere che Ia differenza fra gli archi AP e AQ e eguale
alla perirendicolare BT calata dal punto B sul taggio CQ. Ora se l'at.co AQ i.
eguale ad r, la distanza CB - e, sarà la perpendicolare BT - e sin r I e

quindi I'angolo r soddisferà ail'equazione r -F e sin n - z.

Ora quando col mezzo della rnacchina si sia ottenuto uí valore di r che
non si allontani dal vero che di pochi rninufi primi, saremo certi che col me-
lodo delle successir.e sostituzioni ( il quale conduce acl una specie di serie ri-
correnl,e a scala di relazione trascendente ) ci anderemo senpre più e con
certa regola accostando al vero valore di r. Il Gauss, come abbiamo veduto,
raccomanda questo metodo , sebbene segua poi in pratica un'ahra via.
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Sia ro il primo valore approssimato di r ottenuto pet fiezz,o clella nostra

macchina, si farà sudcessivameute

*':? -esinro, fr" _ à- esinr' . r(")î z-esiurt'-r).
Ora si può climostrare che se si prendono le differenze finite fra i successivi

valori di fio, fr', fr" ecc,, cosicchè si abbia

(A) s:vo-+-L*'* Ln'-Y Ln" eec.

questi termini convergono verso una progressione geometricaz per lo che calco-

lati soltanto alcuni dei primi, si potrà diretfamente trovare la somma dei ri-
rnanenti.

Infatti essendo A,nQù - *Q"+r)-s("), a@-*1) - z--e sinrr{"), nQ')- z_ esin s("-'î)

sarà A rQù - e (sin st'-r) - sin tr04) 
- - e A 5ln s("-r)1

Ecl essendo À trQ'-{) (quando n. è alquanto considerabiìe) quantità molro

piccola, sarà prossimamente A sin v(''-t) - cos trt'-4) ls s("-'rt,

e quindi,

Ora poichè il valore di r(") converge verso rr quello di A r('ù conveigeri\

verso -- e cas n. L, s!-t), che è quanto dire che la serie clei valori conver-

gerà verso una progressione geometrica, il cui rapport,o sia - e cos tr.

Se clunque si fossero calcolati i termini dell'equazione (A) {ìno a A tr@),

si avreblre il resto della serie dopo Atr(p-r) espresso prossimamenle
\ ryli') . r t-da ed il valore totale

L-lecosrú'

x---t,-ì-Aro *Ln'...+^ tr(,'-,) +, ,oll rr - *(c)+-!**;,l )- e cos fi 4-fc cos tr

ove nel secondo nrernbro basterà mel,tere un valore di cos ,ú appl'ossirnato.

Per mostrar.e l'utilità di quesfi metodi scegliererno un'orhita la cui eccen-

tricitrì sia alquanto considerabile, sicchè ricsca troppo lunga e faticosa la so-

iirziore per mezzo clelle serie conosciutel sia dunqtle e 
- 

016, e sia l'anor'"ra-

lia nreilia z presa dall'apogeo __ d00"1 operando colla macchlnetta che ho

fatto eostluire, la quale ha 8 pollici di diametro ed è divisa coil lln nonio in

graili e decimi di grado , trovo che il valore approssirnato dell'anornalia ec-

centrica r è di 68o ed alcuni minuti I prendo pelciò in numero tonclo

ro - 68o 0' 0''.
Il logaritmo poi clell' eccentricità espressa irt minuti secondi , ossia tli

. 0.6 .
tn* 3U, a mi risulta - 5.092i'763836. Eseguendo i calcoli col mez,zo delle

tavoie di Yega a dieci decimali, tro\ 0 successivamente:



tr" - 6go. 0'. 0".0000
r'-68. 7.32)761.1
e"- 68. 5. 5l.2J32
srlr- 68. 6. l3.g7 i0
r''- 68. 6. 8.8ggg
.r:'- 68. 6. i0)0807
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e sin ro - ll47 47.2389
e sin r' - 4,14848-7268

e sin rt' 
-'.t 

{ 1826.0260

e ila zr;t- ,.14831..1062

e sin trrY- tt 4829.9694

e sin r'' - 11,4830r223t'

to - 680 0.- 0. 0000

z - e sin ro - 68, 7.32)7611
z-e sinC - 68.5.51)2732
z - e sin r" - 68. 6. L3rg7 40

z - e sin d"- 68. 6. 8,8938

- - e sin l'- 68. 6. .{ 0,0306

z - e sin r' 
- 

68. 6. 9^77 63.

Scrivenclo le di{Ierenze fra i numeri dell'ultima colonna, ed i rapporti che sus-

sistono fra di esse, si trova

^-o
A, x'
A fiil
A ,ru'

Aru

I

+
I

I

452,7 6Lt
tr 0t.)4879

22)7008
' 5,0842

t )4368
0)2543

rapporti

0,2242
0)2237
012238

012238

012237

Arrestandoci alla differenza corrispondente all'indice p 
- 5 , ayremo dunque

A ,ú(5)A 'r (5)

Jc- tr(ù -F =-+ - #(5) +
4-+-ecOstr ,+0f cos68%'

ed i, rrunreli r 6go.6,.,10",0906 -ffir- 6g0. 6,. g,,)g228.

Se si sostituisce quesîo valore nell'equazione dafa

. 0.6

'+frf;sinr-.1000
si troverà esser essa sodclisfatta fino alle diecimillesirne di minuto secontk-r.

La .macchina che sopra abbiamo descritfa è costrutta sulla supposizione

cl-re la base clella punta B sia un'punto maternatico; ma se noi riteniarno

che questa punta sia, come è in realtà, un cilindro, la cui trase abliia un

raggio piccolissimo che chiameremo r preso per unità il raggi0 del cir-
colo APL si verrà, operando nel modo descritto, a determinare un angolo *;'

che clifferiràr dall'anomalia eccentrica r che si cerca dtuna quantità picco-

lissima che chiameremo o. Seguendo Ia serie delle operazioni sopra indi-
cate si vedrà facilmente che nel caso ora contemplato quando l'indice
ò in P, la lunghezza del fìlo fino alla base del bottoncino che si fa toc-

care il cilindro, invece di esÉere z-tL-e (intendendo per z I'arco ret-
tilicato pel raggio {), sarà z+l-e--r. Quando poi accavallato il fìlo al
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cilindro, si fa strisciare il bot,toncino sul raggio aQ, la lunghezza del {ilo si
compone di quaf,tro parti. La plima è l'arco retÍificato r'1 ln seconda è la
retta che dal punto A va fino al punto ove il fìlo riesce tangentc alla base del
cilindretto di raggio r. Trascurando le quantità dell'ordine di r2, e non te-
nendo neppur conto della grossezza del filo, si può ritenere questa parte

-AB- L -e. La terza è I'archetto del cilindro abbracciato dal filo, il quale,
trascurando sulla sua lunghezza lineare le quantità di second'ordine, si trova
che forma al centro B un angolo = 90o - tr'. È dunque la lunghezza di questa

parte rli fìlo -r (90o --r'), posfo per (90o - sr') I'arco stesso rettificato. La

quarta è la perpenclicolare al raggio CQ prolungata fino al punto dove diviene
tangente al circoletto, la cui lunghezza è eguale alla perpendicolare conclotta

clal centro della base del cilindro al raggio medesimo, ed ha pervalore e sin r'.
Ora poichè la lunghezza del filo è rimasta invariata nelle tlue posizioni del*
l' alidada, avremo l' equazione:

z4-t ,=*'-F 4 - e1-r (90"- x')+ esinr',

ossia z-lrt -l- esin r' -lr (,t -+ 90" -r') 
*- x' *F esinr'-lr(215708 

-:r,,).
illa l'angolo r che noi cerchiamo e che abbiamo supposto : x,' 4- o è quello

determinato clall'equazione z:rc -l- e sin $t- rc' -l-tu-+- esin (r' * ,o), ossia,

{,rascurando sempre le quantità cli second'ordirer. z - 
r' * ri }- s sin r'-1- o e cos x )

{}aragonando i due valori di z, clovrà essere r,r (,t +- e cos r') - r (2r57 08 - r' ),

o finalmente cd - , 2'5708 -x'L* e cos r'
Questa quantità rappresenta in parti

farsi all'angolo r' dato clalla macchina

rispondente alla rnedia z .

di raggio la correzione che dovrehbe
per avere l'anomalia eccentrica tr cor-

Milano, ruaggio {864, Tipografia Bernardoni,
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