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. Occultazioni dalls principali stlle distro” i Liini """
ST per Tanno 1848 a Milano.

(1) Tangente il lembo della Luna.
(2) Tangente il lembo della Luna.
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20 53 59,82‘20 39 16,76
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218 g1 Temro TeEMPO TemMrpo | @ g ® g
= 'z 8 di idere sidereo | T > (S5
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SRR al |
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| 1lsab. | o 3 3527|18 44 35,04[18 41 0,08 7 39 | 4 21
2| 2 |Dom.| o 4 3,75[18 49 1,05|18 44 56,64| 738 | 4 22
3| 3 |Lun. | o 4 31,91[18 53 25,85/18 48 53,20| 7 38 | 4§ 22
4| 4 |Mart.| o 4 59,71|18 57 50,28/18 53 49,75| 7 37 | 4 a3
5| 5 [Merc.| o 5 27,00{19 3 14,31{18 56 46,31 7 37 | 4 23
6| 6 |Giov.] o 5 54,07{19 6 37,01[19 o 42,87| 7 36 | 4 24
g 7 [Ven. | o 6 20,5819 11 Z,gs 19 4 39,42 ; 35 | 4 25
§ fsab. | o 6 466a(1g x5 2371|198 35,98 7 3¢ 4 26
9| o |Dom.| o 7 12,13|19 19 45,8519 12 32,53| 7 34 | 4 26
10 | 10 [Lun. | o 7 37,08|19 3§ 7,41|19 16 20,09| 7 33 | 4 27
x| 11 [Mart. | 0 8 1,45|19 28 38,40{19 20 25.64| 7 32 [ 4 28
12 | 12 |Merc.| o 8 25,2119 32 48,79|19 24 22,19| 7 32 | 4 28
13 | 13 |Giov.| o 8 48,3519 37 8,55/19 28 18,;5 731|429
14 | 14 [Ven. | o 9 10,85[19 41 27,66|19 32 15,90] 7 30 30
15 15 [sab. | o 9 32,68|19 45 46,10|19 36 11,86] 7 29 4 31
16 | 16 {Dom. | © 9 53,79|19 50 3.83|19 4o 8:42| 7 28 | 4 32
1g 17 |Lun. | o 10 14,20|19 54 20,85[19 44 4,98( 7 26 4 34
18 | 18 |Mart. | o 10 33,30 19 58 37,18|19 48 1,54 7 25 [ 4 35
19 | 19 [Merc.| o 10 52,87|20 2 52,75|19 51 59,10 7 24 4 36
20 | 20 [Giov. | 0 17 11,12|20 7 27,6119 55 54,66] 7 23 4 37
ar | 2r |Ven. | o 11 28,6a[20 11 21,71|19 59 51,21] 7 22 4 38
22 | 22 [Sabh. | o 11 45,35[20 15 35,03|20 3 47,79| 7 21 4 39
23 | 23 [Dom. | o 12 1,30{20 19 47,59[20 7 44,?)2 720 | 4 4o
24 | 24 |Lun. | o 12 16,4820 23 59,3820 11 40,88 7 18 | 4 42
25 | 25 [Mart. | o 12 30,89|20 28 10,36]20 15 57,43| 7 17 | 4 43
26 | 26 [Merc.| o 12 44,53|20 32 20,63|20 19 33,99f 7 16 4 44
27.| 27 |Giov.{ o 12 57,40[20 36 30,08 20 23 30,04| 7 15 | 4 45
a8 | 28 |Ven. | 0 13 9.45]20 4o 38,71|20 27 27,10| 7 14 4 46
29 | 29 [Sab. | o 13 20,70|20 44 46,54 |20 31 23,65 7 13 | 4 4;
30 | 30 [Dom. | o 13 31,15/20 48 53,58/20 35 20,21| 7 12 | 4 4
31 | 31 |Lun. | o 13 4081 7 11| 449
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g LoNGiTunINE | DECLINAZIONE v&:ﬁ:‘z' LatrT. dle‘i)l?fi‘i:::x.
—_ australe declin del Sole della T

g del Sole del Sole int | @ (:1‘; Se{r a
- a’ mezzodi ":1e1 mezzodi| a °0§i
50 mezzodl medio. vero. . merid, | ™edio- xl::;izo. 4
)
: [} o 1 N LR | n n

1| 91014 46,4 | 23 3 57:4 + 0,20 [+ 0,55 | ©,9926615
2| g 1115573 | 2258 o9 0,22 | 0,63 | 9,9926644
31 912 lg 8,3 | 22 53 16,9 0,34 | 0,70 | 9,9926692
g 9 13 18 19,4 | 22 47 25.6. | 0,35 | 0,75 9,9926§59
9 14 19 30,5 | 22 41 6,9 0,27 | 0,77 | 9,9926843 I
61 915130 41,5 | 22 34 31,4 0,99 | 0,95 | 9,9926943
g 9 16 ar 52,3 | 22 27 g, 0,31 0,71 | 9,9927059
9 !g 23 2,8 | 22 19 30,2 0,33 | 0,65 | 9,9927191

9| 91824 13,9 | 22 11 34,9 0,35 | 0,53.| 0.9927340
10| 91925232,4 | 22 3 53,6 0,36 | o,4r | 9.9927508
11 | 920 26 31,4 | 21 53 56,4 0,38 | 0,28°| 0,9927695
12| 9ara2 599?’ 21 44 336 | o4o | 0,15 | 9,9927902
13 | 922238 47,6 | ar 34 457 0,41 | o,01 | 9,9928129
14| 923 29 54,4 | 21 a4 32,7 0,43 |- o,12 | 9,9928379
15| 924 3t o5 | ar 13 551 0,45 |- 0,22 | 9,9928653
16| 9353 58| ar a 530 0,47 |- 0,30 | 9,9928951
!g 9 26 33 10,3 | 20 51 26,9 0,48 |- 0,36 | 9,9929274
1 9 27 34 14,8 | 20 39 37,1 0,50 |~ 0,41 | 9,9929623
19| 928 35 17,0 | 20 27 23,9 o051 [~ 0,41 | 9,9929998
20 | 9 29 36 19,1 | 20 14 47,4 0,53 |- 0,38 | 9.993040r1
ar | 10 o0 37 20,6 | 20 1 48,3 0,55 |- 0,33 | 9,9930832
22 | 10 1 38 a2 | 19 48 26,7 0,56 |- 0,24 | 9,9931240
23 | 10 2 39 21,4 | 19 34 43,9 0,58 |- 0,13 | 0,9931776
24 | 10 3 4o 20,9 | 19 20 37,5 0,59 |- 0,01 9,9932288
25 | 10 441195 | 19 6107 | 0,61 |+ 0,12 | 9,9932825
26 | 10 543 17,8 | 18 51 228 0,62 | 0,27 |+ 9,9933384
27 | 10 6 43 15,3 | 18 36 14,3 0,63 | 0,39 | 9.9933966
2 10 7 44 12,0 | 18 20 45,6 0,65 | 0,50 | 9,9934570
29 | 10 g 45 8,1 | 18 4 56,8 0,67 | 0.60 | 9,9935193
30 { 10946 34| 17 48 48,7 | 0,68 | 0,68 | 0,9935834
31 | 1010 46 58,1 | 17 33 21,4 0,69 |+ 0,73 | 9,9936492
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8 PararrLasse| DraMETRO .2 .8
g | AR. [Declin.| equatoriale | orizzontale | L
— | della | della | della Luna della Luna | 5 3 & gs g
-5 | Luna | Luna a a g.2%12-2
- nel nel ||~ s 3| ES ¢
g merid. | merid. mezzo | mezza | mezzo | mezza A g | & _g 8
.S dl | notte | di notte o o = o
& medio. | media. | medio. | media. = =

LI o ! (] v [ ! b b
1 |15 a3 |14 43A]54 32 |54 43 |29 46 [a9 52 | 1530 | 1 6
2 {16 14 |16 49 |54 56 [55 11 [29 59 |30 8 | 16 29 | 1 41
3 117 9 |18 7 |55 27 |55 44 {30 17 (30 26 | 17 27 | 2 20
4 118 5 |18 27 [56 2 |56 21 {30 35 |30 45 | 18 22 3 6
5]+ » |+ -« 156 4o |56 58 |30 56 {31 6 | 19 12 | 357
6|19 3 lg 43 |57 16 157 33 |3t 16 (31 25 | 19 58 | 4 55
7 |20 1 |15 55 [57 49 [58 4 |31 34 |31 42 | 20 39 | 5 .59
8 [20 59 {13 8 |58 15 |58 29 |31 49 |31 56 | 21 18 7
9 |21 55 | g 3r |58 Bg [58 48 |32 2 [32 6 | 21 5o g'l/;
10 {22 51 | 5 18 {58 55 |59 o |32 10 (32 13 | 22 24 | 9 26
11 (23 47 | 0 46 |59 5 |59 7 |32 15 |32 16 | 22 58 | 10 37
12 | 0 45-| 3 50B|59 9 |59 9 {33 17 {33 17 | 23 32 | 11.47
13113 |812i50 9|50 7|32 17{3216] * x| 1258
14 | 236 |12 4 |59 4 {59 1 |33 15 |32 13 o 9| 14. 8
t5 | 335 |15 11 |58 56 {58 50 |32 10 {33 7| o046 | 15 17

16 | 4 35 |17 20 [58 43 158 34 |32 3 |31 58 | 1 30| 16 21
1 5 35 |18 20 {58 24 [58 13 {31 53 |31 49 2
18 | 6 35 |18 11 [58 1 [57 48 |31 4o 31 35| 3
19 | 7 34 |16 54 |57 33 (57 17 |31 25 |31 16 | 4 14| 19 ©
8 30 [14 40 |57 1 |56 44 |51 , |36 58 | 5

56 26 . 4
55 5o ag
55 18 |55 . 11
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54 12
54 19 |f
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55 5
55 38




GenNAJo 1848.




FesBrayo 1848. 7

ere—r ——————r - er—eree-smresmmand |
K] “ N ' E ' .
= g CLISSI
8 F‘?' DELLA L.UN‘ g DE’ SATELL. DI GIOVE
§<) in tempo medio. I Tempo medio.
4 Luna nuova . . .« .. - .. 14" 1g I. SATELLITE.
11 | Primo quarto . ..... .. 8 32 al 15050 em.
18 | Luna piena. ... ...... 16 33 g 20 20 30
26 | Ultimo quarto.. . .....3058 | 7 1{4) ‘fg gg
ol 3464
CoNG1uNzIONE DELLA LUNa coLLe Srm.nr.‘ :: :z 22 ??
in tempo medio. e 14 | 11 12 54
- xg 5 41 42
1 o 10 2
a |44 »52 . 13 39 19 | 18 39 13
3] oB B3 42 ... 15 8 *a:; 135728
— * g 6 46
4 157 -~4- 5-. ....... 12 18 n5 Z 551
Bl1436==45*.......164 26 | 20 34 23
8|8 eX 5. ... ce...185,||* 285 3 8
1261840 ... 6 1 1. Sarznurze.
* a | 10 51 57 em.
13 [ 648 Q455 ....... 62y P I
12 | 688 Qs ... ... 7 81| * g 132843
3
12 Aldebaran 1*. . ..... S 16 12 4% ;g
3jiofmPs5r......... 030 20 | 5 23 58
a 23 | 18 42 2
15 54'\04.,5.”. ..... 8 22 vay| 8 o3
15168k 0O 5... e e iaas 15 12 LI SATELLITE.
18 140,9'4. s e e e e ¢« B I0 . 1 8 53 51 em.
19| 58d5*.........18 ofl* 8 lggé.’byem.
* 15 | 1 44 imm.
a3 SamllDS.‘........SSg 15 ]654520[0.
23 |o4TP5A. ..l 17 24 23 | 17 gg lg imm,
23 | g8x P 4", .. ... a1 2 22 | 20 om
25 | 58 4 A 4. 52 5 27 29 | ar 37 47 imm,
v 452 L. L. 051 IV. SATELLITE.
26| 4662450 ..., .. o83 ! 4ar 42 imm
26 | 8 ¢ Ofinco 5.*.-......18 16| * 14| 9 46 52 em.
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g_ LoNG1TUDINE DEecLINAZIONE vﬁ:ff:' LaTrT. dtﬁ':‘ﬁg;ﬁ_
- australe declin del Sole della Terr
4 del Sole del Sole A a erra
-] , . in 1 dal Sole
. a mezzodi 1 mezzodl \
g di medi ero. nel dio.| 2 mezzodi
5 |a mezzodi medio. vero merid. | medio medio.
2 .
$ o I o ! " n n
1|10 11 4§y 51’:8 17 15 35,4 |+ 0,70 |+ 0,75 | 9,0937166
2 | 10 12 48 44,6 16 58 31,1 |- 0,72 | 0,74 | 9:9937855
3| 1013 g 36,4 | 16 41 8,9 0,73 | 0,70 | 99938557
4 | 10 14 50 2649 16 25 29,3 074 | 064 | 9.9939a71
5| 10 15 51 16,5 16 5 32,7 0,75 | 0,53 | 9,9939998
6 | 10 16 52 4,7 15 47 19,5 0,76 | o0.41 | 9,9940739
g | 10 17 52 51,4 15 ng 52,1 0,77 | 0,28 | 9,9941489
8 | 10 18 55 36,7 15 10 5 0,78 | 0,15 | 9,9942253
9 | 10 19 54 20,4 14 51 4,8 0,79 | 0,02 | 9,9943030
1o | 10 20 55 2,5 14 31 49,6 d,80 |- o,10 | 9,9943821
11 | 10 21 55 43,0 14 13 19,9 0,81 |~ 0,22 | 9,9944627
12 | 10 22 56 21,9 | 13 52 36,3 0,82 |- 0,31 | 9,9945449
13 | 10 23 56 58,9 13 32 39,2 0,83 |- 0,37 | 99946288
14 | 10 24 57 34,2 13 12 29,0 0,84 |~ 0,42 9,9947145
5102558 78| 125 59 0,85 (- 0,43 | 9.9948021
16 | 10 26 58 39,6 13 31 30,3 0,86 |~ 0,41 | 9,9948917
1 10 27 59 9,7 12 10 42.9 0,86 |- 0,36 | 9,9949833
18 | 10 28 59 38,1 11 49 44,0 0,88 |- 0,29 | 959950769
1911 0 o 49 11 28 34,0 0,88 |~ 0,18 | 9,9951726
20 ({11 1 0303 ) 11 7131 0,89 |- 0,06 | 9,9952703
2t | 11 2 0536 1045 43,0 0,89 |+ 0,07 | 9,9953700
22 | 11 3 1155 10 24 0,8 0,0 | 0,20 | 9,9954715
23 |1t 4 1 36,2 10 2 10,0 0,9t | 0,32 9,9955g49
24 | x1 5 1553 g 4o 10,0 0,92 | 0,43 | 9.:9956801
25 |11 6 a2 129 918 1,2 0,92 | 054 | 99957867
26 | 11 5 2 29, 8 55 44,0 0,93 | o063 | 9,9958947
27 | 11 8 2 43,8 8 33 18,8 0,93 | 0,67 | 99960040
28 [ 11 g 2 by0 8 10 45,9 0,94 | o069 | 9,9961143
2g | 1110 3 8,6 7 48 58 0,95 | 0,68 | 9,9963256

Effem. 1848.




10 FerBrAyo 1848.
- «© .
2 ] §o.2
g § LoNGITUDINE DELLA LuNa |LATiTUDINE DELLA LuNa|*- E'g,
- o o
:g' g% e ——— e __ | ————— %% °
.'.a il a a a a mezza | B g"
5 = mezzodi mezzanotte | mezzodi notte §°T, 2
3 o medio. media. medio. media. é ol
o L] o o h

¢ |mMart. | 8726°38 36 | o' 3 844 | 5 6 1sB| 5 5 28B|ar 49
2 |Merc.| 9 9443591626 9|5 437 | 45735 |2245
5 (Giov. | 9 23 13 18 |10 o 545 | 4 46 16 | 4 30 41 |23 38

4 |Ven. fio 7 3 g |0 14 454 | 41054 D47 5|« =
5 |{Sab. |10 21 10 %0 |10 28 19 16 | 3 19 32 | 2 48 38 | 0 32
6 |Dom. {11 5 30 27 |11 12 4322 { 214 49 | 1 38 4o | 1 26
7 |Lun. {11 19 57 17 {1tr 27 10 30 | 1- 0 49 | 0 ar 54 | 2 20
8 |Mart. | o 4 25 26 | o 11 38 3t | 0 17 22A| 0 56 204| 3 13
9 [Merc.| 0 18 50 17 | 026 o020 | 13418 | 2103 (4 6
1o |Giov.] 1 3 823 | 1101411 | 2444731612 |5 o
11 [Veno | 117 1931 | 1241819 13443714 9 8554
32 [Sab. | 2 Z 1622 |2 814t | 429058 | 446 42| 6 49
13 [Dom. | 2 15 4102205347 |459g1c])5 719|744
14 |Lun. | 2 28 4o ng 3 524 71511 65103483y
15 |Mart. | 312 4 45 | 3184216 |5 546 | 45655 ]| 9 33
16 |Merc.| 3 25 16 35 | 4 1 47 4o | 4 44 12 | 4 27 52 |10 25
1 |Giov.| 4 81528 | 4 143555 1 4 8 13 | 3 45 35 |ux 14
18 [Ven. | 421 058 | 4271840 | 332018 | 325346 |12 2
19 [Sab. | 5 333 3|5 944 10| 22323 | 1 52 ag |12 48
20 (Dom. | 5 15 52 12 | 5 21 57 18 | 1 20 31 | 0 47 50 |13 33
21 |Lun. | 5 27 59 42

22 |Mart. | 6 ¢ 57 37

23 |Merc.| 6 21 438 52

24 |Giov. | 7 3 37 4

25 |Ven. | 7 15 26 27

26 [Sab. | 7 27 21

27 |Dom. | 8 ¢ 27 gg

28 |Lun. | 8 21 48 55

29 |Mart. | 9 4 o0 12




FeBrravo 1848.

|

g J PararLasss{DiamMETRO g 8
AR. |Declin.{ equatoriale orizzontale eT| @ eI
._E. della | della dgilla Luna della Luna |23 8| S5E
-5 | Luna |.Luna a "a §"l o | 8= o
| e e et | B2 B 2R
g :d.| merid, | M€z20 | mezza | mezzo | mezza LACR- N I ACE ]
8 |mend. ‘'l di | notte | di [ notte el Rl
BCe medio.| media. |medio. | media.| . .5 | .8
b1l o 1 ' ron 1o ron oy LI
1 |18 36|18 6A{56 a1 {56 45 |30 46 {3059 | 17 o | 1 44
2 |19 34 |16 51 |57 8 |57 32 |31 12 [31 25 | 17 5o 2 39
5 {20 33 |14 31 |57 55 {58 15 |31 37 (31 49 | 18 353 | 3 4o
4|+ =]+ #+|5838 58 5,129 1 [32 11| 19713 4 48
5 |21-3t pr1-13 |59 13 |59 27 |32 20 {33.27. 19 50 | 5.5y
6 |22 2 10 |59 38 |59 45 |32 33 |52 37 | 20 36
7 |23 22 Z 37 |59 50 |59 53 |32 4o |32 4Z 21 14 g 22
8| 024 ]2 6B|59 52 |59 48 |32 41 |325g | 2134 | 9 35
9| 121|639 (59 42 |59 34 |52 36 |52 31 | 22 11 | 10 48
10 | 2 19 |10 45 {59 25 {5g 14 [32 26 |32 20 | 22 49 | 12 o
11 | 318 |14 8159 2 |58 49 |32 14 |32 7| 23 31 | 13 &
12 | 4 17 [16 35 |58 35 (58 22 |31 59 |31 b2 » x| 13
13 | 516 |17 58 |58 7 [57 53 |31 44 (31 36 | o 17 | 15 13
14 | 6 15 |18 14 |59 38 |57 24 |31 28 |31 20 1 g6 8
15| 7 13 [17 23 |57 10 156 55 {31 13 {3r 5| 2 5|16 5y
16 | 8 o |15 34 |56 4 |56 37150 57 (30 49| 3 5] 17 38
17| 9 3 |12 57 |56 13 155 59 130 41 [30 34 | 4 5| 18 14
18 | 9 54 | 9 42 [55 45 |55 31 |30 26 |50 19| 5 7 | 18 4
19 (10 44 | 6 4 |55 18 |55 6 |30 12 |30 5| 6 g | 19 !g
20 |11 32 | 2 13 |54 53 |54 42 |29 58 |29 52 | 7 10 | 1946
21 |12 19 | 1 40A|54 B3 |54 24 |29 46 |29 42 | 8 8 | 20 54
22 13 6| 526 |54 17 [54 11 |29 38 |29 35 | 9 7 | 20 4a
23 [1354 | 85654 7154 512953 (2932 |10 7|2t 9
24 |14 41 |2 4 |54 6|54 o9 |29 32 |29 34 | 11 5 | 21 4«
25 115 3o |14 41 |54 14 [54 a1 |29 36 |2g 4o | 13 2 | 22 14
26 |16 22 |16 4o |54 31 |54 43 |29 46 |29 53 | 12 59 | 22 52
27 |17 14 |17 52 |54 59 |55 16 |30 1 |30 10 | 13 55 [ 23 36
28 [18 g |18 11 |55 37 |55 59 [30 22 [0 34 | 14 48 | = =
29 |19 5 |17 29 |56 23 |56 48 |30 47 |3r 1 | 15 37| o 25
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Marzo 1848.

13

= bl ECLISSI
E ~FA.8‘ priua Luma § DE’SATELL. D1 G1GVE,
.3 in tempo medio. ) Tempo medio...
5| Luna nuova .. ....... 1"54! {-. StTm:‘,“n'
N ‘ I 9 3r 58 imm.
11 } Primo quarto ........ 17 18 31 & o 44 -
19 | Luna piena. .. ....... : 4 | 22 29 36
| e E 9471l & 116 58 a4
37 | Ultimo quarto. .. ..... 1355, g | ;4 27.15
. - 10] 556 «
CONGIUNZIONE DELLA LUNA GOLLE STELLE :; 1(8) gg 22
in tempo medio. * 15 | 13 232 36
117 | 751 24
19 2 20 18
1| 55e*» 52, ... 8 51 20 | 20 49 7
2| 9B B3 42........ 129 22 | 1518 o
2(13y==5....... . .22 45 ’:é 2?222
414306 ==45....... 2551 a7 | 2 44 33
' 2 17 13 2
78 e¥X 5. .. ... 3 23 *5? 12_42 1175
700 5% ......... 1g 11 || - IL. SaTELLITE.
10 [ 54 9y Q3 4 . .10 8H1 g ?; %g gg mm. -
10|61 8P4 .. ..., n 56 8 | 25 5§ 58
10648 Q45 ....... a2 * :E 'i ér :g
10688 Q@52.........13 4 19 !24956.
23 24
10 Aldebaran 12 .. ... ee17 © 26 | 18 2% 2g
13 AO4 52 ... .. .14 afl * 3o 7 43 24 ,
III. SATELLITE.
13’ 68kOob......... 20 48 ' o 55 17 em.
161404 ... 826 8 1275oimm.
' 8| 455 41 em.
21 82 m ll]l 5.‘ ........ 12 56 15 5 57 35 imm.
22 [ o8 x 11 4. ... .. oo 425 x5 ] 8 gS ga em.
*22| 9 8 imm.
2§ [ hhm D g 5E L 247 ||+ 22 | 12 59 25 em.
24 | 46 6 A 4.5° ... ... 748 | % a9 15,.23 gg imm,
= a9 | 16 em.
25| 8 ¢ Ofiuco 4. 52 .. ... 1 31 IV, SATELLITE.
ol 13 v =5t ..... 8 5t 1 | 22 25 8 imm.
‘ 2| 157 50 em.
18 | 16 28 16 imm.

20 8 21 em.
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Marzo 1848.

slg| ‘s 2. .
g1 g 8| Temro Temro Temro | 43 (@ ° g
= | = |'g-E| medio siderco sidereo | T > 23 >~
g |les{83| - & a a e |elg
. e | D 2| mezzodi mezzodi mezzodi 28 E3 g
g8 < . @ <3
5|5 2 vero. vero. medio. g3 £ 3
s8] 3 2«7 =
oy b L] LI b oy
61| 1 |Merc.| o 12 31,'69 22 5o 7':|3 23 37 33,38] 6 26 | 5 34
62 [ 2 [Giov.| o 12°19,59|22 53 51,34|22 41 29,93| 6 25 | 5 35
63| 3 |Ven. | o 12 6,60|22 57 35,07/22 45 20,49 6 24 | 5 36
64 | 4 |Sab. | o 11 53,35|23 1 18,33|22 49 25,03| 6 22 | 5 38
65| 5 |Dom.| o 11 39,67[23 5 1,16{22 53 19,58] 6 21 | 5 39
66 | 6 ILun. | o 11 2556123 8 43,55[22 57 16,15| 6 19 | 5 41
6 Mart. | o 11 11,03]|23 12 25,54|23 T 12,78] 6 18 | 5 42
6 g Merc. | 0 10 56,11(23 16 7,13]|23 5 g,23| 6 16 | 5 44
69 | 9 [Giov.| o 10 40,99|23 19 48,32[23 9 5,78 6.15 | 5 45
70 | 10 |Ven. | o 10 25,12{23 23 29,16/23 13 2,33| 6 13 | 5 47
71 | 11 [Sab. | 0 10 g,r1[23 27 ,66|23 16 58,85} 6 12 | 5 48
73 | 12 [Dom.| o ¢ 53,78/23 30 49,83(23 20 55,43| 6 10 | 5 5o
73 | 13 |Lun. | o 9 36,15({23 34 29,68|23 24 51,go 6 9|5 51
74 | 14 [Mart. | o g 1g,21[23 38 g,26[23 28 48,53 6 i 553
75 | 15 [Merc.| 0 9 2,00[23 41 48,57(23 32 45,09 6 555
76 | 16 [Giov. | o 8 44,57|23 45 27,65[33 36 4164/ 6 4 | 5 56
7 |g Ven. [0 8 nG,gZ 23 49 é:So 23 4o 38,19| 6 2 | 5 38
78 | 18 |Sab. | 0 8 g,06{23 52 45,14|23 44 34.74| 6 1 | 5 59
9 | 19 [Dom.| 0o 7 51,05|23 56 23,63|23 48 31,29| 5 59 | 6 1
0|20 |Lon. [ o 7 32,89| 0 o 1,98]23 52 27,85| 5 58 [ 6 ‘2
81 [ 21 [Mart.| 0 5 14,59 o 3 40,18[23 56 a4,40| 5 56 | 6 4
82 | 22 |Merc.| o %56,2? o 7183 0 020,95/ 5546 6
83 | 23 |Giov.[ o 6 37,76 o 10 56,35 0 4 17,50 553 |6 7
84 | 24 [Ven. | 0 6 19,26] o 14 34.33] o 8 14,05 5 51 6 9
85 | 25 [Sab. | 0 6 o0,72| 0 18 13,30] 0 12 10,60| 5 50 | 6 10
86 | 26 [Dom. | 0 5 42,17| o 21 50,36] 0 16 7,15| 5 48 | 6 12
871 27 [Lun. | o 5 23,63| o 25 28,22/ 0 20 3,70 5 46 | 6 lé
83 |28 Mart. | o 5 5,15/ 0 29 6,24| 0 24 0,25[ 5 45 | 6 1
89 | 29 |Merc.| o 4 46,71| 0 32 44,30]| o 27 56,80| 5 43 | 6 17
90 | 30 |Giov.| o 4 28,34 o 36 22,43| o 3x 53,36 5 41 | 6 19
ot | 31 |[Ven. [ 0 4 10,07| 0 40 0,66] o 35 49,91| 5 4o | 6 20

)




-Marzo 1848. 15
£ | LonerTupine DECLINAZIONE V&:;f:- Lu‘rr. dléﬂ‘;‘?;:::b
— : australe declin del Sole della Te
S del Sole del Sole Y a dal S {ra
- a mezzodi urlnell mezzodi a2 me o fii'
._g a mez'zodi medio. vero. merid. medio.. ::e;iz:.

S L

' L] ° o 1 N ! "

| 1 ?; 18':7 7 25 18,9 |+ 0:95 + 0165 929965576
‘2 | 1112 329 7 3 25,4 0,06 | 0,59 | 9,9964502
3 |11 13 3 34,0 6 39 26,0 0,96 | o,50 | 9,9965632

[ 4| 11 14 3389 6 16 21,1 0,97 | 039 | 9,9966767

St 1d 3 4a,r 5 53 10,9 0,97 | 0,27 | 99967907 |}
6| 11 16 3 43,3 5 a9 55,8 o, 0,13 9,9969049
9| 1t 17 3 42,6 5 6 36,6 o,g; - 0,05 g,g£0193
8 [ 11 18 3 39,9 4 43 13,5 0,98 |- 0,18 | 9,9971340
9| 1119 3349 | 419468 | 0,98 [- 028 | 9:9972491
10 | 1120 3278 1 356 16,9 0,98 [~ 0,36 | 9.9973646
1 | 121 3 18,5 3 32 44,1 0,98 |- 0,43 | 9,9974806
12 | 1122 3 69 3 9 09,0 0,98 |- 0,47 | 9,9975971
13 | 11 23 2 53 2 45 32,0 0,99 |- 0,49 | 9.997714¢
4 | 11 24 2 39,9 2 21 53,3 0,99 |- 0,4 9,9978319
15 | 11 25 a2 18,4 1 58 13,4 0,99 |- o,é 9,9979506
16 | 11 26 1 57,8 1.34 32,6 0,99 |- 0,37 | 9,9980703
1 11 27 1 34,9 1 10 51,2 0,99 |- 0,2 99981909
1 1128 1 9,8 047 95 0,99 |- 0,1 9,9983125
19 | 11 29 o0 43,7 o Q.Z) 27,9 0,99 |- 0,03 | 9,9984352
20| o o 0136 o o133 0,99 |+ 0,10 | 9,9985588
21 o o 59 42,3 023 5335%! o0,09 | 0,24 | 9.9986833 °
22 | o 159 9,2 0 47 32,53| o0.,99 | 0,36 | 9,9988087
23 | o 2 58 54,2 111 995 0,98 | 0,46 | 9,9989349
24 o 3 57 57,2 1 34 45, 0,98 | 0,55 | 9,9990618
25 | o 4 57185 1 58 zg,g 0,98 | o061 | 9,9991893
26 | o 5 56 38,x 2 2t 50,5 0,98 | 0,63 9,9993173
27 | o 6 55558 2 45 18,8 0,98 | 0,64 | 9,9994454
28 | o 75511,8 3 8 43,9 0,97 | 0,61 | 9,9995736
290 | o % 54 26,1 332 56 0,907 | 0,55 | 9.,99970r1
30 o 9 53 38,5 3 55 23,3 0,97 0,47 9,999829
31 o 10 53 49,1 4 18 36,8 0,97 | 0,36 | 9,9999568




16 Marzo 1848.
———
] F

a o 8.8
gl 8 L L LATITUDINE Lova{= §7%
g |_¢g ONGITUDINE DELLA LuNa NE pELLA Lowal= 5 g
3 g% T T T i T (| T N St T =o:§ °
- |o° a a a a mezza |G E g
g = mezzodi mezzanotte | mezzodi. | notte ?T, K]
3| = medio. media. medio. media. E Ag

. s ot N[ $ o 1t nl o 1t ufl o 1t _n| by
1 Mere. ] 9 17 34 56 | 9 24 16 49 | 5 2 20B| 4 49 38Blar 22
2 |Giov. 1o 1 512 |10 8 o 3432 41| 4 11 S0 |22 16
3|Ven. 1015 1 g 1022 8 9|346 114|317 7 |23 11
4 |Sab. [10 29 20 28 |11 6 35 32 | 2 44 B 2%5: x
5 |Dom. |vt 13 58 30 {11 212231 [ 13043 |05 48 |0 6
6 [Lun. |11 28 48 36 | 0 6 1546 |0 9 48 | 031 50A| 1 o
7 [Mart. | 0 1343 1 | o2t g 25| x 13 19A] 1 51 45 | v 56
8 [Merc.| 028 34 3|« 556 2201 {3 356 | ab5r
9 {Giov. | 1 13 14 56 | 1 20 29 5% 3352314 3 6|34y
10 [Ven. | 1357 4038 | 2 446 441|426 42| 4 4557 | 4 44
11 1Sab. | 2 11 48 0| 218 44195 o040 | 5104815 4o
12 [Dom. | 2253542 |3 222105 62151726635
13|Lun. |3 9 353 | 3154059 (514 9|5 644|729
14 [Mart. | 3 22 13 41 | 3 28 42 14 | 4 55 23 | § 4o 21 | 8 21
15 [Merc.| § 5 652 | 4112751 [4ar57] 4 o299t
16 [Giov.| 4 17 4523 | 4253 59 451336 18 |3 944|959
17 {Ven. | 5 o 11 5 6 19 48 | a 41 2 10 50 {10 44
18 |Sab. | 5 12 2557 | 518 a9 49 | 1 39 lg 1 6 43 11 29
19 |Dom. | 534 31 36 | 6 o0 31 5 [ 03337 |0 o018 {1213
20 {Lun. | 6 6 39 47 | 6 12 26 42 | 0 32 52B| 1 5 32B|12 56
21 Mart. | 6 18 22 32 | 624 1752 |1 3724 |2 8 8 [133g
22 Merc.| 7 o012 o7 o 6171237273 5.3 (14 21
23 |Giov. | 7 12 045 | 717 55 4% 3% 41|35 615 6
24 |Ven. | 7235143 | 72949 6415 3| 4 33 20 {15 5a
25 1Sab. [ 8 548 19 | 8 104954 14484415 1 3 (6 39
26 Dom. | 8 175419 | 824 2 6|5 10 6| 51544 |1y 28
27 |Lun. | 9 01346 |9 6395051746516 4 |18 18
28 Mart. [ g 1250 49 | 91g 1712 |5103c |5 1 1 |19 10
29 |Merc.) 9 25 49 24 {10 227 49| 4 47 30 | 4 29 57 |20 2
30 |Giov. [10 g 12 45 |10 16 4 23 | 4 g 24 | 3 42 58 |20 55
31 |Ven. {10 23 2 47 {1x o 751|313 50| 2 41 17 |21 49




Margo 1848. 17

f .
PararrLasse| DiaMETRO
eqfistéridlé | orizzontale
della Luna
’\‘\,.’_‘
| mezzo Lmezza
: OTte -
-+ miédia: | medio.

L0 PRy

della Luna
tempo medio.
Tramontare
della Luna

in tempo medio. §

in

L
% §
59 20
6o o
6 _34

_6°§5‘

43 [60 38 (33
60 18 |
59 46
5 6
5% a2

553

56 2a

* D -

TN | TIPS | $'x ¢ =

3

rOmn

e
W =50

»

PN O b
~ocCc s Ol

T

©
(3]
-

(-}
»
3

2 it 5
3 7

¥
@

g 29
ag 31
29 39 [ 10 I
29 5

29501 1A

3o 7 |
30 a9
30 56

r 46
3y 52
32t28 |

Fffem. 1848. 3
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ArriLE 1848. 19
2 2 ECLISSI .. [§
g Fast oziia Lusa l § DE'SATELL. b1 GioVE(F
I in tempo medio. I Tempo medio.
3| Lunanuova . .. ...... 11h38 1. SATELLITE. '
10 | Primo quarto. . ... .. .. 3 26 2| 611 11 imm.
18 | Luna piena.......... 3 8 g o 43 5&
26 | Ultimo quarto . .. ... .. 2 58 7 :g 37 44
9| 8 6o
CoNGIUNZIONE DELLALUNA COLLESTELLE :; 2: 32 ";g
in tempo medio. 14 | 15 33 13
* 16| 10 2 10
18] 43t o
E) 80e){5.‘..........14’o 19 | 22.59 54
ftioo X582 ......... 528 a1 172825
, 3 5 .
656y Q34 .. .. 080" 2 ‘éagng ,
61613 Q4*......0..20 10 27 | o 5523
6 648:‘6’4-5.‘.......20553 NlgH
6168¥g5r....... c 3012 II. SATELLITE. '
7 Aldebaran 1.*....... o 56 alar r ag imm, :
A 6|1
7lw0bmP5 L. 13 43 "9 ag':";gls
9 54104.5.‘........1956 * 13 13542§
12 [ 140 Q 4% .. ..., oo 14 4 ;g 12 :;-3 30
17 [8ammyss . ..., .. 18 54| 24| 44813
18198 xI) 4%, ........, 1040 a7 (18 55
IIT. SATELLITE.
20 587'&‘405.‘..-..-. 497 5 l75823imm-
20 [ §4g 0L f52....... g o 52059 6em. -
12 | 21 38 10 imm.
20 466 2452 ... ... 14 off 13 | o 59 30 em. ..
ar | 8 @ Ofiuco 4.5 .. ... 7 4o 20 | 1 27 55 imm.
. 20 49 em.
24 449‘»5.‘........._1530 a7 g?;g.{imm..
26 | 3y =252........ 17" 84«27 | o o 14 em.
— IV. SATELLITE
27 | 43 6 == 4.5 . ... ... 22 54 « 4| 1031 50 imm.
) 4 | 14 18 22 em,
21 4 35 20 imm.
21 8 28 34 em.

=1




. L]
._g TEMro Tzuro Teuro (3% °fg
i medio sidereo sideree | 3 ¥ -8 >
L8| @ 3 3 o & 2
[T} mezzodi mezzodi mezzodi *g |§<c 8
« . 1
=| vero. vero. medio. | 38 [£° &
3 5 ) «
' LI} h. " LI
a 3'5u01| 0 43 30000] o0 39 4«,40, 6 a1
o 5 33,87| o 47 17,46 o 43 gS,ov 6 23
a 15,96] o 50 56,06] o 47 39,56 6 24
a 2 58,20| o 64 34,80| o b1 37,12 6 26
o 2 40,61| o 58 15,72| o 855 31,67 6 27
o a 23,1| 1 1 52,83 o 59 29,22 6 29
o 2 60171 533,3] 1 3 25,77 6 3o
0 1 4904l 1 9 11,66{ 1 4 m,gn 6 32
o 1 32,26] 1 j2 51,538{ 1 11 18,88 6 34
o 1 15,56] 1 16 31,38] 1 15 15,43 6 36
o o 59,51] 1 ga 11,65} 1 19 11,08 637
o 0 43,82| 1 23 52,18] 1 23 8,54 6 39
o o0 27,82 1 27 33,09} 1 27 5,10 6 41
0o 0 12,43 1 51 14,01} ¥ 3% 1,65 6 42
83 89 59,40 1 34 55,59| 1 34 5840 6 44
- 1233 89 42,89 1 38 37,40] 1 38 54,;6 6 46
. 123 59 28,36] 1 42 19,59} 1 42 51,31| ! 6 49
. 123 B9 14,4a| 1 46 2,12| 1 46 47,86 6 ég
. 23 0,841 1 49 45,09} 1 50 44,41 6 S0
.|25 58 47.91| 1 53 38,48] 1 54 do,59 6 52
. 123 58 35,03] 1 57 19,31 1 58 3,51/ 5 | 6 53
23 58 22,80} 2 o 56,60f a3 3 34,06[ 5 g 6 34
. |23 58 v1,00f 2 4 41,32 2 6 30,62 5 36 557
. 123 57 59,71 2 8 26,55 2 10 27,17[ 5 2 [ 6 58
- {23 57 48,92 2 12 12,28 2 14 mz),ya 5 11659
. 123 57 38,64} 2 15 58,52] 2 18 30,27 5 a |7 o
- [23 57 28,87] 2 19 45,99] 2 22 1683 4 58 | 7 2
33 57 19,6.23 2 33 32,571 2 26 13,38 4 57 | 7 8
23 57 10,91| 2 29 20,38| 2 30 9,94 4 56 | 7 4
+123 57 2,92| 2 3t 8,72 2 34 6,49 454 |7 6

i




ArmaLe 1848.

.00 ] i$
£ | Lewswspwz | Brouimazioms V&:l‘l?. Larrv, |- dtf]‘;‘:l‘i:;‘; IH
= a boreale declin, del Sole della Terra
g el Sole del Sole - a dal Sol
5 . a mezzodi m ] [|mezaodi a me 03‘
5 I mezzodi medyo- wvero. mlel:i 4. medio me (;,z o.
) ‘ ' :
1 o'n°51'5é:o (4{44:6 ” o:'96 .-o- 01;4 ' 0,00008%6
2 o 12 51 4,8 5 ¢4 42,4 0,06 |+ 0,11 0,0002028
3| 01350 g9 5 27 48,0 0,95 |- 0,04 | ' 0,00033 é
41 o 1449 13,51 5 50 fo,8 0,05 | 0,17 | 00004603
5| o 15 48 13,4 6 13 37,5 0,95 | 0,29 | ©0,0005844
68| o 1647 12,0 6 36 7,9 o 0540 | 0,0007075
o 17 46 8:5 6 58 412: 0:32 0247 : oZoooSugS
g 0 18 45 2,8 7 a2t T 0,93 { o052 | o,0009514
0| 01945548 | 74386 | o0 | o8 | oorop
10| o0 20 43 44,3 5 56,5 0,03 | a,54 | o,0011928
1x | o311 31,6 829394 0,03 | 0,51 | 0,0013126
12| o092 4o 16:8 8 49 33:3 o:ga 0.245 0:00145no~
13 | o 23 38 59,5 9 11 18,9 0,91 | 0,35 | 0,0015512
14 | o 24 By fo,1 9 32 54,0 0,00 | 0,24 o,ootﬁgon
15| 02536186 | g 54 30,3 0,00 |~ 0,12 | 0,00178g0
16 | o 26 34 54,9 | o 15 36,9 0,89 |+ 0,01 | 0,0019076
xg o QZ 33 2g,2 | 10 36 43,3 | o,8 0,14 | 0,0020262
1. 028 32 1,4 | 10 57 3g,2 0,87 | 0,26 | 040021447
19 | © 29 30 31, 11 18 24,3 0,86 | 037 | 0,0022631
20| 1 0139 o 11 38 58,3 0,83 | 0,46 | 0,0023814
21 v 127270 | 11 59 20,8 0,84 |- 0,54 | 0,0024995
22 1 235 52,0 | 12 19 31,6 0,83 0,58 0,0026172
23 1 384153 | 12 3g 30,4 0,83 | 0,57 | 0,0027345
24 1 422 37,9 | 12 59 18,9 0,82 | 0,54 | 0,0028513
25 1 5120574 | 1318 50,8 0,81 | 0,49 | 0,0029674
26 1 6 19 16,2 | 15 38 11,9 0,80 | o,§0 | 0,0030825
2 1 17 33,3 | 13 57 19,5 0,7 0,30 | 0,0031966
2 ) g lg 490 | 1416 rg,ﬁ 0,7 0,t8 | 0,0033096
29 v 914 3,3 | 14 84 553 0,77 [+ 0,05 | 0,0034212
30 1 10 12 15,9 | 14 83 18,9 0,76 |- 0,09 | 0,0035514
’.W




ArriLE 1848.

22
< . .
3‘; o . g Q‘ig
£ g LoxciTuDiNE DELLA LoNa  |Latrropmie pELiA Lona : §"§
‘g =5
3 e
a2 lo® a a a a mezza ebE»E
5 = | mezzodi mezzanotte | mezzodi notte |ag S
o) 3 medio. media. medio. media. é e
s o 1 ) .s o_ 4 1l e t Nl o 1 _n LI
1 :Sab. {11 7 19 22 n 14 56 56 | 2 5 43B| 1 27 37B{2a2 45
2 |Dom. |11 2% 59 54 |11 29 37 30 § 0 47 35 | o 6 21-{23 38
3 |Lun. | o 6 58 50 | 0 14 33 48 | 0 35 20A| 1 16 36A| * *
4 [Mart.] 023 8 16 | 029 43 59 | 1 56 38 | 2 34 36 { 0 35
5Merc.| 1 51845 ) 1145134 |3 944)3 4123113
6 |Giov. | 1222048 [ 12946 o |4 858|432 4|23t
7 |Ven. | a 61r 2152040 | 450345 352|329
8Sab. | 2 2t 2859 | 2283051 (51223516 3|43y
gfDom. | 3 5426 9| 3121453 ]|515 2|5 935|524
1o |Lun. | 5 18 57 13 | 3253325 | 45957 | 44628617
1 (Mart. | 42 3 49 8a850 | 42938 |4 91917 9
12 |Merc. | 4 14 48 55 2 at 432 |34620|32 5757
13 (Giov. | £ a7 16 9|5 32415 |25325|224 9| 845
14 (Ven. | 5 g 29 17 | 51531 42 ) 1 5330 | 1 21 49 | 9 27
15 [Sab. | .5 a1 31 5; 527 3020 | 0 49 35| 0 16 fo |10 1T
15 [Dom. | 6 32718 | 6 923 11 | 016 6B o48 34B|10 53,
17 |Lun. | 6 15 18 18 | 6 21 12 56 | v 20 25 | 1 50 1g {11 36,
18 [Mart. | 627 72t |9 3 151 |22059]| 249 6 |1219
19 [Mere.| 7 85637 | 7 14 5157 | 3152333935 |13 3
20 [Giov. | 720 48 4| 726 4514 | 4 1 26 | 4 20 42 {13 49
a1 [Ven. | 8 243 41 {8 8 43 41 | 4 37 t1 | 4 50 41 (14 36
22 [Sab. | 8 14 4533 | 8204937 |5 1 2|5 8 3 11524
23 [Dom. | 8 26 56 13 | 9. 3 540 | 511 37 | 5 11 39 |16 13
24 [Lun. | g 91833 | 9153446 |5 8 2|5 o042 17 3
25 [Mart. | g 21 55 14 | 9 28 20 10 | 4 49 38 | 4 34 51 |17:54
26 [Merc. 10 4 50 1 |10 11 25 ¢ é 16 21 | 3 54 14 |18 45.
27 |Giov, |10 18 5 57 |10 24 52 4 28 %8 | 2 59 44 |9 36
28 |Ven. |11 14541 |11 845 3| a23750 1 55 14 |20 29
2g'(Sab. |1t 15 50 48 |11 23 2 49 | 1 16 24 | 0 37 30 |21 23.
3 [Dom. [ 0o 032051 | 0 74422 |0 1 53A] o4t SgAj22 16
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ArriLe 1848.
e ]

@ Paravrrasse| DiaMETRO .8 .8
g AR. |Declin.| equatoriale | orizzontale | 28| 27T
— | della | della | della Luna della Luna | & 3 ] .g 5 &
3 | Luna | Luna a a g & g~ g,
- nel nel [t | | S = 8 = 8
= id. | merid.| me?z0 | mezza | mezzo | mezza ch ] se
8 |me di | notte | di -| notte &=

(T} medio. | media. | medio. | media. A £

LI o ! ! ron ron [ b

1 {23 36 | 2 424 59' 55 |60 18 |3a 42 |32 58| 16 48'

2 | 026 | 2 10B|6o 39 |60 55 (33 7 [33 16 | 17 25

3+ «|* 160 7 [6v14 (3322|3326 18 3

4] 127]6 56 |61 17 |61 14 |33 27 |33 26 |18 4o

5| 248 11 13 |61 7 |60 56 (33 22 |33 16 | 19 23

6| 3 31 |14 4o |60 4o |60 20 |33 5 |32 56 | a0 8

7| 4 33 |17 o |59 58 |59 34 |33 44 |33 31 | 20 59 | 10 55
- 81555 |8 6|59 g |58 43 |32 17 |32 3 | ar 55 | 11 56

9| 636 |17 57 |58 »5 |57 48 (31 48 |31 33 | 22 52 | 12 51
10 | 7 34 |16 46 |57 23 |56 57 |31 19 |31 5 | a3 53 | 13 3y
11 | 8 29 [14 39 |56 34 |56 12 |30 53 {30 4¢ | » « | 14 18
13 | 9 2t |r1 50 [55 5¢ |55 32 (30 29 |30.19 | o 54 | 14 5¢
13 |10 21 | 8 30 |55 15 |55 1 {30 10 {30 a | 1 55| 15 23
14 {1e o | 4 51 |54 48 |54 36 |29 55 |ag 48 | 2 54 | 15 52
15 |1x 47 b1 2 |54 26 |54 18 {290 43 [29 39 | 3 54 | 16 20
36 |12 34 | 2 48A154 11 |54 5 |29 35 {29 32 | 4 50 | 16 48
17 113 21 | 6 30 |54 1 |53 58 [29 29 [29 28 | 5 48 | 17 16
18 |14 8 | g 55 |55 57 |53 56 29 27 [3g9 a7 | 6 49 | 1

19 |14 56 |12 56 |53 57 |53 59 |29 27 |ag a8 g 47 | 1

20 |15 46 |15 22 |54 2 |54 7 [29 3o [ag 33 4; 18 49

ar |16 37 l17 8 [54 14 |54 22 |29 36 [ag 41 | 9 4t | 19 29
22 |17 39 |18 6 |54 53 |54 43 |29 46 [29 52 | 10 34 | 20 1

23 [18 22 [18 11 |54 57 [55 12 {30 o |30 8§ | 1r 25 | at
24 |19 16 |17 19 |55 29 |55 48 |30 17 |30 28 | 12 12 | 21 57
a5 {20 11 lg 31 |56 9 |56 3t |30 39 |30 51 [ 12 54 | 23 59

26 |21 6 [ta 47 |56 55 |59 21 |31 4 |5t 18 13 33
27 |23 a| g 1g 59 4; 55 15 |31 33 |31 4

28 |22 58 | 5 3 [58 45 |59 10 (32 3 |32.18 | 14 44
29 |23 55 | 0 24 |59 37 |60 1 (32 33 (32 46 | 15 19
30 | o 54 | 4 24B|6o 25 |60 43 |32 58 |33 g | 15 55
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Maccio 1848.

Fasy pEsLa Lupna
in tempo medio:

I

ECLISS]
DE’SATELL. D1 GIOVE
1'émpo medio:

’ Luna piena '
. U)ﬂmb q;uarto .o

Luna m'm\;a .

Prime Quarlo

) |
Ooxqrux\ Z10XNE BELLA Lu’m OQOLLE Sruw :

m temnpo medxo

[~

1

1

4

4

4
s

7

7

-9
.‘<

3VW$3V ...... . o

1668 Q450 ..

154 A04 52 ..
[ 68 k O 5.2, ..

. 98 %X n.u 4F .
T 466 2 4.5~ ..

68 ¥ @ Ha,, ..
Kdebaran 1.5 . .

g ¢ Oﬁuco 4- 5.‘
456 = 4. 5 ..
1100 Y 5.

Ald‘:bai'au 1

A R AT 1 i A i w8 ot 1% B o

Lffem. 1848,

e D L g —

) (&1 8

I el e e
1 Snm'frrz
»-8 0 I
2 50 ?G
a1 1 .
r5 43
4/66 iy
2 15 &
i 45 48
Y2 17 46

Gﬁ'i‘ 40
1 to 36

\,,4 B

8 3 o"
5*—5~§‘5- .
Fdr%oﬂr

 #6.. 5 /45

1. SareEInTR..
7. ud 32 enk:
r!o 4u :
Q58 43 i
L 23 16 iG
¥a 5,46 '
L aé 15
o
4 26 4(“
u7 45 48"
lﬂ' SATELLITE,
s 93 i nmh.
13 1 Y3 ém\:
15 58"13' iinpm '
a7 i qzent‘ !
1 B8B6C i) ¢
-2 243 em.
'8; mnm, .
&85 o

s ]V s;‘rmp-qz..

i 22 a& S5 imi;
(2 ﬁ:v 6ems .
‘6 HQ:I 6 hnm

20 45 52 en.




26 Maccio 1848.
e | e o = . N
§ g . £ 1 Temro TeMPO TeMroO 8% ® g
= |- |'sE medio sidereo sidereo o > g% =
ECRRCE -3 a a a e LK)
e | o= [ ® | mezzodi mezzodi mezzodi | £ g E3 &l
i g. g S| vero. vero. - - medio. g2IETe ‘
. i .(3 6 . _g 2 L -]
§
of h " LI N} LIS LI LI
| 122) 1 [Lun. |23 56 55,07 2 34 57,62 2 38 3,05| 4 53 | 7 g
H 123| 2 [Mart. [23 56 48,98 2 38 47,08] 2 41 59,60| 4 52 | 7
| 124| 3 [Merc. [23 56 41,45 2 43 37,07 2 45 56,16] 4 50 | 7 10
 125] 4 |Giov. |23 56 35,47| 2 46 27,62] 2 49 Sa,71| 4 49 | 7 11
: 126] 5 |Ven. [23 56 30,04| 2 50 18,75| 2 53 49,27]| 4 48 | 7 12
t§ - “, .
i 127[ 6 [Sab. [23 56 25,17| 2 54 10,40} 2 57 45,82| 4 46 | 7 14
{: 128) 7 [Dom. |23 56 20,85| 2 58 -2,63| 3 1 42,58]| £ 45| 7 15
§ 129] 8 |Lun. |23 56 xg,lg 3 1554a] 3 558,03 4 44| 7 16
1 130| g |Mart. |23 56 15,89 3 5 48,76| 3 255949‘ 4431717
{ 131| 10 |Merc. (23 56 11,24] 3 g 42,67 3 13 32,04| 4 41 | 7 19
d. 132 11 {Giov. |3 56 9,14 3 13 39,11 3 17 28,60] 4 4o | 7 20
§ 133| 12 [Ven. (23 56 7,69 3 17 32,11| 3 21 25,14| 4 39 | 7 21 ||
M. 134]: 13 |Sab. . |23 56 6,61| 3 ar 27,69| 3 25 21,71| 4 38 | 7 22 |-
Q: 135 .14 |Dom. |23 56 6,20| 3 25 25,8a| 3 29 18,26| 4 37 | 7 23 |§
: 136| 15 [Lun. [23 56 6,35| 3 29 20,53| 3 33 14,82 § 36 | 7 24
' 13 16 Mﬁrt. 23 86 2,05 3 33 12,79] 3 37 11,3 3 26
iE ]3% 1 Merc. 23 56 8,30 3 37 1 ,60 3 4? 759 2 3§ ; 2
i 139] 18 |Giov. |23 56 10,111 3 41 13,97| 3 45 4,48 432 |7 2
140 19 |Ven. |22 56 12,46] 3 45 12,88] 3 49 l,oﬁt 4 31 7 29
i 141| 20 [Sah. |23 56 15,39f 3 49 12,38] 3 53 57,59 4 30 | 7 30
0 S
l'14af ar |Dom. |33 56 18,87 3 53 13,42| 3 56 54,15| 4 29 | 7 31
| 143| 22 {Lun. |23 56 a2,90| 3 57 r3,01| 4 o 50,70| 4 28'| 7 32
| 144(.23, [Mart. |23 56 27,46] 4 1 14,14] § 4 4;’,36 427|733
1 145 24, |Merc.-|a3 56 33,57| 4 5 1581| 4 8 45,81] 4 26 | 7 34
| 146] a5 [Gigv. |33 56 38,31| 4 9 18,03] § 13 40,36 4 25 | 7 35
! (40| 46°(Ven. (93 56 44,36] 4 15 20,05 4 16 36,92} 4 24 | 7 36
'I4g 27 [Sab. |23 56 51,41| 4 17 23,57)8 4 20 33.47| 4 23 ; 53
149| 28 |Dem. |23 56 58,14] -4 21 27,69| 4 24 30,04} § 22 | 7 3
150 29 |Lum. |23 57 5,75 4 25 31,87| 4 28 26,60 4 2% | 7 39
151} 3o |Mart.’ |23 57 13,82] 4 29 36,51| 4 32 23,15{ 4 20 | 7 4o
152 81 |Merc. {23 57" 22,32( 4 33 41,60 4 36 19,:7t| § 19 | 7 41



Maccro 1848. a7
3’5 . .
g | Loncrropive .| Decrinazione Vsn]!lt\ 21 Lamir, | di‘ﬁ“g'.r:‘:
—_ boreale d ela del Sole d lf T's n-
o del Sole del Sole ecliiel a (e:la? se{ ra
g : | 2 mezzodi me]' mezzodi me :03.
5 |a mezzodi medio. ‘ vero. m'(:ﬁ d. medio. | 2 me;io !
v s' o 1t n | o 1 " o ' S
T T 11 10 29,0 | 15 11 29,9 [+ 0,75 |- 0,22 0,0036400
{ 21 112 8364 | 1529259 0,74 | 0,34 | 0,0037469
s 113 6 44,3 | 15 47 6,6 0,73 |- 0,44 | ' 0,0038520 -
4§ 114 4504 | 16 4316 [ o372 ] o,52 0,0039554
5 115 a2 54,87 16 a: 40,7 0,71 0,58 | o,oo4o5~o
6] 116 o 574 16 38 33,7 | 0,70 [. 0,6¢ | 0,0041568
g T |6 58 58,2 | 16 55 9,8 | 0,68 | o2 | 0,0042550
117 56 57,2 | 17 11 28,9 o,67 0,59 | ©0,0043515
9ol 1 18 54 54.4 17 ng 30,9 0,66 |~ 0,52 | 0,0044464"
Ta [ 119 52 49,7 7 43 15,3 0,65 | 0,43 | 0,0045398
n v 20 50 43,2 | 17 58 41,9 0;64 0,32 0,0046318 j
12 [ 121 48 34,8 | 18 13 50.5 0,63 | 0,20 | o0,0047225
13 1 22 46 24,7 | 18 28 fo,6 0,61 [~ 0,06 | 0,0048121
14 123 44 13,0 | 18 43 12,0 0,59 |+ 0,07 | 0,004{9006
15 1 '24 4t 59,6 | 18 57 24,5 0,58 | 0,19 | 0,0049882
16 1 2538 44,7 | 19711 18,0 _ 0,57 | 0,30 ‘0,005074q
171 1 26 37 28,5 | 19 24 51,9 0,54 0,40 | 0,0051606 *
| 18] 35 10,5 19 38 5,9 0,55 | 0,47 | 0,0052453
19 | 128 33514 | 19 51 o,0 0,53 | 0,51 040053291
20 | 1ag 50 5(,! 20 3 34,0 0,51 |- 0,51 | o0,0054118 -
21 | 2" 028 9,5 20 15 47,7 | ‘050 |' 0,56 | 0,0054935
22 | *2° 125 47,0 | 20 27 40,6 ' .T048 | 0,46 | 0,0055741
23 2 2 '.13 23,5 | 20 39 12,6 .47 0,38 0,0056535
1 24 [ 2 3%0 5q, 30 50 23,4 ' 1" 0,46 | 0,28 | “0,0057314. "
a5 a2 % 181‘53,-;‘ : 'm~ 1 12,9 [ o, 4 '_’ :6','16 050058078_ . *
26| -2° 5 16" 7, 21 11 40),7 H 0,43 '+ 0,03 \'6;005848265“
27 [ "% 63 40,6 | 21'2t 46,6 | [0s41 |- 0,10 | '0,0059555,
28 [ 27711 12,6 | '21 31 30,4 L[ 0,40 | 0,24 . 0;0060264
29| 28 § 43 8 | ‘21 40 52,0 .|" 0,38 | 6,57 | ‘0jo060g5t
30| 2976 14,2 21 49 55,0 | “0,36 [ 6,48 0,0061615 '
"3t | 210°543,5:| ot 58 255 |! 0;5:; < 9,56 0,0062256 :



28 Maccro 1848.

gl s 8.6
g g Loneiropise nepia Lusa |Lazrrusixessiralusa ﬂg‘g
&l . . =
- |3 B a a a a mezza | B g
g = | mezzodi mezzanotle | mezzodi notte | 33 8
3 2| medio. media. medio. | media. g Reg
o 1t m| o 1 1| a 11 Py
1 |Lun, | 0 15 12 42 | 0 22 44 Bg | 1 21 46A} 2 0 26A|23 13
2 |Mart. | 1 Q@ 2a 10 |1 %57 2 23701 [Brr i | o
5 [Merc.| v 1534 24 | 123 19ho |3 4t52 ) 4.83;]| 012
4 {Giov.] 2 a45 5|2 8155 | 4 32 | 4 47 44 | 1 12
5iven. | 2 1542 5] 223 24545895 ]5.650] 212
6 |Sab. |3 o1 3 7243715 84g}|5 556 |3 m
Dom. | 3 14 sz Sg 3 J 1752 | 458380 | 446504 8
! gLuq. 3 28 3 3¢ 4432 4143120} 4 ma5|5 2|8
9 |Mart. | 4 vr 13 53 173923 | 35089 | 5 a6 59 | 553
10 [Merc.| 4 23 59 4§ 01333 |2 8917 | 23048 |64
11 |Giov.| 5 63335 | 5122916 |2 o085} 59 | 7 26
12 [Ven, | 518 31 44 | 5 24 31 25 | o 58 18 0:21%89
13 |Sab. 60,3852 6 62443 |0 5 51B] o37 44B| 8 52
145 |Dom. [ 612 1924 [ 6181336} 1 9 3| 1393|934
15 |Lun. | 624 72167 o 137|132 8P4 |23 50 |01
16 (Marl. | 7 5 55 50 | 7 11 51 ;2 3 3 4}3a7a 1t ¢
17 |Merc. | 7 17 47 44 g 234534 1340964 o 4 |11 46
18 |Giay. | 7 29 42 53 5455 | 426 a4 40 1 [ra 33
19 |Ven. | 8 11 48 49 | 8 17753 42 | 4 S0 7 | 4 58 B9 |13 2%
20 {Sah, | 894 243 |9 o110 3|5 absi5 346 |14 10
a1 [Pom.| 9 62148 [ 91233613 |5 1 1| 454 o |13 o
22 [Lun. | g 18 5;), 29 | 9 25 13 50 | 4 44 42 2 gf 10 .{15 ho.
23 [Mart. [fo 1 37 30 [vo 8 443|414 81353 4t 6 Hh
24 [Merc. {10 14 35 48 ftoartr ¢ [ 3298q |3 31517 3¢
25 [Giov, |10 87 50 40 |11 4§35 o [ 233 46 ] 9 1 46 1% 21
26 |Ven. [vx 31 24 18 Jir 18 18 46 | 1 37 B8 | o 51 48 |19 10
a7 ISab. [11 25 18 34 | o 223 45 [0 14 45 r‘__o_a,.'% 404 23 .
28 |Dom. | 0 34 13 [ 016 49 46 | t 0 48] 1 38 3 |20 58
29 fLun. | o210 a2}t 13434 | 214 at248. 4 |2 54|
%0 |Mart. [ 1 g 3 116 32 17 319 96 t 3 {7 29 (23 53
51 {Merc. [t 25 349} a 135 é.’) L 4 11 59 t 4 3t ad |23 53

|
|
|



Maceio 1848. 29

F

PARALLASSE Duﬁ}:'rno
equatoriale orizzontale . | ...
della Luna della Luna

3 a
TR A | AT N AN
mezzo | mezza mezza

di notte notte
medio. | media. media.

Nascere
della Luma
in tempo ‘n_ledio.
Tramontare
della Luna
in tempo medio.

Giorni del mese.

p ol oom e
Go 58 |6t 10 7 133 a3
61 13 |61 lg 35 29
61 16 |67 33 23

ot Ov
=3 & B

Crdr U m
Al N A -

6o 56 |6a 39 33 ;
60 19 |59 55 32 4

59 29 (59 1 32 13
58 33 |58 4 3 42
59 35 5& Vi 31 1t
56 41 |56 1 7 |30 43
55 55 |55 3a 30 19

55 13 9 % o
54 42 g ag 45
54 20 : 29 55
5 6 29 29
53 58 2g 27

53 58 29 238 |ag 29
54 4 29 34
54 15 : 29 41
54 3o | 29 5t
54 51 |59 % 3

55 15 30 1
55 45 30 5§
56 18 |5 53
56 58 5 |5t 17
57 4o ¢ 41

58 46
59 11
59 53
6o 26
6o 4o
Go 53 |
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Giveno 1848.

31



32 Grve¥o . 1848,
m—
sl %| - . . g8 S
R | Temro TeEmMPO Temro |25 |2 .5
mol o ['8.8] medio sidereo sgereo | T~ ggk'
i Bl 52 B 2 PR R E R LAY
m | o= | D 2| mezzodi mezzodi | mezzodi | £ 8 §7, g
g "‘g %‘ vero. vero. | medio.c | & |ETE
S|S| ® < 2 " ?
: h ' b o) o LI AN 1] LY LI
153] 1 [Giov.}23 57’.’)::27 4 37 47512 4 40 16,96| 4 19 | 7 41
154| 2 [Ven. {23 57 40,50} 4 41 55,01| 4 44 13834 4 18 { 7.
155 3 {Sab. {23 57 50,30| 4 45 59,31| 4 48 9,5?’ 418 | 7 42
156] 4 [Dom. {23 58 0,36{ 4 5o 5,06] 4 92 5495| 4 17| 7 43
157] 5. |Lun. |23 58 10,75] & 54 ¥x,04 §56 2,481 4 16 {7 44
158] 6. [Mart. |23 58 21,471 & 58 20574t 4 Sg Senedt 4 6 | 744
i 59| 7 [Merc.]23 58 52,444 5 2 27,83| 5 3 55,60) 4 15| 7 45
160 8 [Giov. {23 58 43,91 5 6 35,67 5 -2 52,17} 415 | 7 45
161 g [Ven. [23 58 55,328 5 10 43,78| § 11 48,78 4 34 | 7 46
162| 10 [Sab. [23 59  6,98] 5 14 52,12| 5 15 45,38( 4 14 7 46
| 163| 11, Dom.1a3. 59 18,92 5-19° 0,64 5 19 41,83| 414 | 7 46
| 164| 12 [Lun. |23 55 31,05} 523 0,36] 5 23 38,39] £ 13 | 7 4y
| 165 13 [Mart. {23 59 43,56| 5 27 18,25 5 27 34,24 413 )7 47
"166| 14 [Merc. |23, 59 55,80t 5 31 -a7,97[ 5 31 B1,ot 4 15 | 747
167, 15 [Giov.{ o, @ 8,565.5 35.36,43| 5 35 28,054 131 7 47
- 168| 16" [Ven. | 0. © 21,02 5 39 45:68| 5 39 24,61] 413 | ¢ 4%
16g| 17 [sdbx |0, o 33,78 '5'43 f5:04| 5 43 2"!,!?"4’ 121 7%
70| 18-[Dam.{ o ® 46,61} 5 844815 b Sl g ve |7 48
171] 19" Lo, | o, ' 59,50] 5 52 13,051 5 51 14,291 4 12 | 7 48
‘172 20 [Mart. | o' ¥ 12,§2{ '5 56 23,45| 5 55 10,85| 4 12 7 48
173| 21-[Merc.{ 0. 1 25,356 o 352,98/ 5 Sg w740l 4 13| 7 48
174f 22 [Giov.| o 1 38,27} 6 4 42,40 6 3,96 412748
175| 23 [Ven. ] o1 1 51,16] 6~ 8 51,98} 6. 7 . 0,52] 4329 7 48
“176| 24 [Sab. ].0] a' 3,99 6 13 1,41| 6 10.57,08} 4 32.3 7 2,8
177| 25" Dom.} 0! 2 16,73| 6 17 10,74| 6 14 5-‘);. Lﬁ,__m' 748
178] 26 [Lun. | o' 2 29,38] 6-21.19,98 6 18.5a9l 4:45 | 7 47
_179]-37/ [Mart.4 o; a:41,89] 6 25 29,08| 6 23 46,75} 41!3- 747
18a}. 28 [Merc.] o' o 54,26| 6 49 38,05| 6 26 §3.31[ 4 13| 7 47
18%| a9 [Giov.| o] 3 6,46| 6 35.46,83). 6 3o 5q,86| 4 13i{ 7 47
182}:30 [Ven. .} o: 3 18,45] 6 37 55,41| 6 34 36,42] 4 13 ? 47




Grucxo 1848. : 33 '

g Varnz. LocariT™O
_g Londrroots. | DECLIVVIONE. | gelly | LA™ | della distad.
—_ - | declin. della Tetrd -
& del Sole del Sole i 1 a dal Sol.

. a mezzodi nel mezzodi a me z%:;\
.g & mezsodi medio. vero. merid. | ™edio- e dizo. t
3 A

cnnsRatetibamitieiny |
° L ! n n n B
i BT 12':6 22 6 fo,8 |+ 0,33 |~ 06,63 | 0,0062874
2| 21158 89,9 | 22 14 31,3 032 | 0,67 | 0,0063468
3| 2125 6,6 22 2 58,2 030 | 0,668 | 0,0064038
4 2 13 53 52,2 | 22 2¢g 1,9 0528 0,63 | 0,0064585
5| 214 50 56,8 | 22 35 41,8 | 027 | 0,59 | o0,0065107
6| 21548 10,5 | 22 41 58,1 o,ag 050 | 0,0065606
2 16 45 42,9 | 22 47 50,5 d2 63g | 0;0066083

g 2 17 43 4,4 | 22 53 18,9 023 | 6,27 | 000665340
g| 2 rg 4o 24,9 | 22 58 25,1 0,20 |- 0,14 050066278
ro| 21937445} a3 3 3,1 0,18 | 6,00 | 00067394
1 2 20 35 a, a3 18,8 Oy14 |+ 6,13 0,'006;

2| 221 3 20,% %3 12; 10,1 o‘,lg 0,24 | 03006 Z%
13| 22229 57,0 } 23 14 36,8 0,13 | 0,33 | 0,0068546
14| 2 23 26 52,91 23 17 38,9 o1t | 041 | o0,0068900 |
15 2 24 24 8,2 | 23 a0 16,5 ‘0510 | 0,47 | 040069239
16 | 2 45 ar 22,8 | 23 a3 24,5 0,08 | 0,4 050069564
tg 2 26 18 36,9 | 25 24 :?:7 o:o o,4g 0,0069875
1 2 27 15 50,6 | 23 25 41,2 0,0 0,43 | o0;0070173
19 | 22815 4,1 | 23 46 3g,9 0,03 | 0,35 o;ooyoﬁgg
20 | 2 29 10 153 } 23 27 13,8 |+ 0,61 | 0,4 | 0007072
ar | 3 6 7304 | 23 a7 21, 0;00 |# o,12 | 80070977
22 | 3 1 ?44353‘ 23 b; 7‘,2 - o:oz 6:00 o,'oogmzz
23| 3 2 1562} 43 26 26,7 0,04 |~ 0423 o,ooyxbg
24 | 3 a58 ga | a3 a5 an§ 0,06 [ 0,28 | 05007162
a5 | 3 356 23,1 | 23 a3 51,4 007 [ 0,38 | 040071798
26 | 3 4 55 %51 | 2% a1 56,8 050 0,9 | o0,0071950
:g -3 550 48,1 | 23 19 57,5 o,-xg 0,58 o,-oogao ¥

3 648 1,4 | 23 16 53,5 o;13 f 0,65 | o0,0072r84

29| 3 545 14,6 | 23 13 45,0 0,14 | 069 | 0,0072263
| 3 42 278 } 23 10 19,0 | 0;16 | 0,70 | 0;0072316

Effem. 1848. ' 5
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Giorni del mese.

AR.
della
Luna

nel

merid.

Deolin.
della
Luna

nel
merid.

PARALLASSE

equatoriale
della Luna

mezzo

di

medio.

a
—~———

mezza
notte

media.

DiaMETRO
orizzontale
della Luna

a
N

mezza
notte

media.

Nascere
della Luna
in tempo medio.

* Tramontare

della Luna
in tempo medio.

B

r.on
60 4o
6o 12
59 29
58 38
57 43

"o
60 28
59 52
59 5
58 11
5715

]
33 1
32 41
32 15
31 46
31 16

L]
00 o\

9 35
10 26
11 15
12 3

12 49

56 48
55 5q
55 18
34 45
54 22

56 23
55 37

54 3a
54 14

30 4

30 QZ
30 a
29 46
29 36

13 36
4 24
15 12
16 2
16 54

54 5

54 12
54 26
54 46

29 %2
29 3a
ag 35
29 43
a9 54

17 48
18 4a
19 3
20 SZ
21 26

55 ¢
b

|55 3

56 3
56 3a
57 4

30 . 6
30 at
%0 36
30 52
3t g

22 21

23 15

-
O

»
»

59 35
58 8

59 1

159 38

58 41-

133 1

31
32
32 3

26
51 44
. 9.

26

28

29
" 30

27

* OO
- ' -
* O IR =

17 53
18 28

* %

6o 4

3159 49

59 ar

59 57 |
.Gog

332 44
32 fg
32 48
32 39

132 34..

}
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Gaucno 1848.




Lverio 1848. 3%

ECLISSI l
%’ SATELL. p1 GIQV:

Tempo medio.

Fag: pearas Luxa
in tempo medio.

G1ORNI.

hsl

Primo quapt@ <+« .+« oo 22
Lunagiena..........ax.’)s
23 | Ultimo quarto.+ ¢« ..... 0 5
29 | Luna nugva . . c. ... 30 9

COoNGIVNZIONE, DELLA LURA cOLLE STELLE
in tempo medio. {

£

5

(1]
—Eqn-'

7

15

3| 140 4% et - 133
8|8 mAYS5" ........ 1487
9 ngllD‘_.’......... 6 46
[ BBy A f B .. aag
11 | 466 AN 4.5} «...... q33 o
12| 8 @Ofiuca . 5° ..... 337( Inquestomese gli eclissi
12| 2@y 5. ....... 839 flei.se_xte.ll.itidi(}ipvesono
8| 48N BES . a3 | VB

1814362452 ....0.017 10
ar [Soe X 5% . c..en.. 1048
22 [troo X 52 .........18 %
95 |56y @B 4Pt 243
a5 (61 ¥ Q@4 ey, 935
25 | 6482 Q455 .. .v... g58
a5 | 68 B3 Q@5A. ... . 10 39
25 Aldebaran 2. . (... 14 28
26 14 mP5r......... 394
28 1542045 ....... 897
3 1450 Q4" « oo eneenaanbs







LueLrro 1848.
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40 Lucrio 1848.
18 &
H o § 0.2
g g Lovetrupmne prtia Lowa |Latirupine pziia Luwa ': ;g'g
3 Eg — A | |3 F ¢
- |® a a a a mezza | . 8 ]
g = meazodl . | mezranotte | mezzodl notte i’",; S
3 g medio. media. medio. media. 3 “‘-5
o . 2l 8 e 3 BN N BN b
v [sab. | 3'16°55' 38 | 3'a3"5g 16| 4"58' 88} 4" s 454] o 34
2 Dom.} 4 05723 | 4 74939 |4 2 46 55299 t 50
3 [Lun. | § 14 35 20 énl 14 5r 518251245 4| 223
4 |Mart.| 4 27 48 3 4251! 214 53] 1435253 13
5 |Meve.| 5103633 | 51652334 fx1x 4}03816 |4 o
6 |Giov.] 523 344153910390 5485} 0297108 445
Ven. | 6 5138561t 14200059 213 8]5a8
gs:b. 61712 6623 8ar ngSg 228 24 | 6 11
9 Dom.| 629 336|7 4£58% |255 6|3 1954|655
i 10 [Lun. | 71053 42 | 716 49 47 )3 4233 |4 aBo | 739
11 [Mart. | 7 22 47 16 28 46 4i } 4 2033 | 435 % | 8 24
12 |Merc.| 8 4 4§ 28 g 1052 58 | 4 47 29 | 4 56 18 | 9 1
13 |Giov. | 812 03531833 1r26)5 1475 348 |10 o
14 |Ven. | 829 25 48 | 9 543465 2 1.2; 4 56 58 |10 5o
15 |Sab. | 912 535} 918 3d 39| 44759} 43516 |11 42
16 |Dom. | 9 24 59 30 |10 1 3cr 50 | 418 53 | B 58 56 |12 33
17 |Lun, 1o 8 731 (10144621 }335%,13 g ¢ |13 25
18 |Mart, |10 21 28 11 |10 28 12 48 [ 2 39 51 | 2 8 4 |14 16
19 [Merc.f1x 5 o a2 btr 11 49 43 | 1 3413 | 0 58 46 [15 9
20 |Giov. |11 18 45 45 f1x 25 35 54 | 0 23 15 | o 14 51A[15 57
2t [Ven. 0 332 11 f o g 3028 jo 51 56A} 1 28 26 |16 48
22 [Sab. | 016 30 40 | 02532 41 fa 347 |23y 34 [17 4o
23 Dom. |1 03624 | 1 741413 846} 3387 ar 18 33
24 (Lun. | 1 14 48 xg 1ar 56 314 239|424 14 |19 a8
25 Mart. | 129 435 f2 61328 )4 41 46 | 4 54 55 aoasi
26 [Merc.} 2 1322 20 } 320303915 328 5 ¢ !g ar 25
27 |Giov. | 2 27 39 51 | 3 443 4|5 6ar |5 e 43 |a2 av
28 |Ven. | 3 11 46 34 | 318 46 55 [ 4 50 3¢ | 436 1 |23 17
2g |Sab. | 3254350 | 4 23 51 | §1730|55533 ]« »
30 Dom. | 4§ 92abagf 416 9g26}330 6|3 2 8|0 1x
31 [Lum. | 4224826} 429222223158 }2 o 7)1 3

{



Giorni del mese.

Locaio 1848,

4%

della

T
mezzo

di

medio.

PARALLASSE
equatoriale

Luna

mezza
notte
media.

della

mezzo
di
medio.

DiaMETRO
orizzontale

TN A et

Luna
a

mezza
notte
media.

Nascere
della Luna
in tempo medio.

Tramontare

della Luna
in tempo medio.

NI =~

r

3
58 ar
57 33

55 59

56 45 |56

’ "
28 g.’:
7 97
52 9
a1
55 38

rn

32 14
31 5
g! :515
0 09
30 34

rn

32 3
31 38
3t 12
30 46
30 22

0L N &

55 1
54 4g
54 26
54 14
54 12

55 a
54 36
54 18
54 11
54 14

%0 12
a9 55
29 43
a9 36
29 35

30 43
29

29 39
ag 35
ag 36

54 19

52 24
54 58
55 26
85 58

54 26
54 45
55 11
55 4a
56 15

ag 53
30 8
30 25

29 43 | 318

56 31
57 3

57 33
5g o
58 a4

26 48
7 19
57 4
5% IZ
58 35

ENENENENDN
[T IR - N -

58 44
59 1
59 14
59 a1
59 23

9

59 18
59 23
59 21

© 0 xE3 DOW: AW =0
NI B
O i x OO

59 18
59 5

59 ra
5% 56
58 32
58 1
57 a4
56 44

Effemn. 1848.
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Giorni del mese.

Giornt
della settimana.

a
mezzodi .

LorerTudiNg prLia Luwa
R T e

LucLio 1848.

a
meuat.xotte
media.

LATITUDING DELLA LUNA

mezzodl
medio.

della Luna

Passag.
pel meridiano
in tempo medio.

W SN

L]
-

- NV g
ot on e

Rz
[

N0 &g

[N
P QTN

SR -~ Q

NI = 00

TR
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» N O v »
S &

-
(3,8 ]

("ad
L=

10 27 2
5 o a

18 45 43

10 1 3t 5o
10 14 46 at
10 28 22 4§
1L 1t 49 4
11 25 35 54
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- - O
U =g

&+~ 00 000 g
338
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- Ov

3 32 11
16 30 4o
o 36 24
14 48 1
29 4 52

30 28
32 41
41 4t

'3 28

9
3
7
1
6
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13 22 20
2 27 35 51
3 11 46 34
3 25 43 5e
2 9 25 29
23 48 26
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Lociio 1848. 4%

g . |PArALLASsSE|DrAMETRO 2 g
g | AR |Declin.| equatoriale | orizzentale | ~ 273 | £ 273
— | della | della | della Luna della Luna | 53 & g- 3 8
-5 | Luna | Luna a a 8 olseT o
- nel nel et T —— A “5 | E S8 By
8 | merid.| meriq, | ™€z20 | mezza | mezzo [ mezza zZ E o §
k] ) ‘l di |notte | di | notte Il R
(] io.| media. | medio. | media. g R

b [} o ! rn rn ron rn
1|71 lg 45B|59 3 [58 43 |32 14 |32 3

a 15 52 |58 a5 |59 5y |31 5v |31 38 | 19
3| 91013 515733157 9 |31 25 {31 12 | 20
4 |ro 4| 9 4o |56 45 156 a1 |30 59 |30 46 | a1
5 f10 55 | 5 52 |55 59 [55 38 |30 34 |30 22 | 2a

-

-
mﬂ'
3 20
o ..
Pl
ovo

D B
ESN
-
-l =N~
N
S W

6 |11 44 ; g 55 2 {30 12 [30 3 | 23
7 54 36 |29 55 |29 48 | « '
8 [13 18 | 5 50 [54 26 |54 18 |29 43 |29 39 | o 2r | 11 53 ||
9 |14 6] 922 |56 14|54 11 |29 36 |ag 35 | x ‘
o 3

14 54 |12 3o |54 12 |54 14 |29 35 |ag 36

54 26 Jag 39 [20 43 | 318 | 13
12 (16 34 |17 2 |54 B4 |54 45 |29 47 |20 53 | 4 15| 14 4
13 {17 27 {18 10 |54 58 }55 11 {30 o {30 8 | 5 r1 | 14 48
14 |18 22 {18 24 |55 26 |55 42 {30 16 |30 25| 6 3 | 15 38
15 |1g 17 |17 39 [85 58 )56 15 |30 34 {30 43 | 6 52 | 16 35 |§

16 {20 13 |15 54 |56 31 |56 48 [30 52 31 1| 536 | 17 35
17 |2t 13 14 157 3 |57 19 |31 g 3t lg 8 15| 18 41
Ig 22 2 9 45 |57 33 Sg 4y |3v 25 [31 3 85| 19 4g
19 |22 58 | 5 42 |58 o |5 31 4o |31 46 | g a5 ] 205

12
20 |33 53 | 1 16 [58 24 |58 35 {31 52 31 58 | g 5y | 2a 6

21 | 048 | 3 15B|58 44 |58 53 |32 4 |32 9 | vo 3o | 23 15
23 | 1 44| 741159 1|59 8 |32 13 |52 17 | xx 4] » =
23 | 2 41 |11 38 |59 14 |59 18 |32 20 |32 22 | 5t fo | o 26
24 | 3 4v |14 53 |59 21 |59 23 (32 24 |52 25 | 12 18 | 1 37
25 | 4 42 [17 10 |59 23 [5g 21 |32 25 |32 24 | 13 3| 246
26 | 5 44 |18 17 |59 18 |59 12 |32 22 [32 19 | 13 54| 3 52
a7 | 6 45 |18 u'7> 53 5 5% 56 {32 15 |32 10 | 14 51 4 54
28 | 7 46 |16 51 [58 45 |58 32 |32 4 |31 57 | 15 51 | 549
ag | » | » |58 47 |58 1 [31 49 |3t 4o | 16 55| 6 38
30 | 8 44 |14 3t |57 4% 57 a4 |31 3r [3r 20 | 18 x| 719
31 | 9 4o |1x 23 |57 4 |56 44 |3r 9 |30 58 | 19 6| 756

Effem. 1848. 6



42 Lucrio 1848.°

I SATELLITI DI GIOVE
NON SONO VISIBILI

IN QUESTO MESE.




Acosro 1848. 43

e 2 ECLISSI
5 Fast pELLa Luwa 5 DE'SATELL. D1 G1oVE]
> in tempo medio. ] Tempo medio.
6 | Primo quartn. c e o e 0 e 0. 15h55l 1. SATERLITE. .
14 | Luna piena. .+ ... .... 853 a7 ,h,‘,'go"em,
2t | Ultimo quarto . .. .. oo k44 28 | 20 9 a3
‘ B0 | 14 18 ar
28 | Lunanuwova......... 7 4o
IL Sarevirre.
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLESTELL a6 | 11 2 33 imm.
in tempo medio. 350 | o 1936 -

III. SATELLITE.

482mnn5.'........950 i
51g8xM)42.........143( 27| 12848 imm,
738y L g5 ol 894

8| 8¢ Ofinco 4. 52 ,....1135
8lafmmys5s........164y

4481550 .........1017

154300455 ....... 03

Bl8eX 55 ... 438

Bl g8 X5r.........1320

2L | 54y Q5.4 . 000...1313

2L |61 8 Q4 e 15 3

AU 164 P Q45 .......153

21 | 976 Q8*.........1655

ar Aldebaran 1. ......20 2

22 ltof m @5 ..ee..... 911
2% | 5420455, .......1515
27 | 14004 eovvevv. 650
271312 Q52 ... 18 ¢
20| 581 3. 4*.......2038
' 590 3.42......113g




44 Acosro 1848.

slgd & {$s1], s
g 'E 24 Temro Teuro | TeEmro <R §
L B ‘é‘g medio sidereo { -sideteo 3 > g% >
'gd"g.‘;gia a a a .‘eg‘.gfl)&
o | o= O mezzodi mezzodi mezzodi =8 |ETE
E{1%] | vero. Y ‘vero. | medio. | &2 |57 3
AR k; {£° “
: -;h‘vnih_rn LI} IR NE
atf| 1 [Mart. | b 6 o.i% 8 464761 8 4o 46,91 § fo | 720
213| 2 Merc.| o 5 555| 8 50 4o,29| 8 44 42,76| 4 42 | 7 18-
216 3 [Giov.| b 5 51,06] 8 54 52,54| 8 48 Bg, 52| 4 45 | 7 17
217|° 4 [Ven. | b 5 467 8 $8 23,79| 8 5a 3589| § 44 1 7 16 ;
218 5 [Sab. | b 5 41,36 9 2 14i62| 886 33,43] 4 45 | 7 15,
. 4
19 G‘rDo'm. o 534929 6 4,82 9 o028 446 |7 “ﬁ
20 2 Lun. | o 5 27,08] 9 9 54,43| 9 4 25, 4 4481712,
day Mart. | o D 20,43| 9 13 43,40| & 8 20,09] 4 49 | 7 11
222) g |Merc.|o 5 13,28] 9 17 31,97| 9 13 18,6¢| 4 50 | 7 10!
Al 223| 10 [Giov.|© 5 3,54| g at xg,'gg 916 15,20| § 52 | 7 8/
i — : J
224| 11 |Ven. |0 4 54,33 9 25 6,58| 9 20 v145]| % 53 | 7 7!
225| 12 [Sab. |0 4 44.34] 9 28 55,21 9 24 of 4 557 g
226( 13 [Dom. | o 4 33,88] 9 32 39,49| 9 28 4,86] 4 56 | 7 4
227| 14 [Lun. [0 4 23,8g| 9 36 25,03 9 3e. 3,41] 4 58 | 7 2
228 15 [Mart. |0 4 1x, 3 9 4o 10,01 g 35 59’961 4§ 5|7 1
: i
229 16 |Merc.| 0 3 59,36] 9 45 54,44 9 Bq 54;52] 5 o |7 o]
230| 17 Giov. [0 3 46,7%{ p 47 .38,42 0 435108/ 5 1 6 59
231| 18 (Ven. | o 3 33,68| g 51 a1,89| 9 47 463| 5 3|6 57/
232| 19 [Sab. |0 3 20,'6| § 55 %,88| o 51 45.8( 5 4|6 56!
233 20 [Dom. |0 3 6,14] p 58 .47,38| 9 55 :4a,78] 6 5 6554'
234| 21 [Lun. | 0 25|‘;6'10 22‘43‘- 59 3 5:57 653!
235[ 22 |Mart. |0 2 36-,73 0 6 3:65 1 3 S.Z:s‘ 5 8|6 '52i
236| 23 |Merc.| 0 2 21,4610 g 52,2510 2 50,52 5 10,6 50!
237| 24 |Giov. [0 2 5y72|10 13 353,00[10 11 26,95] 3 11 | 6 49|
238| 25 |Ven. | o 1 4g;60{10 17 1340|710 15 '25:gd 513|647
23g| 26 [Sab. | © 1 33,09|/10 20 53,3g|10 19 20405| 5 14 6 46|
240| 27 |Dom. |0 1 16,28 10 9'4'33:33 10 23 16,’6:‘ 516 |6 44|
241| 28 |Lun. {0 o 58,90/10'28 .12,23|10 37 13,16] 5 17 | 6 43!
242| 29 |Mart. | © o 41,3010 31 51,1210 31 g,71] 5 19 | 6 41,
243| 30 |Merc.| o o 23,3510 35 29,68|10 35 '6,26] 5 21 | 6 39 |
244| 31 [Giov.| o o B§,07{10 39 7,89|10 39 2,82| 5 22 | 6 38
R .




Agesto 1848.

45



46

-AcosTo 1848.

— —
. ] sk
§ g _LonérrupiNg pELLa Luma [LarirupineperraLvia Eﬁ 'g
- ’ =] o
'—g'_ g% e ————— i —— E’gb:
- |3 I a a a mezza ‘.EE
£ | =| merzodi | mezzanotte | mezzodl |- notte 3'”*3'.3
S| <| medio. media. medio. | media. it
f — r
3 ° ° b :
ifmert. | 5% 5°51 n"‘ 5215 a1 27 4A o 63 18| x 51
2 [Merc.| 51834 1|5 24 48 27 15 o 14 4oB| 2 38 §
3 |Giov.| 6 058 406 7 04 12034 | 3 23]
4 |Ven. | 613 818 |6 19 44 1 5‘.55 23147 |4 6]
5sab. {635 5 o7 1 342 |24956]316 7449
6 [Dom. - 6 59 27 7135454 340 914 145533
Lun. 7 18 50 39 g 24 47 42048 | 1437 6| 618
gMart. g.04536~ 6 4 4502815 043|7 418
g |Merc.| 8.12 49 o | 818 55 1 |'S 9435 11 18 g
10 |Giov.| 8 25. 4 56 |9 11838 | 51121 |5 444
11 |Ven. 36 38 1359 9|5 023 | 4 49 13 959
12 [Sab. : g'nz 26 19 g 26 58 14 | 494 17 | 4 Ig 35 |10 23 §
13 |Dom. |10 3 34 53 1010 16 8 | 3 53 14 | 3 a7 25 |11 16
14 |Lun. |10 T 49 {10 23 51 fo | 2 58 25 | 2 26 33 |12 8
15 [Mart. |11 045 19 J1r 74923 | v 5212 | 11552 (13 o
16'Mérc.n_ 4227 11 21 45 -3 | 0 38 9 | 0 0 30A[13 52
17 |Giov. |11 28 49 44 o 556. o 039 18A| 1 17 4o |14 44 §
18 |Ven. o'|3 526|020 1137 | 15455 a3 31 [15 37
19 [Sab.. | 02730 9 {1 42841 |3 345|334 8|16 30
20 [Dom. | 1 1136 51 | 1 18 44 21 | 4 1 10 | 4 24 24 |17 25
ar {Lun. | 1 2550 55 | - 2 56 16 | 4 43 32 | 4 58 16 |18 a1
22 [Mart:| 2310 o 7| 217 214 |5 8326 ]51355 191
23 [Merc.| 224 221 |3 1t o015 | 514 41| 5 10 50 |20 1
24 |Giov.| 3. 755 43 | 3 14 4828 | 5 238 4 49 46 |as
25 Ven. | 321 38 ar | 323825 7| 433 2|4 132 34 |2
26 |Sab. |- 4 5 837 | 4114839 | 34846 |3 22 1 |22 55
27 |Dom. | 4 18 25 42457 44 | 2 52 47 | 2 ar 31 |23 44
a8 Tun. | 5 12636 |5 75138 | 1 4841 | 11445
29 (Mart. | 5 14 12 51 | 5 20 30 18 04014 |0 53103t
| 30 |Merc.| 526 44 7] 6 25428 | 028 57Bf 1 2 45B| 1 16
. 51 |Giov.| 6. g 1 36| 6 15 549 135333 7 2|2 o
|




Acosto 1848. 47
CARALLASSE VIARBRETAROV

AR. jDechiu.| = equatoriale orizzontale v e
della | della } della Luna | della Luna % a g § g
Lm}a Lnlia a a , §': 2, E‘: g,

ne‘ ne. T e P e, z: E E
merid. | merid. m;gzo '::;’: mfizizo ":3:3 o 8 93 3

medio. | media. | medio, | media. - -

L o ! r o 'n r.n ' ( - 12 o .
s 33 | 7 44B|56 2§ |56 4 |30 47 |30 36'| 20 10'| 8 a8
1 a3 g 49 |55 45 |55 zg 30 26 |30 17 | ar 8 58
12 13 | 0 12A]55 vt |54 56 |30 8 |30 o | 22 9 1
1259 | 4 6 |54 43 154 32 |29 53 |29 46 | 23 9| 9 5%
1346 | 7 47 154 24 |54 18 |29 42 [ag 39 | « '« | 10 22
14 34 |tx 56 |54 14 |54 13 |29 36 {29 36 | o 8 | 10 5a
15 23 |13 55 |54 14 |54 19 |29 36 |39 38 | 1 6 | 11 25
16 13 |16 g |54 a5 |54 34 29 42 [20 47 | 2 3| 12 1
1751§59 54 45 |54 59 [29 53 |30 1| 258 | 13 41
17 58 |18 18 |55 14 |55 3r |30 ¢ |30 18 | 353 | 13 ag
18 53 |18 1 |55 50 |55 10 |30 29 |30 4o | 4 43 | 14 a3u
19 49 |16 43 |56 31 |56 52 {30 51 |3t 3| 5 28 ] 15 23
20 45 14 26 |57 12 |59 32 {31 14 [3v 25| 6 1r | 16 26
ar 42 |tx 15 |57 53 |58 10 |31 35 |31 45 | 6 50 | 17 3a
22 38 | 7 21 158 27 |58 42 131 55 132 31 » 26 | 18 4a
23 34 | 2 57 |58 54 5 |33 32 15 59 | 19 94

o 3o 34ZB59 14 ggno 32 ag 32 23 gﬁg at 5
1237|613 |59 25159373226 (3227 9 23 15
2 24 |10 22 |59 28 |59 27 |32 28 |3a 2% 9 4% 23 ay
3 a3 113 52 159 24 |59 20 132 26 132 25 l 1020 | » »
§ 23 16265145375220 321611 3| o038
5 24 |17 56 |58 59 |58 5o {32 12 |32 7 | 11 Bo | 1 45
6 24 |18 15 |58 40 |58 ag |32 2 |31 56 | 12 43 adg
ga‘ 17 24 |58 18 |58 6 |31 50 |31 43 | 13 4x | 3 4

22 |15 ag |57 55 |57 39 131 36 13x 28 | 14 43 | 4 34
9 18 |ta 43 |57 25 |57 10 |31 20 |51 312 | 15 47 | 5 16
10 11 | 9 19 |56 54 5(7539 3t 4 |30 56 | 16 4 5 55

« | s « |56 23 |56 30 47 |30 38 | 17 52 6 a9
11 2| 5 3r |55 51 |55 35 (30 a9 |30 ar | 18 58 | 6 59
11 50 | 1 32 |55 20 |55 6 (30 13 |30 5| 19 59| 7 97
12 4o | 2 26A154 53 |54 41 [29 58 |ag Br 1 20 57 | 7 54




" POSIZIONE DEI SATELLITL'D} GIOVE.
M&m-n .




SErTEMBRE- 1848.

49

Effem. 1848.

e —— —
= - - ECLISSI -
E Fast orria Luma 1 S DE’SATELL. DI GIOVE
i) in tempo medio. S Tempo medio.
~ 5 | Primo quaﬁo ...... .- 9" 20! 1. SATELLITE.
fena.......... 85 by
12 Lu!fa piena 18 55 | o 65 imm.
19 | Ultimo quarto + . ...... 1034l 3| %3520
4123 351
26 | Luna nuova _ 23 12 ¢ 136 5 18
8| 1t o149
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE 10 5 29 14
in tempo medio. 11 | 23 57 4a
13118 26 8
15 | 12 54 3y
1|8 mNp)5*........ 658 17] 722 1
| o8 %1 42 aafofl 19| r5ra8
91(]1-.... ..... 20 20!95(
3138y 4.5 .......16090 22 144(8320
2
4| 80 0fiuco 452 ... .. 1943 24 32547
S5la4MMydr..0c.0n.. o 57 a7 | 22 13 ag
15 |20 .52 ... ... 037 39 | 16 415
15| 65 # Balena 52.. ... .. 14 46 21.?;“31.!:11‘8.
k m.
17 | 56795 4% 9 af| |N¥Em
17618 Q4a. ..., 20 50 9| 1611 4
o6 s . 5 13| 518 7
,17 4 84-. e o e s e e 2 1 16 !84534
7 lg7695 L. . 22 4o ag 8 3 28
: 23 | 21 19 49
18 Aldebaran e 43 || - a7 | 10 36 54
18 [1ofmQPS*......... 1441 30 | 23 54 28
‘20 | 54A04.5%........2050 III. SATELLITE.
21 |68 kOB .00 333 3] 5a 2imm.
. 10 a5 14 .
B3| 140Q 4% o gl 121733
26 |15 3. 4%.......1854 24 | 17 31 22
27 | 5e oMY 4. 55 .......a1ax 24 | 30 52 53 em.
29 |8 x4 ........ 557 1V. SATELLIYE.
2| 4 49 12 imm.
2| g 19 19 em.
18 | 22 49 15 imm.
I 19| 322 a5 em.



Sbrtimsie 1318,

ooy

L Giorni dell’attno.

della settimans;

Ven.
Sab.
Dom.
Lun.
Mart.

TT zikro
medio

a
Imezzodi . )

vero.

E

Temro
sidereo
a -
mezzodi
vero.

Teuro

sidéreo

a
mezzodi )

medio.

Nascere del Sole

a tempo vero.

_ del Sele
a tempo vero.

Tramontare'
|

L R}

23 59 46,46
23 59 27,54
23 5o 8,34
|a3 58 48,88
23 58 29,16

b0

10 43 £5,79
10 46 23,37
10 50 _ 0,68
10 5% 37591
10 57 14,48

h
10

10
10
S

10
1o

42 54,3
46 55,92
%9 g?’iz
5% 49,02
58 45,57

trovortnon,
(2

OO\ 8\8’~

v
-

(= K- ¥ ¥ Y]
PR

(1]
(-]

7 {Giov.

10

Ven.
Sab.
Dom.

Merc.

23 58 9,22
23 57 49,05
123 57 28,61
23 59 8,3
23 36 49,41

¥t o 51,05
1

R
11 11 39,44
11 15 152

11
11
11
II
Il

2 43,13
6 38,63
1o 35,2%
14 31,98
18 28,33

U -

- X Y- XX

11
12

13
Y

Ven.

L.
Mart.
rc.

Giov.

23 g(é 96:25
23 5,59
23 55 44,54
23 55 23,41
23 55 2,23

11
11
11
I
11

18 50,86
23 26,39
26 51,84
29 37,20
33 IZ,52,

11
11
11
11
11

22 24,89
;6 ang4
0 17,
3 145

f1,10

Gronnnr | Crori Ot

16
8
19

20

5 |Sab.

Dom,
Lun,

23 54 41,05
23 54 1 »87
23 53 58,0
23 53 37,61
23 53 16,58

Il
11
1
1

I

36 47,83
4o 2§,|~4
43 58,49
27 33,87

I g3

11
17
18 4
11
11

43 7»_‘65
g6 4530
o

53 5033

57 55,8%

'mmmmm

JeN SN\ SN

(23 52 55,63

23 52 34,78

. [23 52 14,06
m. [23 51 53,4
. 123 51 33,08

11
11
12
12
12

-

54 44,87

20,51
1 56,30
5 32,22
9 835

13
I3
12
12

12

1 50,41
5 46,96
9 459 7
13 40,06
17 36,62

Gv v W

. [23 51 12,86
. [23 50 52,85,
. |23 50 33,05
. |23 50 13,48

23 &9 54,17

12
12
12
12
12

12 ‘4960
16 ;l,oﬁ
19 97,77
2 34,3
27 u,gg

12
12
12
12
12

2% 3519
a5 ag,72
ag 26,27
33 22,82
37 19,37

L CODUNGY | 0 ™ O O




2k
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VSB'I‘TF:K'BRE -1848.

53

1

g AR, |Dedi PARALLASSE| DIAMETRO ;_g ;_g
A eclin.| equatoriale | . orizzontale So.|lf83
,_a, della | della d:slla Luna | della Luna gg g|s5e
5 | Luna | Luna a a REPES g': g
‘a ne:d uel .| mezzo mezza | mezzo | mezza | % 3 § g% E
& |mend. mend. 4i | rotte | di |motte | T |EHT
R | " | medio. | media. | medio. } media. A .8
o I r_n rn I n | I} ]
b t5 Jg 6 14A|54 30 |54 a1 |ag 45 39'4:;' ar 58 8 24
a2 9 42 |54 15 |54 11 [29 37 29 35 | 22 55 | . 8 53
3 u 3 |12 45 |54 8 |54 8 |ag 5% 29 53 | 23 52| 9 24
4 115 55 115 13 |b4 11 |54 16 |ag 35 |29 38 * 9 57
5 |16 43 |17 2 |54 24 |54 34 |29 42 {39 47 | -0 49 | 1037
.6 |17 35 |18 3 {54 47 55 a|a 54 (30 3| 14t | 120
7 18 ag [18 11 |55 19 |55 39 39 12 {3023 | a ng I2 10
8 |19 23 |17 23 |56 o 56 23 |30 34 |30 47 | 3 20| 13 5-
9 |20 19 |15 35 |56 48 [57 13 |3 x |31 14 3114 7
10 |21 15 |12 50 |57 38 [58 3 131 28 |31 4v | 4 44| 15 13
11 {22 12 | 9 15 |58 28 [58 S0 |31 55 |32 7 | 5 22 | 16°ar
12 {23 - 9 | 4 59 |59 12 |5g 30 |32 lg 3229 t 5551 17 34
13 ].0 6| o 20 |59 46 |59 59 |32:38 132 45 | 6 30 | 18 46
15| 1 4|4 24Bj6o g [60 12 |32 50 132 54 | 5 6] 19 59
15| 2 31851 |60 17 |60 16 |32 55 |32 54 | 7 4o | ar 14
16| 3 3 |12 43 |60 12 |60 5 |32 53 |32 48 | 8 20 22[26
17 | 4 é 15 41 |59 56 [59 44 {32 43 |32 37 | 9 2 | 23 36
18 |5 17 34 59 30 [59 15 [32 29 |32 a1 | 947 | * =
19 | 6 6 (18 14 [58 5g [58 41 |32 12 |33 2 | 10 39 | o 4t
20 | 7 6 |17 44 |58 24 58 6|3t 52 |3r 43 | 1t 36 1 39
a1 | 8 4 |16 10 |57 48 |57 31 |31 33 (3¢ 24 12 38.| 2 31
22 | 8 59 113 42 |57 14 156 57 [31 15 |30 1339 315
23 | g 53 |10 33 |56 4t {56 ag 30 57 130 48 14 11| 354
a4 |10 44 | 6 55 |56 10 |55 55 {30 4o [30 32 | 15 44 | 4 a9
25 (1133 | 3 2 |55 41 |55 27 |30 24 |30 16 | 16471 5 o
26 |12 21 |0 57A 55 14 |55 2 |30 ‘g |50- 3 | 1746 | 529
27 | » = | 54 50 {54 39 |29 57 |29 50 | 18 45| 5 58
28 113 ¢ 4 4() 54 ng 54 20 |29 45 [29 4o | 19 46 | 6 2
ag 1357 1.8 27 |54 13 |54 7 |29 36 |29 33 [ 20 45 | 65
30 (14" 45 11 40 |54 3 |54 o |29 3o 29 29| 21 43 | 7. 24
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' Okropnt 1848,

Fas: pErea Luwa
in téinpe medié.
- )

P _a

- ——

55

: GYORN1.

- ECLISSI
DE’SATELL. Bx G1ovE
Tempo medio.

& 5 n ot | 6o

1 Luna nuova .. .

Pﬁm l]uar“ DR} % 2"57‘ K
Luna piena. .. ...... . 43
Ultimo quarto, . . .. ... 19 ‘

Genes e 5 25

GoNSIONZIONE DELLA LUNA ¢0LLE SToLLe)

in tempo medio.

2 cee 3
2 {2 m MMy 52 . ev. Bapd
Bl450 =450 ...... 20 4p |
1 BoeJ{S.'..........nIiB
I8 X8 ... ivil g 0
S {5y 9540, 2by]
B 6 I Q4. voo b )
15 643 QL5 ... ... 5 ¢

15
x38

15 596 Q 53, v.. 62pd
15 ] Aldebaren 12 .. ..., . g %o

rfmQPEr.. ..., .22 b

B4ATI 5 83 v.uns. 2458
ar ] Bra ) 5> . 6 20
a3 58I 5 4% ... 9 5% |
B RLLE D E LIS
254 5r oY 4. 500 ... 35y
216‘ o8 xHP4"..... % 12 29
R R ERN A LA 4
294 89 Ofuco 4.62 .+... g3y}
29 | 24 m Iy 5 .. . 14 58 |

fpuagey

| 8 ¢ OBuco 4. 5% ..

* »

g&EEGEse v

ROV

{ SATELBITE.

1 mlty S$mm.
5 38 g1

o 2

1 18 35 28

13 3 4y
73 g
2 0 29
90 ‘48 53
14 %
925 33
5 85 bi
a2 3 14
16 8o 31
1- 18 5:

© lg 30
864

l'l $A'rat.um:. _
11 a5 imm,

iIL. s;;gmm
YR imm.
o 5? 44 em. .
118 6 imm.
4 49 45 em. .
5 16 96 imnm,
8 48 18 em.
lmm
m 4 ir em,
‘13 11 %, §mita.
Y6 43 52 ‘em.
IV, SATELLITE. -
X6 48 i1 imm.
21 9% o em

Yo 46 ‘5o fmm.

% 25 -1 em.




56 OrtoBre 1848.

gl 2 g . o

gl g 81 Temro TEMPO TEMPO
= |- |8 E | medio sidereo sidereo -
’g "g h] a a a
= | 3 ® | mezzodi | mezzodi mezzodi
g1 &8 = vero. vero. medio.
.S .S ] 0/;.

Tramontare:
~ del Sole ..:- .
a tempo vero. '

Nascere del Sole
a tempo vero.

ooy _n B aon LI AN /]
1 |Dom. |23 49 35,13|12 30 49,34|12 41 15,92
2 |[Lun. |23 49 16,3812 34 ng,og 12 45 13,47
3 |Mart. |23 48 57,92{12 38 5,13|12 49 g,02
278] 4 [Merc. |23 48 39.79|12 41 43,50|12 53 5,57
5 |Giov. |23 48 a1,97|12 45 22,18[12 57 "2,13

4] 0!0\0"0!' )
SN ENEN BN
QI Y %‘

6 [Ven. [23 48 4,53|12 49 1,25/13 o 58,68
7 [sab. |23 47 47,46{12 52 40,69 13 4 55,23
282| 8 [Dom. |23 47 3o,g9 12 56 20,51{13 8 51,78
9 [Lun. [23 47 14,5513 o o,7813 12 48,33
o [Mart. [23 46 58,75]13 3 41,%0 13 16 44,88

Tt Ot
NIO O W

285| 11 [Merc.[23 46 43.41|13 7 22,6613 20 41,44
286| 12 [Giov. [23 46 28,5§ 13 11 4,34(13 24 37,99
28-| 13 |Ven. [23 46 14,25|13 14 46,5413 28 34,54
288| 14 [Sab. |23 46 o,47{13 18 ag,27{13 33 31,09
28g| 15 [Dom. [23 45 47,34]13 22 12,5513 36 27,64

QIO O [1 Q3O OIENEN

[= X=X
LN
= O

8’N QI&AN

»
©

ago| 16 |Lun. [23 45 34,57|13 a5 56,40[13 4o 24,30
291| 17 [Mart. [23 45 22,50|13 29 40,85|13 44 20,75
2g2| 18 [Merc. [23 45 17,04[13 33 25,91(13 48 1 ,go
293| 19 |Giov. [23 45 o,21[13 37 11,62[13 52 13,86
294| 20 |Ven. |23 44 50,04|13 4o 57,96|13 56 10,41

3888

[N Yo Yo N
© O\ Ot

ag5| ar [Sab. |23 44 40,54(13 44 44,08[14 © 6,(5;6
296| 22 [Dom. [23 44 31,73(13 48\32,69 14 4§ 3,51
297| 23 [Lun. |23 44 23,61[13 52 ar,11|14 8 o,06
298| 24 |Mart. [23 44 16,21[13 56 10,24[14 11 56,63
29g| 25 [Merc.[23 44 9,53[14 o o,09|14 15 53,17

A OM
xR\ v
PR

300| 26 [Giov. |23 44 3,56{14 3 50,67(14 19 49,73
3o1| 27 [Ven. [23 43 58,34({14 7 41,9914 23 46,28
30a| 28 [Sab. |23 43 53,88{14 .11. 34,09(14 27 42,83
303| 29 |Dom. |23 43 50,19|14 15 26,9214 31 39,38
304| 30 |Lun. [23 43 47,25[14 19 20,53[14 35 35,93
305| 31 |Mart. [23 43 45,08|14 23 14,90|14 39 52,49

Crorrrror | orrroeen Or Ot Or O O Gttt
N O 000 =

O O Ov O b BRI BN BN O O T

DO
N NN =QO
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Orrosre 1848.
—
. & | XLowciTupine Dxcmmzlmu ) va:;]‘: . dle‘furf dlém‘rili:‘t‘a: »
—_ australe . Sole o
g del Sole, del Sole d.ed"}' a della Terra i
o in 1 dal Sole |
o . a mezzodl nel mezzodi mezzodi |
h ’g a mezzodl medio. ,Vero. merid. medio. | 2 me dizo. i
S . !
1| 6 8%3 5&:5 5 xg' 47’:11 |- 012;7 * o:'.’)g 0,0001399
2| 6 9 22 58,3 3 4,8 0,97 | 042 | 0,0000135.
3] 610022 Z,S 4 6 19,8 0,06 | 044 | 9,9998847 l
4| 6 11ar 18y 4 a9 31,7 0,96 | 0,43 | 9,9997567 f
| 51 6122031,6| 453403 | 0,96 | 039 | 9.9996286 :
6| 613 19 46 31 515448 0,06 | 0,32 99995006 '}
g 6 14 19 226 5 38 45,4 - o:gﬁ o:n 9:99957a7 -
|- 61518 20,9| 6 1416 | 0,95 I+ 0,11 | 9,9992449
9] 616 17 4o 6 34 33,1 | 0,95 |~ 0,02 | 9,9991184 !
10| 617137 37| 647195 | 094 | 015 | 99989922 §
’ TPV |
11 { 6 18 16 26,5 10 0,0 0,94 | 0,99 | 9,9988666 'k
12 | 6 19 15 52:2 ; 32 54:9 o:gg)zi o:4t 9,9987419 |}
13| 6 20 15 20,1 g 55 3,6 0,95 | 053 | 9,9986181 }
14 | 6 2v 14 49,9 17 25,7 0,93 | o0 | 9,9984953 . i
15 ] 6 23 14 21,9 8 39 40,9 | 0,92 | 0,67 | 9.9983735 g’
16 | 6.23 13 56,2 9 1 48,8 0,92 | 070 | ‘9,99835'-16. j
17 | 6 24 13 32,5 9 23 48,9 | 0,92 | 0,70 | 9:9981326 '
1 6-25 3 112 | 9 45 41,0 0,91 0,67 | 99980133 |
19| 626 125231 10 7347 | o091 | o062 | 99978947 B
20 | 627 12 35,5 | 10 28 59,7 0,90 | 0,53 | 9:9977767 'H
—_— e ‘i
21 | 6 28 12 ar,a | 10 50 25,2 0,89 | 0,43 | 0,9976593 |
22 629 12 8,9 | 17 11 41,4 0,88 | 0,50 | 9,9975124 |
23| 7 o 115g0 | 1133 47,5 || 087 | 06| 9,0974259 ‘|
24 7 1051, | 11 53 45,: 0,87 |- 0,03 |. 9,9975097- .H
25 | 72 311 45,7 | 13 14 a8, 0,86 [+ 0,11 |: 9971937 |
. : —
26 311420 1235 1 0,85 | 0,23 | 9,9970778 ‘|
2 ; 4 11 40:4 12 55 n.’)Ig 0:84 o:?n i 9:996962:- '
2 7 5 11 fo,6 | 13 15 33,5 0,83 | o,40 | 9,9968469:
ag | 7 6 11 43,8 | 13 35 30,7 0,83 | 0,45 | 9,9967318
301 7 g 11 46,7 | 13 55 15,0 082 | 0,47 | 9,996617%
31 | 7 1t 53,2 | 14 14 45,9 081t | 0,46 | 9,9965029
i H
Effem. 1848. 8
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. Orronre 1848.

Giorni del mese.

della settimana.

LoNGITUDINE DELLA LuNa

mezzodi
medio.

mezzanotte
media.

LATITUDINE DELLA Lu¥a

a N
mezzodl
medio.

della Luna

g-
el meridiano .

Passa;
P

dio.

in’ tempo me

s ° r_n
7 23 1o 38

8 5 053
8 16 54 10
8 28 54 28
gu 6 g9

729 5 17
8 10 56 54
8 22 53 10
9 4 58 36

917 17 4o

4 598
5 n 35
5 14 ar
51233 |
4 56148

0 23 33 43
10 6 21 29
1933 5
111

1715 57

9 29 54 50
12 54 6
26 18 4o
10 10 10

24 28 5

4 26 55
343 9
2 46
1 38
o 22

26
36
46

9 911t
2§ 7 26
9 14 23
24 20 27

"0 56 -394}
2 13 56

DO Cr e Snaaye

P OO0 =w

CrOTENE WD




ey
Pararrassg| DiamMeETRO
Declin.| equatoriale orizzontale
della | della Luna | della Luna

Luna a a

nel e P | T —

. . d mezzo | mezza | mezzo | mezza
- | mernia. di notte di | notte

io. | media. medio. media.

- Giorni del mese.
della Luna
in tempo medio.
Tramontare
della Luna
in tempo medio. .

2 I O T '
14-224 54 o |ag 29 a9 29
16 27 g a9 31 |ag 34
47 54 23 (29 38 |29 44
1% 17 54 56 |29 51 |29 59
17 53 55 34 |30 9 |30 20

REN VD

16 33 56 20 .’)o 32 |30 45
14 18 57 13 |30 59 (37 14
(1 10 58 10 |31 29 |31 45

7 15 59- 6 32 1 |32 16
: 2 47 59 56 [32 30 |32 43

A
AN =~
Q¥ DN
A0 O

2 oB 60 35 |32 55 4
6 45 9 {60 58 |33 1a 17
3 |61 4133 20 20
14 3 6o 51 |33 18 |33 13

‘;’ 6o 23 |33 » 58

F- NSNS ]
Q0 NENEN

18 13 4 |59 43 |32 48 36
18 7 | 58 56 |32 2 10
16 51 58 7 |31 57 44
14 37 57 20 |3x 3« 18
38 56 36 |31 5 54

W oI | ~L -~ 0O

CRENEN BN BN
N AN >

8 9 55 57 |30 45 33
4 20 55 2 50 15
o 24 54 57 |3 g 0
35 5 154 34 aq 5 47
7 15 a5 |54 17 |29 42 38

4

. » 54 4 |s9 34 L1
- 53 55 |ag 28 |29 26
53 53 [29 25
55 56 |29 25 5%
o |54 7 |29 29 |29
54 a3 |ag 37




60 "Orrosre 1848.

POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.
Oriente 14b 36/ Occidente

a2 1. O 3

3. .2 .1

.
-~
. .

O|O[0]0|0|0

T.

Ik
[yl (0N
9

®)
0.
@)
Oa.
e
)
@)
Or.
- O
- O
®)
©)
@)
S)
- O
Q
@)
o .
@)
a0 .
®)
QO 1




NovemBRE 1848.

Fasi peELLa Luna

in tempo medio.

61

ECLISSI
DE'SATELL. DI GIOYE
Tempo medio.-

Primo quarto: «....... 1839

Luna piena. .« v o« .0 .. 14 12
Ultimo quarto . ....... 723

Lupanuova . « « e oo o+ . 30 B

CONGIUNZIONE DELLALUNA COLLESTELL
in tempo medio.

11
IX

) 8 O

I
‘ra

19
20
ar
22
- o4
a5
a5

30

o O or A

48A. 385 ........
43 0 == 4.5* .......
20n} 5% .00
8oe 5 ...00000
LIRS | G
56 vy 23 4.
6Ly QP4 e
6432 Q45 .......15028
776 Q5. .. .....1650
Aldebaran 1. ...... 19 42
WfmP55 . i
542045, .00
58I 3. 4%.......
MY 3.40.......
51 oIm) 45, ......
98 xlll) 4%...v.o.n.
38 y A go 58 ... ...,
8 ¢ Ofiuco 4. 5* .. ...
4mIpysSt........
OB B3 40 ...

14 51.
5 50
a1 46
9 53
18 14
13 a4
15" 4

.
.
.
.
.

-

7 52
10,45
15 35
6 53
9 4o
18 28
12 17
15 3

8 56
5 39

. 1) 26 33
' | 0 23 16

20 41 36 em.

I. SATELLITE. .
LR
0 23 imm.
Z 48 43
20 36 59
15 5«
9 33 Sg
4 153
233 9
16- 58 26.

555 o

18 51 33
13 19 48
748 7
2 16 23
20 44 39
15 12 54

II. SATELLITE.
23 30 32 imm,
12 48 25 .

a 53
12 23 26 ,

0 49
17 58 54

716 11
20 34 12
9 51 4o
III. SaTELLITE.
17 9 1o imm.

21 6 47 imm.

o 39 23 em,
1 5 oimm.-
4 37-46 em. |
5 :7) 47 imm, l
8 35 41 em. -
IV, SATELLITE
4 45 53 imm. .
26 9 em. -

z? 44 .9 imm.

3 26 g em.
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snorn  d&e_ auno

306
0

)0

309

Jio

311
Jia
313
514

315

10
5
31
1)
320

321
J22

§25

Jiorr

del rpesé

Giorni

della settimana

Merc.
Giov.
Ven.
Sab.
Dom.

Lun.

Mart.
Merc.
Giov.

Ven.

Sah.
Dom.
Lun.
Mart.
Merc.

Giov,
Ven.
Sab.
Dom.
Lun.

mart.
Merc.
Giov.
Ven.
Sab.

Dom,
Lun.

Mart.
Merc.

Giov.

Novemsre 1848.

TeEMro 1EMPO 1LEMPU N |2,
medio sidereo sidereo < ® §3 ’
a 2 SN
mezzodi mezzodi mezzodi 28 g'T»' g
vero. medio. g2 |g™¢e
LI /] a 1 n “oron a 1 h
23 43 4369|1427 10y06}14 43 20104| 6 58 | 5 2
23 43 43,09|14 31 6,03(14 47 25,59] 7 o |5 o
23 43 43,2814 35 2,75[14 51 22,04 7 1| 4 59
23 43 44,37[14 39 o,30|14 55 18,70 7 2| 4 58
23 43 46,06(14 42 58,66|14 59 15,27] 7 4| 4 56
23 43 48,67]14. 46 57,85]15 3 11,83 5|4 55
23 43 52,1(7) 1420 57,82[15 7 8,38 ; 6| 4 54
23 43 56,34{14 54 58.65|15 11 4,93| 7 8.| 4531
23 44 1,45|14 59 o0,30[15 15 1,48/ 7 9| 4 &
23 44 72,3815 3 2,8t[15 18 58,04 7 10 | 4 50
23 44 14,1515 6,16{15 23 54,60] 7 12 | 4 48
23 22 21,78{15 xZ 10,36{15 26 51,15 ; 13| 4 47
23 44 30,24[15 15 15,40[15 30 47,51| 7 14 | 4 46
23 44 39,58|15 19 21,32[15 34 44,36| 7 15 | 4 45
a3 44 49,77(15 23 28,1015 38 {o,82] 7 16 | 4 44
23 45 0,83|15 27 35,74[15 42 37,3 1744 42
23 45 12,75[15 31 44,25 15 46 Sg.g.zi ; 157) 4 4
23 45 25,%: 15 35 53,6015 50 30,48| 7 20 | 4 4o
23 45 3g,11|15 4o 3,80|15 54 a7,04) 7 21 | 4 32
23 45 53.56115 44 14,84115 .58 25.5al 7 22 | 4 3
235 46 8,83[15 48 26,71]10 2 20,15] 7 23 | 4 37
23 46 24,92[15 52 59',%9 16 6 16,701 7 24 | 4 36
23 46 41,80[15 56 52,89[16 10 13,26 725 | 4 35
23 46 59,48(16 t 7,16{16 14 9,81 7 26 | 4 34
23 47 17,0216 5 22.20l16 18 6,39] 727 | 4 33
23 47 37,13[16 Q 38,01[16 2z u,y5| 7 28 | § 3z
23 45 57,03[16 13 54,5316 25 5q,49]| 7 29 | 4 31
23 48 17,66/16 18 11,78|16 29 56,04| 7 30 | 4 30
23 48 38,97/16 22 29,71{16 33 52,60 7 31 | 4 29
23 4o 0.03116 26 48,2916 37 49,16] 7 32 | 4 28
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64 .Noveuezx 1848.
$| s : EEE
g g LoxerrupIsE pELna Luna |LarrrupixssziraLuna E'é
] ) ’O
g g'% e e e et %:g o
- |3° a- a a: a mezza ?EE
g = mezzodi mezzanotte | mezzodl notte g’ =3
a1 = medio. media. medio. media. 3 Beg
" ] b
t Morc. | o° 5736 34 9:522' 1| £ 55 20B| £ 42 18| 3 56
a |Giov. | 9 19 4538 | g 2b §2735 | 4 934 | 4 45
3 |Ven. |10 9 50 837 g3 48 36 | 32437 | b3
g Sab. |10 14 5o 11 10 21 18 42 | 2 57 46 | 2 28 16 | 6 23
Dom. {10 2753 12 f1z 4§34 9 | 15620 | 12232713
6 |Lun. |ty 1121 54 |x1 18 16 44.{ 046 4o | 0 g4o | 8 3
g Mart. |11 25 184 o 217 a 28 4A tv5v521 8 55
Merc. | o g 017 64 14320 | 21933| 949
9 |Giov.| o 24 53 31 2 835 |a55461|3 ag 17 |10 45
10 |Ven. | 1 945 41 | £ 172538 | 353 ar| 417221143
11 |Sab. { 135 6 1|2 246ar| 43645 451 7112 44
12 [Dom. | 2 1024 5t {218 o 9! 4 o1a |5 355|153 46
13 {Lun. | 3253058 |3 25615 |5 a0 | 45539 |14 4
14 [Mart. | 3 1015 8 | 31737 | 544 10| 4 28 30 |15 4g
1b [Merc. | 324 31 31 | § 128 30| 4 837 | 3455t |16 41
16 |Giov.} 4 818 2| 415 o021 |3 1935 | 25118 [17 34
17 {Ven. | 4 21 35 49 | § 28 4 56.) 2 at 11 | 1 49 42 l8 23
18 [Sab. | 5 428 14 | 51046 17} 1 17 18 | o 44 24 g
19 [Dom. | 5 16 59 43 | 525 g 7 | 011 23 ont»24B195
20 |Lun. | 52915 4|6 518 5| 053 35B] 1 2§ 55 2057
a1 (Mart. } 6 11 18 48 | 6 171736 | 1 55 o | 2 23 38 |a1 a0
22 |Merc.| 6 23 14 58 [ 6 29 11 19 { 2 50 32 | 35528 22 3
a3 |Giov.| 7 5 7 o | 711 320|338 10358 ag 22 47
24 {Ven. | 7 16 57 35 g 22 52 59 | 4 16 10 | 4 31 3 |23 32
a5 |Sab. | 7 28 48 43 44453 44359 | 4 5152+ =
26 |Dom. | 8 10 43 53 | 8 16 39 36 | 4 57 33 59 59 | 0 18
27 |Lun. | 8 22 38 16 | 8 28 38 2 45;6 25252 1 5
28 |Mart. | 9 439 6 | 91041 39) 4472643640 | 53
29 |Merc.| 9 16 45 57 | 922 52 16 | 422 43 | 4 539 | 2 4a
30 |Giov.| 929 056 10 51218 | 3453, | 323 45| 3 3x
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P-
. g 4 PAnn.LAjss DiAMETRO _g K]
AR. |Declin.| equatoriale orizzontale - e2eg
f della | della dg;‘la Luna della Luna gg g|sS5§
5 | Luna | Luna a, a g o 87
g | mel | mel e [mezza | mezzo | mezza 2'-"3 g 5% g
8 merid:|merid. | 74,7 | otie | dl | notte B3 |EeS
S medio.| media. | medio. | media. .58 g
LU ISR R TN I B S ) LI oy
t '8 4o {18 18A]54 37 |54 51 29 49 |ag 57 | 23 54 | 8 44
a (1933 1720 |55 7 |5525 (30 5 [30 15| « o 9 39
3 |20 26 [15 3o |55 46 |56 g |30 27 130 39 | o 34 | 10 3g
4 |21 20 |12 47 |56 33 |56 59 |30 53 |31 6 111 | o1t 4x
522 13 | 9 19 |57 27 |57 55 |31 22 |31 37 | 1 47| 13 46
| 6[23 8] 512 ]58 24 [5853 |31 55 32 g | 2191355
7 710 4] 03715922 [59 49 |32-25:132 39 | 252 |15 6
811 2] 4§ 10Bj6o 14 |60 37 |32 53 (33 6| 3 a8 | 16 19
9{2 2848|6056 (61 11 {3316 13324 | 4 4| 17 36
30 | 3 4 |12 53 |61 a1 [61 26 |33 3o |33 32 4§ 43 ] 1853
1|4 16 3 |61 26 |61 21 (33 32 (33 30| 529|320 6
13 |5 :2 17 58 [61 11 160 56 |33 24 |33 16 | 6 90| 21 16
13 | 6 20 (18 29 |60 38 160 16 |33 6 [32 54| 5 17 | 22 17
LA 14 | 7 23 |17 41 |59 5x |59 24 {32 40 |32 26 | 8 16 | 23 1o
151823 |g 44 158 56 |58 a7 |33 10 |31 55 | g ar | 23 55
16 | 9 19 {32 56 {57 587 {57 30 {3039 {31 23 | 1026 | = =
17 [ro 12 [ 9 30 |57 3|56 37 [5t 9 |50 55 [ 11 29| o 35
18 [tr 2 | 544 |56 13 |55 51 {30 4t |Bo29 | 1232 1 8
19 f1v 5t | v 47 155 3t (55 13 |30 18 {30 9 | 1333 13
~20 |12 38 | 2 114{54 57 [54 42 |30 o [ag 52 | 1432] a g
21 |13 25 | 6 o |54 29 |54 19 |29 45 |29 39 | 15 31| 2'35
aa |14 13 | 9 32 |54 vr |54 2 29352931116 % | % 1
23 |15 1 |12 4o {53 59 {53 55 Jag 28 {ag 26 }-17 30 | 328
24 [15 50 |15 16 |53 53|55 52 {ag 25 [2g 24 | 18 28 | 3 59°
25 |« | « «[5353 |55 55 [ag 25 |29 26 | 19 a3 | 4 B2
26 116 4o [17 10 |53 58 {54 a2 {29 28 {29 30 | 20171 5 9
27 |17 51 {18 18|54 8 |54 16 [2g 33 {29 38 | ar 7| 55
28 |18 24 |18 35 |54 24 |54 34 |29 42 |29 47 | 21 54 | 6 4o
29 (19716 |17 57 |54 45 |54 58 |29 53 |30 o | 223 35| 7 33
30 |20 9 |16 25 {55 ra 155 28 (30 8 {30 17 { 23 12 | B 3o
lm;
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g : g ECLISSI’
? Fast pzuza Luwa g DE’SaTELL. DI GI0
7] in tempo medio. 3 Tempo medio.
3 .| Primo quarto ..... 8h4a! I. Sarerirre.
10 | Luna piena. ......... 0 20 2 gb4l'l5"imm.
16 | Ultimo quarto.. ...... 23 50 41 4 928
‘a5 ‘ ; . 5| 22 36 45
25 | Luna nuova . ........ 4§ 59 * 7l1y 6 1
— * g | 11.34 20
11 6 a 36
CoNGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE W3 o 30 53
dio.
in tempo me 14| 1859 ¢
. « 16 | 13 gg 22
' 181 754
? 48 A ,6 50. ..... ¢ 0o .0 21 41 20 2 24 a2
B BA=4r i 17 21 | 20 52 19
5| 80 e )} 52 1a 5o » 23 | 15 20 38
o....~o....9 .95 9485
9% y2342....... 0ba ag 42%
28 | 22 32
9 6585.’.....-...0.. a2 %o +« 30 17'555
961y REt . a 34 II. SATELLITE.
9164845 ..00... 256 31 23 95%lmm.
- : * 12 22 1
9| 68¥ 5. ...... . 335 lz L 45 4t
9|77695. ...t fa7flx14]25 3 5
Aldebaran 1.t 1 18 | 421 35
9 D o o s 0 0 0 o o 7 [+] » 21 17 39 2
9gliofdmPs2.........1915 25| 6 57 36"
14 |31eQ 52 .00 2027 28 2015 8
15| 4 ’ a III. SATELLITE.
70840 e 73|l g 9 o0 50 imm.
16| 58M) 3. 42....... 22 25 || « 5| 12 gg 51 em.
* 13 | 12 20 1mm.
18 51611114.5.'.......162 « 12 | 16 31 28 em.
20 | g8 x1) 4. ..o 045 219 165§§Sxmm.‘
= 1 20 28 59 em.
| Wy L gt 6 37 ng 20 53 21 imm,
23 | 8 @ Ofiuco 4.5 .....ar 5y 27 | o 26 4o em.
a3 | 2fmmpy 5°........ 316 Iv.s%mum.
: #» 11 | 16 43 31 imm
29 ‘481.,55.‘..........517 n 3'2557em
3t faon 52 .........1235] s 28| 1041 46 imm.
i : ' » 28 | 15 26 22 em.

—
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slg| s B .
g § 31 Temro TeMro TeMrO ] g %
R ol - medio sidereo ‘sideves. | T P |&83 >
] ) = s ~ S
o |w|S%T a a 9 -l
e | ox | D 2| mezzodi mezzodi | mezzodi | & g . E -
g ‘ g = vero. vero. medio. g8 T8
213 -0 | S =
by LU AT} LI A 1] hr_.llF
336] 1 |Ven. {a3 49 23,55|16 31 5,52/16 41 45,71} 7 3B'| 4§ 27
337| 2 [Sab. {23 49 46,76|16 35 27,35(16 45 42,27 7 33 2 2
338| 3 |Dom. [a3 50 10,56|16 39 47,7816 49 38,83] 7 3% 26 |
339| 4 |Lun. [23 5o 34,94|16 44 8,70[16 55 35,38] 7 35 | 4 25
340| 5 [Mart. {23 50 59,8716 48 50,%4 16 57 31,94] 7 36 | 4 24
341| 6 |Merc.|23 51 25,34116 B2 532,42{17 x 28,49] 7 36 | 4 24
342 g Giov. [23 51 51,28(16 57.14,99|17 5 25,05 7 37 | 4 23
343 Ven. [23 52 17,68]v7 1t 38,0217 g 21,71] 7 gg 4 23
1 344] g [sab. |23 52 44,53}12 6 1,50[17 13 18,17] 7 4 22
345| 10 [Dom. (23 53 11,40l17 10 35,41[17 17 14,7g 7 38 | 4 22
346| 11 |Lun. [23 53 39,48{17 14 49,72|17 21 11,28} 7 39 | 4 21
34; 12 |Mart. [23 54 7,53 1;_- 19 lg,Zr l; a5 7,84} 7 39 | 4 21
348| 13 |Mere. |23 54 35,91(17 23 39,4317 29 4.40| 7 4o | 4 20
349 xé Giov. [23 55 4,60[17 28 4,76|r7°33 1,96] 7 4o | 4 20
350| 15 (Ven. |23 55 35,60{17 32 3o0,4o[17 36 57,52| 7 4o | 4 20
351| 16 |Sab. [23 56 2,84[17 36 56,39|17 4o 54,08] 7 41| 4 19 h
35a| 17 {Dom. [23 56 32,31{17 41 22,38|17 44 50,64} 7 41 | 4 19
353 lg Lun. {23 57 1,07|17 45 48,69(17 48 47,19| 7 41 | 4 1
354| 19 |Mart. |23 5g 31,80{17 50 15,14|17 52 4%,75 742 |4 !g
355| 20 |Merc. |23 58 1,75|17 54 41,93{17 56-40,31| 7 42 | 4 18
356| 21 |Giov. |23 58 31,8017 5§ 8,42(18 o0 36,86( 7 42 | 4 18
3571 22 |Ven. |23 59 1,87|18 3 35,1318 4 33,4a| 7 42 | 4 18
358 23 |Sab. [23 59 31,98[{18 8 1,88/18 8 29,08| 742 | 4 18
359| 24 |Dom. | 0 o 2,07|18 12 28,61|18 12 26,54| 7 42 | 4 18
360| 25 |Lun. | 0 0 32,09]18 16 55,2718 16 23,09] 7 41 | 4 19
361) 26 Mart.| o r 2,01{18 21 21,82[18 20 19,65] 7 41 | 4 19
362| 27 Merc.| o 1 31,77[18 25 48,22[18 24 16,21 7 41 | 4 19
363| 28 [Giov. | © 3 1,36{18 3o 14,45|18 28 12,796] 7 4o | 4 20
364| 29 |Ven. | o 2 30,74|18 34 10,4718 3a g,gn 7 4o | 4 20
365 30 (Sab. | o 2 59,87[18 39 6,22/18 36 5,88| 7 39 | 4 2
366] 31 Dom. | o 3 =8,71[18 43 34,7118 4o 2,43| 7 39 | 4 2
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e s e et

o S Lo
E vLononunum DEGLINAZIONE Vﬁ:{f:' LaTre. | d%??i:tﬁ.
—_ australe decli del Sole| "4 11 Terra
] del Sole del Sole el B erre
] in 1 dal Sole |
. a mezzodl \ mezzodi

8 odi medio vero, el 1 edio. | @ mezzodi
8 |2me ¥ merid. medio.

3 .

’ron ° 1 i '
1| 8 9°27 56,2 | 21 53 5.4 = 0,37 |+ o:'zo 9,9936804
2 8 10 28 49,8 | 23 2 n,g o,3§ 0,08 | 9,9936133
3| 81129 44,2 | 22 10 34, 0,34 |- 0,05 |  9,993548+%
41 8 12 30 39,3 | 22 18 §o,4 032 | 0,18 | 09,9934848
51 8 13 31350 | 22 126 20,3 03t | 030 | 9,9934235
6 8 14 332 31,6 | 22 33 33,9 0,2 0,41 9,9933644
g 8 15 33 28,8 | 22 40 20,9 o,ag 0,51 g,ggg\’m%s
8 16 34 26,7 | 22 46 41,3 o,zg 0,58 | 9,9932538

9| 81735254 | 22 ba 34,8 024 | 0,63 | 9,9932024
10| 81836 24,9 | 2258 1,3 0,22 | 0,64 | 9,9931536
1r 8 19 37 25,2 | 23 3 o.4 0,20 | 0,62 ,0931076
12| 8 ag Sg 26,2 | 23 7 32,1 0,18 | 0,58 3,3350625
13| 8 ar 3g 28,2 | 23 11 36,2 0,16 | 0,51 | 9,9930237
14| 823 4o 30,9 | 23 15 12,6 | o,14 | o1 | 9,9929857
15| 8 a3 41 34,6 | 23 18 a2 0,12 | 0,29 | 9,9929503
16 | 8 24 32 39,1 | 23 21 1,8 o,10 | 0,16 | 9,9929173 "
1 8 25 43 44,5 | 23 23 14,4 0,08 [~ 0,03 | 9,9928865"
1 8 26 44 50,7 | 23 24 58,8 0,06 |+ o,10 | 0,0928581
19 | 8 27 45 59, 23 26 15,0 0,04 | 0,23 | 9,99283(9
20| 8 ag 47 g,g 23 27 2,9 |- 0,02 | 0,33 | 09,9928079
21 8 29 48 13,8 | 23 27 22,5 | 0,00 | 0,43 | 9,9927858
22| 9 o049 228 | 23 2; 13,9 |+ 0,02 | 0,49 | 9,9927655
23] g9 1 50 32,5 | 23 26 36,9 0,03 | 0,53 | 9,9927470
24 | 9 2 5r 43,7 | 23 25 31,5 0,05 | 0,53 | 9.99273%01
25 | g 3 52 53,0 | 23 23 57,8 0,07 | 0,5¢ | 9,9927198
26| 9 454 37| 2321 55, 0,09 | 0,46 | . 9,9927011
2 9 555 12,5 23 19 25,8 0,11 [ 0,37 [ 9,9926890
2 9 656 253 | 23 16 25,5 0,13 | 0,26 | 9,992678
29| 9 757363 | 23 13 1,1 0,15 | 0,14 | 9.992670
30| 9 85846,9| 23 g 6.9 0,17 | 0,02 | 9,9926637
31| 9 959574 | 23 4 44,9 | o9 |~ 0,11 | 9,9926590
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=1

|

2 g . o2
g g LonerruniNe pELLA LoNa  |[LATITODINE DELLA LuNa = E;E
ool a‘"
E g'ﬂ e —— e —— /mﬁg'o
K . o Q5
. [Chd a a a a mezza | . € g
g = mezzodi mezzanotte | mezzodi notte oo 2
3] | medio. media. medio. | media. |8 P
g 8
s o 1t nl s o v ol e _t n o 1 n| by
1 (Ven. |10 11 26 47 |10 17 44 46 | 2 57 16B] 2 a9 21B| 4 »
2 {Sab. |10 24 64% 1r 035 gl15916|1371815 g
3 Dom. (11 7 429 fre 13411405346 019 B3|5056
4 {Lun. [11 20 23 48 |11 27 v2 35 | 0 16 26A]| o 52 13A} 6 45
5 Mart. | 0 § 754 | o1r 9541274712 234|736
6 [Merc.| 0 18 1837 | 0253352 (23558 )3 719 |8 a8
7 1Giov.] v 255171 110223 14|33 o4 120934
8lven. | 1 175354 | 1 a5 2913 |4 22 44| 4 59 39 |10 22
o lsab. |2 % 657 2104 44|45 daldq e s |ixas |
10 [Dom. [ 2 18 24 8| 226 04245958 | 4 56 6 |12 25
11 jlun. |3 334 2|31 254|447 B3]435 71132
12 [Mart. [ 3 18 26 1t | 3 25 43 o | 4 14 45| 3 52 29 {14 27 {
13 Merc. | 4 2524214 95454|3 26 47| 258 20 (15 a3
14 [Giov. | 4 16 49 25 | 4 23 36 18 | 2 27 4% 1 55 32 [16 15
15 Ven. [5 o1b47 |5 6481412218 0483%: [17 4
16 [Sab. | 513 14 8 | 51934 3|0 14 40| o 18 52Bl17 5o
17 [Dom. | 525 48 38 | 6 1 58 31 | 0o 51°43B| 1 23 3a |18 35
18 |Lun. | 6 8 4227|614 652|154 2| 22257 1918
19 [Mart. | 6 20 638 | 626 419|250 3|35 20 1
20 (Merc.| 7 3 o029 |7 7 554233754358 16 |20 44
21 [Giov. | 7 13 5o a7 1945131 416 1| 4 3c o |21 39
22 [Ven. | 7 25 4o 20 g 13 12 | 443 4] 452 5 |23 15
23 1sab. [ 8 733 5181331245757 |5 033 (23 2
24 [Dom. | 8 19 30 45 | 8 25 31 53 | 4 59 51 | 4 55 47 |23 Bo
25 [Lun. | 9 13444 | 9 739244 48 22 4573§ * x
26 Mart. | 9 1345 59 | 9 1954 33| 42338 | 4 628 | 0 39
27 (Merc. | 926 5 14 Jto 218 7 (346 17| 32316 | 1 28
28 (Giov. (1o 8 33 20 {10 1451 4 |a 5738 (22936217
29 (Ven. {10 21 11 28 |10 27 34 45| ¢ 5929 | 127 34 |3 6
30 !Sab. f1x 4 1 wr {rx 1031 1 [o5415)| 019541354
3r |Dom. |11 17 4 33 |rx 23 42 7| 0 15 4A| o 50 13A| 4 43
L=
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—
H A | peats Pux.u.x.Aasisn DxAnn:rixo % S
. |Declin.|. equatoriale orizzontale ’ gaeg
= | dellz | della | aélla Xuna | acliaruna |2 EE[EE3
5 | Luna | Luna a a . g"" Q g': o
o nel nel | e S" ES &
-] . .1 | mezzo | mezza | mezzo | mezza | = El 58
g |merid. merid.| 73 | notte | di [notte | TS |ET 2
S medio.| media. |medio. | media. .8 £
LY IS SRR BTN TR Y A (N b b
1 far 1 |1f 34[55 46 [56" 5 |30 a7 |30 37| 23 49 | o 3
2 |21 54 |10 55 |56 26 (56 48 |30 .48 [31 1| « x| 10 34
3 |22 47 8 |57 1a |57 37 |31 14 |31 a7 | o022 | 113
4 123 4o | 2 52 |58 a |58 29 |31 41 |31 56 | o 52 | 12 47
5] 035 1 43B|S8 55 |59 21 |32 10 |32 24 | 1 24 | 13 57.
6] x 31| 630 5946 |60 g |32 38 |33 50| 158 |15
g 2 3t |10 42 |60 29 |60 47 |33 v (33 11| a2 35| 16 23
3 33 14 24 |61 o (61 10 {3318 {33 24| B 15| 17 39
9| 438 |17 6|61 15|61 1513326 |3326| 4 3| 18 50
10 | 544 18 a9 [61 11 (61 v |33 24 [33 19| 4 56 | 19 56
11 | 6 50 |18 25 |60 47 [60 29 |33 11 |33 1| 5 56 | 20 56
12 | 754 |17 1 {60 59 43 |32 49 {3236 | 7 o | ar 49
13 | 8 54 |14 31 |59 lg 58 47 |32 21 |32 5| 8 232 32
"14 | 9 51 |1 15 |58 17 |57 48 |31 49 |31 33 | g 15 | 23
15 |10 44 | 7 29 |57 19 |56 51 |31 17 |31 2 | 10 19 | 23 39
16 {11 34 | 3 28 |56 25 |56 o |30 48 |30 34 | 11 a3 | =«
17 {12 22 | o 35455 37 |55 17|30 22 |30 11 | 13 24 | o
18 |13 10 | 4 31 |54 59 |54 43 |30 1 |29 52 | 13 23 | o 38
19 |13 8 12 |54 30 |54 19 |29 45 (29039 | 1424 | 1 5°
20 114 44 |rt 3x |54 10 |54 4 |29 34 |29 31 | 15 21 1 31
' ar |15 33 |14 a1 |53 59 [53 57 |29 28 |29 27 | 16 20 | 2
22 |16 23 |16 33 |53 57 (53 58 |ag 27 |29 28 | 17 17| 2 3
23 f17 14 |18 v {54 1|54 6 Jag ag |29 33 | 18 13 | 31
| 24 {18 5 |18 38 |54 12 |54 19 |29 35 |29 39 {19 3| 35
ab | » x|« = |54 28 |54 37 |29 44 |29 49 | 1953 | 43
26 |18 59 |18 2t |54 48 [54 59 |29 55 |30 1] 2036 | 512
27 |19 58 |17 9 |55 11 (55 24 |30 8 |30 15 | 21 15 | 6 a4
28 {20 46 {15 3 |55 55 52 |30 22 |30 30 | ar 51 24
29 [21 38 |12 10 |56 58 [56 23 |30 38 |30 47 | 22 25 27
30 {22 31 | 8 36 {56 37 |56 56 |30 56 |31 5| 22 56 | 9 3o
i 31 |23 23 | 4 3a |59 1% 57 34 |31 15 |31 26 | 23 ag | 1037
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1848, 3

SEMIDIAMETRO DEL SOLE,
TEMPO SIDEREO IMPIEGATO DAL SOLE A PASSARE PEL MERIDIANO ,
E LONGITUDINE DEL NODO DELLA LUNA
A MEZZOD1 MEDIO.

Tem.sid) . . ~ . remsia) .
impieg. Longitud. ‘ Semidiam. impieg. Longitod.
del Sole |dal Sole| del nodo iorni. dal Sole| del nodo

& passare| ;. lla Luna. & PASSATS| 4 )le Luna.

Semidiam.

i.n arco. pel mer. pel mer.

-

ron tn
17,8 | 2 22,1
a4
20,5
19a4
18,1
16,8
15,4
14,1
12,8
11,%|
10,7
99
0,4
9,0
8.8

8,9
9,2
9,6

"
16,9
16,4

ofequasn
SN N
onSog -

17

15,5
14,5

VNN~ mg:- [5 X3,

P =00 R|OD®
oisoy

9,5
8,0
6,5
4,8
3,1

1,5

2B\
(33 1%)

?
2
"
£,
o,
B
B
8.

N b

000 M= =B P A CIUEERE,

AN i Yo N X XY e Y~ Yo R N ) o N N e X e )
18 BN

21q011Q| aaquanag

aaquadtq| aaquosoN
TR R RRPILRY PR Ub’ﬂﬂlﬂ_ P OO NIPORRLRILL®L

R AR RN AU R RN R D RN AR N CRN AR TR CIE I R U O C R CRy CR ]

- _'"ou'sﬁ!ﬂ ‘ . Hated

\

e per——————}
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POSIZIONI DI GIUNONE DI SEf IN SEI GIORNT
" A MEZZODi MEDIO.

il

' ] 8 ' o9 !
2% g .2 g £ ‘g | §
8 | B |ES|E8| 8 | rE |
§= 3 | 82| 88| & |8~ | &2
K| 13 a 2 | &% | &
s oo o 0l b ol 2 o} N g b o] vy
Ottobre. 5| 2 26 25| 3 57B] 535 | 7 oBj1o 6 |16 38 |23 10
11 22540342 |541]6 5] 952 (t620 |22 48
1922726/ 312 | 54515 7| 937 |16 o233
25 |2 2755|242 | 5494 8] 9gaz2 1541 |22 o
29 | 228 14 1 53 | 550 |3 8| g 5 |15 19 {2134
Novem. 4 |228 17} v 72| 550 | 211] 844 [1456 [2x 8
10| 228 2| 0o 16B| 5 5c | 1 16 | 8 23 [14 32 |20 41
16 [ 2 27 28/ 0 354f 5 50 | 026 | 8 a {14 7 |20 12
22 | 226 12| 1 18 | 5 46 | o 16A] .7 38 [13 4o |19 42
28 | 22453 227|543 ]| 050|713 1313 |19 12
Dicem. 4 |32 2326] 329|538 | 1137647 [12 45 [18°43
1022152 3451533]| 1246 18 [1216 18 13
I i 16 | 2 20'35] 426 | 528 | 1 ar | 5 49 |11 47 |17 45
' 23 (21923 442|593 | 1 8|5 20 |n 19 |17 18
' 28 | 2 18 14| £ 48 | 5 18 | 0 42 | 4 50 |10 50 |16 50
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1848, 85

YR+ e o e e = o e e . S

PobsizioNi HY SATURNO DY DODICI IN DODIGI GIORNI

A WEEODI MEDIO,
n Ao  pE— —
2. . S ds | & [ &E| 4
B % 89S (85| § | 38| &8
~ o Vo o= ] gs
_ g [ 8" |&% | =2 |89 |&
a4 14 & g
(e —
. o Ml o1 L} °o ! L] h 4| b
Gentmjo 1 |11 & ag| 1°61AJan §3 feo” BAlna 5g | 4 1 | o 6%
13 |rr g Sk| 1 50 o3 §7 | 9 41 {21 55| 3 48 241
95 |11 10 49| ¥ §g |23 52 3'1311 11|23 |8 1
¥ebbrajo 6 |11 12 Y 49 [o2 57 f2 ]20 26 | 1 54 | 7 22
18 |11 a3 6] 1 48 |23 2 | 8 glig 42 | 113 |6 4a
Mam 111\50!18 83 8| » %5118 57| o 30 s 8]
1 23 |11 16 48| 1 g [23 13 1418 31 |33 45 | 5 19 |
‘ ) ‘a5 |11 17 55] 1 Bo [23 18 %us 17 26 {23 3 | 4 4o §
‘ Aple 6 [tr 19 ig 181 9344 | 556 116 4a |e2 21 | § o ]
} 48 {1120 58| 1 33 [25 a9 | 5 9, |15 58 |a1 B9 | 3 20 |
. %o {xr-21 5u| 155 [2B 83 | 5§ o {15 13 |20 56 | 2 39
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EQUAZIONI DIFFERENZIALI onmmnm
DI 1.2 ORDINE E LINEARI

FRA UN NUMERO QUALUNQUE DI VARIABILD

AR PRI PO N

I

PAOLO FBISIANI.

LA St ts ! o e F s e EE
——.’.— -

U n’ equazione differenziale 'ordiha:ia.(h' 1.0 ordine e lineare
fra un namevo -qualomque i = m -di.vatiabili &~ espressa -in
generale da

X,dv,-o-X,dr,-o-X;dxs-n—-‘----o-‘X,,.dx,,. = O

ove 1 coefficienti delle differenziali sono funzioni delle .m va-
riabili x,, % ... % - Ashmesso:che. i .coefficienti godano
di un’assoluta indipendenza, sicché nessuna relazione esista
fra essi, in piu modi € con un numero pii o meno grande di
equazioni finite 6i potra soddisfare -alla proposta. equazione.
Fra questi diversi modi uno se ne trova che gode della
massima generalith e che consiste nel trovare da prima quel
sistema contenente il minimo numero di equazioni e di costanti
arbitrarie atto a soddisfare la proposta, e passar quindi.da esse
ad un altro sistema fatto dello stesso numero di. equaziom , ' ma



4
contenente, in luogo delle costanti arbitrarie, una funzione ar-
bitraria. :

Dopo aver trattata la’ quistione nell’ ipotesi dell’ assoluta ge-
neralitd ed indipendenza de’ coefficienti, distinguendo in questa
il caso in cui il numero delle variabili contenute nella pro-
posta sia pari da quello in cui sia dispari, s’ indicheranno in
appositi articoli le modificazioni che il metode generale subisce
quando esistano fra i coefficienti speciali relazioni, fra le quali,
per non entrare in troppo. minute pasticolarita, si sceglieranno
quelle che godono ancora di una generalita relativa, quando
cioé sono tali: 1.° che sia soddisfatta quell’ equazione di con-
dizione in forza della quale sussiste la trasformazione di un
polinomio di un numero dispari di termini; 2.° che siano o
totalmente o parzialmente avverate le equazioni dei criterj
d’ integralita; 3.° che scompajano dall’ equazione proposta alcuni
termini senza che sia alterato il numero delle variabili che
essa contiene. Si mostrerd in appositi articoli come in queste .
ed in altre ipotesi secondarie si possa assegnare il numero dei
termini "di cui sark composta I’ equazione finale dal quale di-
pende il namero - delle ‘equazioni del sistemia integrale.

L
-’ ‘Integrazione della proposta equazione nell ipotesi
* t . detl' . assobuta indipendenza dei cosfficienti.
1.'Si supponga primieramente che il numero m dei ter-
mini della: proposta equazione sia pari = an, onde abbiasi
Xl dx;*x;dx;* .X3 lit3*~°°"* Xgn dxzn = 0 . ([)

e st ammetta che i coefficienti X,, X.....X,, funzioni
qualunque delle 27 variabili *,, %,....2x, siano affat-
to indipendenti.
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Si stabilisca arbitrariamerite -fra le a2n  variabili un sistema
di 27— 2 equazioni differenziali lineari della forma (1) e
sia esso aggregato alla proposta stessa. Il sistema complessivo
_sard integrabile eon 2n — 1 equazioni contenenti .an — 1
costanti arbitrarie, e tale sistema integrale soddisfera alla pro-
posta (1) .che fa parte del sistema differenziale che'si ¢ inte-
grato. Si potrd anche - stabilire arbitrariamente un :sistema di
an--1 equazioni, purché sia tale che da esso 'possa. derivarsi
la propdsta steésea: Si potra cioé stabilire un sistema di ar—1
equazioni. in cui la proposta sia inchinsa od .esplicitamente . od
implicitamente. Indefinito sard il numero di tali sistemi le cui
equazioni integrali contenenti 2n — 1 costanti arbitrarie sa-
ranno atte a soddisfare la proposta (1). Fra tali sistemi se ne
fissi uno il cui sistema integrale di 2r — 1  equazioni.ed
altrettante costantx verra mdlcato col nome di sistema arbztm-
rio, in quanto € il risultato dell’; mtegraznone di un sistema di
_an —1_ equazioni, delle quali  27—2 s0RO aﬁ"atto arbltra-
rie ed una € determinata ed eqmvalente alla proposta equa-
zione. Desxgnata la =z, per la variabile lndlpen.dente sl po-
tranno determmare col sistema arbitrario tutte le. variabili
dlpendenu Xy, Xaeeos Famex in funzxone della. x,,. e
delle -2n — 1 (;ostanu arb;trane. Tali costanti arbxtrane in-
trodotte- dall’ ’ integrazione, si_ suppongano, pur esse vanablh cioé
funzioni di %3, e _di altre arbitrarie. . .

S’indichi con D .la differenziazione delle vanablh deen-
" denti nspetto alla x,,. ch’esse contengono sia esphcltamente,
sia implicitamente nelle costanti, e sijano d, J;. 1 simboli di
differenziazione delle stesse vanablh il 1. soltanto rispetto alla
Zan esphclta, il 2.° rispetto solo alla x., implicita nel_le
costanti. Se le arbitrarie che entrano nelle x,, %., %3 ... %as_:
si riguardano come variabili, si dovra nel 1.° membro della
proposta equazione cambiare la d in D a tutte le varia-
bili tranne alla x,,. Essendo D = d -~ 3 e supposto
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X, Dx, + X: -Dxa s Xones Dxau i + Xudxan = S,

e

sx avr&
S, = {X.dx *xall‘”s"’ *-Xasdxug gX x, *Xssxs""*xm-xsxu—x}

FARN BN “ 1 "xlfly,.“\;

Se ¢ mlmagmano aostmuu in qnesm 1 valon delle variabili di-
pendentt 'in funzione ‘di- ki, € delle arbitratie desunti dal
sistema - i e; Ja-1.*parte del valore-di - S; ; nella quale
si rigaardino come costanti'le arbitfarie mtrodotte ' dall’ inte!
grazione, dard zerd, onde -in forza ‘dital sdstituzione fa - S,
dl'erf'& Viees e T T S L P T R I I

n S _ X Sx _._Xzax2 “'*Xan_: Sx”'_‘ (3)

Delle an—1 ‘equazioni che’ annullano l’accennata 1t parte,
essendone aﬁ'atto arbitrario un riimero = = an'—a, si potra
disporre di tale ‘arbitrio per operare un’ ulteriore trasformazio-
ne della " §,, dalla quale’ appansca potersl ridurre* S, = o
e percid soddlsﬁlre alla proposta sia con un sistema di =x
eqhazlom éd “n ' costanti arbitrarie, sia con un sistema di n
equazioni conténenti una funzione arbitraria. ' - "

2. Per raggiungere' tale scopo si - rappresenti compenthosa-
mente con P = o0 la proposta equazione (1). Se le ‘arbitrarie
contenute nelle variabili dipendenti desunte dal sistema mtegrale
si riguardano come costanti dovri essere' 'SP =10, ma riguar-
date esse come variabili dovré esseré DP'= o. Quindi per
essere D = d-+3 dovrd verificarsi la 3P = 0, vale a
dire, supposti introdotti nella” P = o i valori delle varia-
bili dipendenti dati per la 'x., ed arbitrarie, dovendo essa
‘verificarsi qualunque siano i valori. delle’ arbitrarie Stesse ,
dovra essere zero ' la dxﬁ'erenzxale rispetto a questa ed avefsn
'é*P_.o, ossia’ T o B

sgx dx, + X, di, + ...--'o-X,,,dx;,',}::o



dalla quale risulta

3X;*X w;*dxas.Xz*Xz'de;';'"" Pl o
"‘dxgn 6X3"=0

.- dxm-x SXM_,, -+ Xan-.x 'dezu-l
Coeaie B <
Swoome per qualunque valore dell’ mdwe
i=x,2,3,....5n ' )

N
deve aversi 8dx, = ddx; per essere fra loro mdnpendenu i
simboli d, 3 ed avverarsi per gli stessi valori la relazione

X,' dsx.- = d(X; Sx.) - dX. 3.%‘,'

cosi, raccolti i termini che sono differenziali esatte rapporto
alla d, siavra

d%X 3x,+X,8x.-0- +X,,._.3xz,._,¥-|-(dx‘3X -dX, 8x,)) -
*dx,n&XQ” =0
-r(danX.-dXz3xa)* o *(dxa»_xaxaa_x‘dxzn_:sxan_x)

Se si pongono per le 83X, X, . cen Xan i valon che si
desumono dalla genenca

8X; — ( dx - dx,,._.)‘?””-

col dare all’indice = tutti i valori della seriec (3) e
‘quindi si raccolgono i termini moltiplicati per le variazioni

Sy, % .... %ap_,

si otterra I’ eq{xazioxié
Py 3%, 4 Py 3y eress b Pay_ i 8%any = _dix' 0% 1+ Xa0%s cvee b Xip 0%anos } 4)

ovele P, P.....P,_, rappresentano i valori che si
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desumono dalla generica

p= (g )de () de ("X" dt— dX,

dx dx;

attribuendo all’indice = i tutti i valon della serie (3) escluso
I’ ultimo. Siccome poi per gli stessi valori della - i il valor
generico di dX; é dato da

dX; dX; dX;
dX = d )dx -'-( )dxz"""" -t dx )dt”

cosi i coefficienti dell’ equazione (4) avranno quei valori che
risultano dalla

a \
P = dX dX)&‘ (dX ) nenn )
dx,
dXM_! de
. .-o-( o dx,,._,) dxap_ .+ (lt dx,,. dx,,.s

col dare alla ¢ tutti i valori della serie (3) escluso I’ ultimo.
Se ora pel sistema delle " an—a equazioni differenziali da
aggregarsi alla proposta (1), le quali, come si disse, erano
affatto arbitrarie, si sceglie quel sistema di equazioni che risulta
dall’ eliminazione di una quantita arbitraria =46 dalle 2n—1
equazioni _

P=-6X,, P=-0X,,..... Py ==0Xaue:  (6)
allora I’ equazione (4) si trasforma nella

de,Bx, -+ X,Sxa---- *XM_lsxn—li —
X.Sx, e Xo8x, o0 e e p. 33'3”-1 -

6.

Siccome il simbolo d rappresenta la differenziale rispetto alla
%, che si trova esplicitamente nelle  x,, x..... 221,
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cosi integrando e passando dai logaritmi agli esponenziali, la
precedente dara

X, 0%, o= X0y 0eve ot Xy, 0%, = Ce'/o )

essendo C la costante arbitraria introdotta dall’integrazione.
§’indichino con ‘

x', ) R R X., X..... X'sns
cio che diventano le

Xy XaeeeoXax_1, Xi, Xi....Xi_:

ando in queste si suppone x,, = x'.,. La (7) diverrd
qu qu 19

X,c?:nc',-c-X,.er,-.---..-o-X,,._,g?x,,,,_,_—.~¢ﬁ9 zX',Sx';-i-X’an',-m-i-X'a,._xsx'an_;‘ 8)

definito I’integrale da Xan = Xan  ad  Xip = X

Se si suppone integrato completamente il sistema che consta
della proposta equazione differenziale e delle 2n—2, equa-
zioni che risultano dalle (6) eliminata la 6, si potranno-de-
terminare le variabili dipendentt x;, x, .... %3,_, in fun-
zione della variabile indipendente x., e delle 2rn—1 ar-
bitrarie introdotte dalle integrazioni. Se in queste equazioni si
suppone x,, = %, le x,, %, .... %;,_, assumeranno
un apice, e le anzidette arbitrarie divenendo funzioni determi-
nate delle

x', 'Y x'g e es e x',,,_, Y x',,, (9)

anche le variabili dipendenti saranno determinate funzioni della
indipendente x., e delle quantiti (9) che chiameremo va-
lori iniziali. A
Se i valori cosi determinati delle variabili dipendenti s’ im-
maginano sostituiti in una qualsivoglia dclle equazioni (0),
App. Eff. 1848. 2
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cavato il valore di 6, nisulterh esso della foxma 6 = — ¢ dx.,,
ove la ¢ sarl una funzione di x,, e dei valori iniziali.
Supposto per mantenere una simetria di operazioni che il va-
lore di ¢ sia quello che risulta dall’ ultima delle equazio-
ni (6), posto

ejb= e.j‘pdx" =N, (10)

I'integrale essendo ancor definito fra i limiti %, = «',. ,
Xan = %.p , la (8) diverra

anxx*'xzsxa*""*Xan_laxzn_l = N,.gX’ﬁx',-vX’an’,---o-o-X',,._,Sx',,._,} (ll)

Questa equazione mostra che in forza degl’ integrali ottenuti
col sistema delle 27 —1 equazioni, che chiameréemo siste-
ma ausiliarto, il 2.° membro della (2) viene trasformato
in una espressione fatta di due fattori di cui il. 1.° é una
funzione della variabile =x,, e dei valorl iniziali ancora ar-
bitrarj, ed il 2.° un’espressione differenziale non contenente
la x,,. e relativa ai soli valori iniziali considerati come nnove
variabili. .

3. Prima di procedere ad un’ ulteriore trasformazione ¢é op+
portuno di ridurre il sistema ausiliario da integrarsi sotto forma
piu comoda e simetrica.

Ritenuto che le lettere, «, 3 possano assumere tutti i va-
lori competenti all’indice = i della serie (3), pongasi per

abbreviazione
dX« dX3
m—d—x;-—(“aﬁ) (12)

Il sistema (6) avuto riguardo ai valori di P; risultanti dai
valori z=1,2,3 ..., (2n—1) ed alle relazioni

(®, %) =o0, (“).B)':‘—(ﬂ'“)
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si riduce al sistema ’

(1, 1)dx,+ (1, 2)dx, ~+ (1,20 l)dxz,._,*(x,:m)dx,,. = 6X

(91')"3‘:*'(%3)4“3‘""" (3;,272- 1)@%sn _ y +(2,3R)d2x,, = 0X, )
St ) (13)

(sn_ 1, 'del*(in_ 1, 2)(ix'3 “eee -0-(2an 1, ﬂn)dxg,. == QX,,,_;, ’
a¥ ‘quale- deveéi“aggiungere la- proposta A
X,dx, + Xadxy 4+ -+ 4+ Xypdxgy = 0 (14)

o cno che ¢ lo’ stesso un’ equazione che risulti dalla combina-
zmne 'delle (13) colla proposta stessa. Per ottenerla in modo
che ne risulti un’ equazione simetrica colle (13), si moltiplichi
la prima delle citate equazioni per dx,, la 2." per dx.,
la 3. per dx;, e cosi di seguito sino all’ultima che verri
moltiplicata per dxa,_,. Fatta la somma, eseguite le ridu-
zioni del 1.° membro, ed osservando che il 2.° membro in
forza della proposta (1) diventa eguale a — 6X,,dx,,, si
otterrd, tolta la dx,, , primieramente

»(‘_I , _5;z)dx, - (2,2n)dx, -o- e “+(2n=-1 ,an)dx,n;. = - 6X.,;

quindi cambiati'i ségni a tutti i termiiai, sostituita alla - (8, a)

Ja sua eguale , B) ed aggiuntovi nel 1.° membro il tér-
mine zero (2n , 2n)dx,,. , sl otterrd a complemento del si-
stema (13) I’ eqhazione

(27, 3)dix,+ (21, 2)d%, o+ (272, 270 = 1)dX an_; + (272, 30)d00n = 0X,, (15)
Il complesso delle 27 — 1 equazioni (13), (15) costituisce

il sistema ausiliario da integrarsi accid coi valori‘ delle’ varia-
bili -dipendenti desunti, dalle, equazioni mtegrah il 1.° membro

della (11), ossia la S, data dalla (2), sia tmsformabxle nel
2.° membro della (171).
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4. 1l valore di N, dato dalla (10) che contiene una quna-
dratura pud ottenersi sotto altra forma esente da integrale.
Infatti se le variabili dipendenti x,, %2 «... Xaa_, conte-
nute nella (11) s’intendono funzioni di -x., e de’valori ini-
ziai x';, a2 .... 2'2s_; quali risultano dagl’integrali del
sistema ausiliario, si potrd sostituire alle dx,, dx; ... del

1.° membro della (11) cid che risulta dall’ espressione generica

Si = ;:,‘)Sx' ( )sx -. ......(dx“,':'_l)sx' - (16)

pei valori i=1, 2, 3.... (an—1).

Ordinato il 1.° membro della (11) a seconda delle variazioni
'y, 8&'a .u.. 8%'an_yr, ilvalore di IV, si otterra dal pa-
ragone dei coefficienti di una qualunque delle anzidette varia-
zioni. Se per uniformarsi a quanto si é fatto per la 6 si
desume un tal valore dal paragone de’ coefficienti dell’ ultima
variazione ox' 'an_: 81 otterrd

Nn = Hn : X'z»—: . ('7)
ove sari
H, = X, ( ¢{x, _'_Xz(___dx, )-l------l-X,,.__, ——-dxf""") (18)
dx’n—l A1 N o=l

intendendo che nelle X,, X,....X,,_, di questa siano
posti i valori delle variabili dipendenti espressi per la variabile
indipendente x,, e pei valori iniziali.

Dietro cié, posto nella (11) S; in luogo del 1.° membro
e rimesso il simbolo d in luogo di & mel 2.°, in quanto
quest’ ultimo simbolo si riferisce alle sole nuove variabili con-
trassegnate da un apice, la stessa (11) diverra

S] =Nn'zX,|dx'x+X,3dx’3"“*X'M_;dfsn._.az";Hndx'ﬂl—l . (19)

S5.Sele «',, x's .... 2'3a_s che entrano nel fattore della
N, si riguardano come nuove variabili € la ., come
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una costante od un’arbitraria qualunque, il fattore stesso co-
stituird un’espressione differenziale rispetto a 27-—a varia-
bili della stessa natura del 1.° membro della proposta (1). Se
pertanto nell’ anzidetta espressione differenziale fra un numero
pari di variabili si cambia & in D sard essa suscettibile
della stessa trasformazione che si é fatta subire alla S, - nei
precedenti paragrafi. Posto

S, = X',dx',-n-X’,dx', seee "‘X’m-zdx"u_a

si otterra la trasformazione della S, sostituendo nella (19)
la S, ad S, la 2rn—a alla 2, le N,._,, H._.
alle N, , H, ed aumentando di un apice le quantiti rela-
tive, riguardando le variabili affette del doppio apice come

Sa = Nn—l {X"; dx,"*X',adxnz'.'““ +X"m_4dx",,._4}+1{,._l dx"m; -3 (20)

nella quale sard

Ny_.=H,_,: X"an;S (21)
essendo
. : ’ ’ U
Hn—. 1 = X,| (W,;:!:; L X’a -dT’:-;) se0 e we XIM_S WZ:;:Z) (32)

ed il 2.° sistema ausiliario assunto come semplice mezzo di
trasformazione si desumera dal 1.° riducendone le equazioni
(13), (15) ad un numero = an—a, applicando un indice
ai simboli (x, B) ed alle variabili, ed indicando con 6, la
quantita da eliminarsi. Esso sard espresso da

(1,1)de’ s+ (1,3)' de’s + o+ o+ (1,20 —=3) dos_a = 0,X',

(1,3)dx'y + (2,3) dx's v o (3,22 — 2) d¥'an_s = 6,X, (23)

.
.

(2n-2, 1)'dx',-v:(2n-2, 2)'dx’yces 4 (2n-2,2n-2)'dx's5 _2 = 0, X'sn_s]
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6. Considerato parimente nella (20) il coefficiente della N, _,
come. un’ espressione differenziale = §; fra un numero pan
an— 4 di nuove variabili

” " " " ’
X X 2 , X3 eooe Xapoy

si avrd pure

S3 == Nn_ag X"’,dx"', *.X”’gdx"'a* seee *X”’g,,_6 dx"',,._5 i*H”_a dme_s (24)
N,_.= Hn_x : szu_s

R dx" ' ‘ dx" e
s = )+ () e X ()

ed il 3.° sistema aus'iliario da integrarsi si desumera dal 2.°
sistema (23) ponendovi 2rn—2 in luogo di am , accre-
~ scendo gli apici di un’unitd e cambiando 8, in 6.

7. Progredendo nel modo sopra indicato si fard scomparire
I’ultimo termine della S;3 con un 4.° sistema ausiliario, si
separera il termine in posto dispari e si otterrd un’espressione
S, di un numero pari di termini. Cosi successivamente ope-
rando si spingerd la trasformazione sino a che la §,4, sia
ridotta a zero non esistendo piu alcun termine affetto da indi-
ce pari. Si.giungerd per tal modo ad ottenere una S, che
sard della forma

S = Hn_(u..x)dx(”)m_(an_:) = H, dx,‘"’ ' (25)
Dalla. serie ricorrente che nasce dalla relazione generica:
S = Nn—(i_;)Si*z'h ,._(;_,)dx(i),,._'(,;_,)

~pei valoridi ¢ =1, 2, 3.....n si otterra colla sostitu-
- zione continua il valore dt S§; competente all’indice - : = 1.
Una tale espressione. che non conterrd piu differenziali ad indici

pari, essendo in essa scomparse le diverse S, avra la forma

= dexx‘n }*Knde(nql)* e *K»-sdxman_s*Kn—ldx"au-s"'Kndx':»_: (26)
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ove una qualunque K; ¢ data dalla relazione ricorrente

Hy, K; = H; Ny, K; s,

pei valoridi i=1, 2, 3.... (—1), ritenuto essere
K, = H,. .
Chiamero in generale espressione o polinomio finale un qual-
sivoglia valore di S, affetto da una S, sulla quale, per
qualsiasi motivo, non sia piu effettuabile un’ ulteriore trasfor-
mazione, ed equazione finale la S, = o. Nel caso attuale
dell’ assoluta indipendenza de’ coefficienti dell’ equazione- pro-
posta, I’ espressione finale é la (26) e I’ equazione ﬁnale é¢la
stessa (26) ridotta a zero.

8. Suppongansn ottenuti gl’integrali del 1.° sistema ausiliario.
Si potranno i arz—1 valori iniziali

X, X2, x3..00 Xap_s (27)
determinare in funzione delle 2r variabili originarie
:é, , Xay X3 eeer Xam_z, Tam (28)
Integrato il 2.° sistema ausiliario, i nuovi valori in.iziali

2, 2la, ®5 ... &g (29)

risulteranno determinati in funzione delle precedenti variabili

x'; , x5, X3 c0is Xan3 s Xanoa (30)
le quali essendo funzioni delle an variabili primitive (28)
risulteranno parimente le (29) funzioni delle (28). Cosi pro-
gredendo ed impiegando i valori gia ottenuti cogl’ integrali dei
precedenti sistemi ausiliarj, si otterranno colle continue sostl-
tuzioni i valori delle

’l-—l) ’l-—ﬂ) .
9

n o ol
2™, x5 xs( cese Xap__3 , X 2n -1

in funzione delle variabili primitive (28). Indicando tali funzioni
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rispettivamente con

£,, faciy faca s eevenenen i, £ ,
sl avri

x,(") =f,, %3 p=D=f. . gecacs X3 =1 , Xan_y =i (3!)

Parimente i coefficienti K;, K, .... K, con tali sostitu-
zioni risulteranno funzioni delle stesse variabili primitive (28).
Esprimeremo rispettivamente con F,, F, .... F, il risul-
tato della sostituzione. Per tal modo I’ espressione finale (26)

diverra ,
S‘ =F[d£.+de£;_|*F3d£._a""+Fndf‘ (32)

9. Si puo soddisfare alla S, = o e percid alla proposta
equazione :
1.° Con una soluzione particolare che nasce dallo stabilire le

equazioni
dfy, =0, df_; =0, cc000vecee..dff =0
dalle quali risulta il sistema -
£ Gn ) By = Gnr s eerenenns = a 33)
essendo  a;, @ .... &, quantiti costanti. Il sistema (33)

che consta di ‘'z equazioni fra le variabili originarie ed =n
costanti @, , @i .... ® sard un sistema integrale della

proposta equazione. Le quantitd
x’:u ’ x”an..n ", x”an...4 g 0 0 o o

che ancora entreranno in questo sistema saranno da riguardarsi
come costanti soprannumerarie che potranno pur farsi = o.
2.° Generalizzando la precedente soluzione col ritenere le quantita

A I A LI S A (34)

non soggette ad essere eguali a costanti, ma lasciate nell’ asso-
luta generalitd, si otterr il sistema integrale piti generale col far
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sithire 'm gfal .oase .alla - 5, on’ uiteriore teasformaziene... knfatti
suppongasi che una qualsivoglia delle (34) o .delle Ganzioni
ch’ esse rappresentano sia eguale ad una funziene arbitraria
¢ di tatte le altre. Se supponiamo, per fissare le idee, che
siasi- seelta 1a prima delle (34), ritenendo che wna ‘al scelta é
pur-essa arbitraria, s avrd

fn = ¢(ﬁt.—.x E} fu’z ) s °9.v_f2 R fl,) . (35)
€, guindi
at, = o6, _ 8t _ . "“P’«n—ﬁafn-a""“"" weees "“Q’(fx’)dfx
ove I’ apice apposto alla ¢ indica la differenziale parziale
della ¢ data dalla (35) rispetto alla sola ‘quantita .che si ¢
posta fra parentesi. Posto tal valore nella (32), essa diventa

&y = ‘(;F&'(f,‘_,) ""‘Fa)dfu-x"‘(p xip'(fm)mlt'y)dfnu waee
e e it ieeaas *(T LY - F)df,.

Si soddisfa quindi alla .8, = o, e percid alla proposta, sta- |
- bilendo il sistema ‘

,ﬁi— ¢£ﬁs.—x E fapian o - »’,;faﬂ,,’fx) = e
“Tx ¢l'(f”—lj -.‘Fa == 0
 FQ)wFi=o (36)

-

LA ]

F, V()= F, =0

Ineuento gintemna di . 8. . cqumnmmmmntewﬁmmnc
arbitraria senzale €ostanti.. &; , ®s «.vo 2, 8l _doyranno con-
siderare le quantita x'.,, x";n_s .... quali costanti soprannu-
merarie da trattarsi come si’¢ ‘detto-rispetto al sistema (33).
10. Se nell’equazione generale fra un numero gualungue
m  di variabili data in principio sl suppone m = an-+1
App. Eff. 1848. : . o .3
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I’ equazione ad integrarsi fra un numero dnpan dl variabili
sard. espressa da ;

X dx: ""Xn dxz"‘““"’dexzn"’Xm-f-x dxzn-H = ° (37)

Ammesso ancora che nessuna relazione esnsta fra 1" coefficienti ,
non si potra trasformare la proposta fatta di un polinomio di
un numero dispari di termini con un sistema aus1hano, come
si é fatto di un polinomio di un numero pari di termini, a
meno che non sia adempita una certa relazione fra i coeffi-
cienti che qui escludiamo come verra nel seguito con tutta
generalitd dimostrato. E per tale motivo che le precedenti tra-
sformazioni si operarono sempre sopra un polinomio pari iso-
lando I’ ultimo termine in posto dispari ad ogni operazione. La
stessa norma dovra dunque seguirsi nella propdsta equazione
isolando  P’ultimo termine in posto dispari e trasformando
il restante polinomio paA Chiamato S _il 1.° membro della
(37) e posto
S = S = Xons 1 @%an s

si trasformerd la S, col metodo gid dato pel caso della (1)
sino ad ottenere I’espressione finale della S, data dalla (36),
rignardando la x.,4; in essa contenuta come una quantita
invariabile. La § verrd cosi trasformata nell’ espressione finale

S = Kl dxl(n)+K3dx3 n= ')*""-l-K,,dx'a,,_',-l-X,n.p; dxm-’- 1 (38)
Espresse le quantita

™,

Ul !
g esesescccce X ap_ 3y, Xaop_x

in funzione delle variabili primitive, fra le quali sard compresa
anche la  %.,4;, posto come si é fatto indietro

-Z"(n?v‘:”fn ) "-l)—f;l_la RN xzn-3——fa y Xana =M
e fatto per la simetria delle formole

Xonar = Fru, ) Zonr =.f
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la . precedente espressione finale S ridotta alla forma (32)
diverra o
S = F,dfy+F.dfy_,+ ++++ +=Fodfy+Fop,df  (39)

Si soddisfera pertanto all’equazione S = o, e percid alla
proposta (37) , primieramente col sistema particolare di n--1
equazioni ed altrettante costanti arbitrarie date da

fn=“n, ﬂl—l=an_l)""fl=“l,’ fo=xpppr =0 = (40)

In secondo luogo col sistema generale di n~-1 equazioni
contenenti una funzione arbitraria data da

f;-@a;t_l ) f;t._x y seee f, ’ fx ) xau-&-l) = 0 N
Fl¢'(f;l—l)+F2 =0 ‘

Fl -I-Q’(fn_,) -'-Fg = O
: (41)

F,o(f)+F. =o
FI ¢'(x3n+1) "‘-Fu-H = 0

11. La soluzione data nei paragrafi antecedenti ¢ la piu ge-
nerale; ma se si. volesse limitare I’ integrazione della (1) del
§ 1.° alla ricerca di un sistema di 27—1 equazioni finite
contenenti altrettante costanti, si potrebbe, in luogo di stabilire
arbitrariamente 327—2 equazioni differenziali da aggregarsi
alla proposta, come in quel paragrafo si & detto potersi fare,
servirsi ancora del sistema di 2r—1 equazioni

! ! . (3 ) 1
xx'== %y &a = X, R IR Xaonoy = Kap_g

quantanque il relativo sistema  ausiliario serva solo a render
possibile un’ ulteriore trasformazione, purché a tale soluzione,
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che ' sarebbe affatto’ panticolare, siccome quettain. cwii & seom-
parsa ogni traccia dell’ arbitrarieta che la natura stessa delli
questione richiede, sia restituita I’arbitrarietd eol supposre una
qualunque delle precedenti quantiti funzione arbitraria delle
restaitt - 25— 2 ' € eollo stabikve'un sistemardi 27— ¥ - equa-
zioni' simili nelw forme a: quelle ‘deb:sistemnz (36). Tale: riflew-
sione vale anche: pel. caso<in ‘eus ‘si* volesse limitare ‘lu-selu=
zione a quel numero di equazioni che verrebbero fornite dalla
S; = o quando questa si riducesse a contenere una Sz,
riguardata in questi diversi casila. Sy -comne I esprréssieme fimale:
Tali soluzioni perd quamtahque: attd- tuthe: x: soddisfave Ja- proe
posta, pure, siccome non contengono il minimo numero di
equazioni a cui si possa ridurre la soluziome, men: si-potranne
riguardare come le pilt generali se non quando non sia piu
possibile, stante particolari relazioni esistenti fra i coefficienti, di
piu oltre progredire- alla: fermazione di nuovi sistemi ausiliarj,
0, cié che ¢ lo stesso, se non quando, forzati dall’indole della
proposta equazione ad arrestare ad una S, il processo della
trasformazione, divenga necessario il considerare la S, affetta
dalla S,, e percid contenente ancora differenziali ad indici
pari come I’ espressione- finale da' ridursi: zero col minimo nu-
mero possibile di equazioni. In questo caso soltanto la soluzione
godrd di tutta quella generality che alla proposta equazxone
differenziale si convxeme, come si vedrii nei diversi casi specxah
che si tratteranho in progresso.

12. Se nell integrazione dell”equazione (1) data in principio
non si vogliono introdurre i valori iniziali, ma ritenere le ar-
bitrarie quali vengono introdotte dalfe immediaté integrazioni
dei diversi sistemi ausiliarj, si otterri parimente una soluzione
analoga che presentera gli stessi caratteri della soluzxone gia
data. Infatti essendo propostai ad integrarsi la (1), se si pro—
cede nek mosko gri: sopra medisator; si giungetd eol ‘mexzno deb:.%
sistenin awsilibmior: (p3) ) (159 v wesforiasve Ja proposia: (v) - melbs



3 4

X or, o+ Xodts o oov - XS, = Cef* (4a)
che ¢ la (7). del § 1.°, eve la. C ¢ una costante ed il 1.°
membro é cid che nasce dalla trasformazione della ...
Suppongasx ora che le an —1. arbitrarie introdotte dall’ime
‘mediata . integrazione del 1.° sistema. auuhano (13),. (15). siano
espresse- da o ‘
®ypy G2y O3y cooe Rapunre
nguardate queste come variabili, una qualunque dx; della
(43). sark espressa da.

= (o (Gt oo (G o

nella quale dovra farsi ¢ = 1,2, 3,.... (2—1). Posti
nella (42) i diversi valori di dx;, ordinati i termini per le
.- ali ,

da;, ) . d\’fz,, ¢ o o o aﬂ..—lﬁ

e fatto per compendio e_[a = N. _ (43)

2 ¢ﬁ27'»—1 — .
da,)x” ;. Xy eoen - dx; )x"*’:- Q.

la (42) diverra primiemmen{c* '
2y Xy 8y vt Ko 1 8%an s == Qudtpt Qadty oo st Qun 1 @tan 1 = Ce-[o (44)
e quindi
NQ dx +NQ.da ++++ + NQuu_,dtsn_; = C )
da cui risulta che i coefficienti delle
de ,  das, ... dasny

non contengono. la variabile x,, e che i rapporti

Q- _ Q- Quios " 4 5
an-‘ AI ? @7’_‘ = Aﬂ 9 ':‘ eo e Q”-l 2% - 3 (4 ).'




22

saranno indipendenti dalla stessa variabile. Posta la quantita
S, pel 1.° membro della (42), il quale rappresenta la trasfor-
mazione del polinomio compreso nella proposta equazione @
in cui riguardinsi vanablh le quantitd introdotte dall’ integra-
zione, sostituito nel 2.° membro il precedente valore di C,
e rappresentata con f; quella funzione delle variabili ori-
ginarie che risulta cavando il valore di @.,_, dagl’ integrali
del 1.° sistema ausiliario, la .(42), avato riguardo alla (43),
diverra

S, = Qa,._; { Aldocl + A, doy o "‘Aau._adﬂau..zg"' Qan—x df‘

Il polinomio che moltiplica la Q.,_. essendo indipendente
dalla variabile x,, sard un’espressione delle sole arbitrarie

o, N - 2% 9 ¢ b o o o o o Kan_2 ’ ®opoy

delle quali considerata I’ ultima come invariabile, il polinomio
stesso sara un’ espressione differenziale fra -un numero pari
an—2 di variabili che petrd trasformarsi come si ¢ fatto
del polinomio pari contenuto nella proposta (1). Rappre-
sentato infatti con S, wun tal polinomio pari, si eseguira su
di esso una trasformazione analoga a quella relativa alla S,
stabilendo un 2.° sistema ausiliario. Questo nsultera dal 1.° siste-
ma (13), (15) nel quale si sostituiscauo

alle Zry Ta o ge v e e Xanoa
le . L 2 ®an_3a
€ POsto d¥am_, = dxuw = 0, Xosp = Xon_z =0
sl mettano le 4 , 4 ,....... o Aan_a
in luogo delle X , X,,........ Xan s

Chiamate quindi B,, B, ,... Bu_s le arbitrarie introdotte
dall’integrazione del 2.° sistema ausiliario e dette R;, B:
le quantiti analoghe alle " Q;, 4;, si otterrd
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8 & Run_3{B,dB, +Budf, -+ -+ Bun_4dBan_y} + Ron_sdf

ove la f. sara 'quella‘funzmne'.d‘elle w;aﬁabili oﬁginaﬁe che
nsulta cavando il valore di fB.._3 colle eliminazioni dal
complesso degl’ mtegrah dei due msteml ausﬂxarj Sosutuendo

qumdl , sara
§ = Qan_xRan..s{B dB ""Ba d,ﬁz ""an..z, dﬂan_q ;"‘ Qan..x Ran_s df,+ Qan_ldf

Cosi progredendo a nuove trasformazioni dei polmom] pari e
ponnndo , S :
U Qumii =i, Qu_iRun_z = II,,_, e e el
si trovera la S; _sotto la forma ﬁnale ‘ | ‘

8, = M dfy s Ty + Tydfy_y oo e TLdf, (46
S,l soddmfera qumdx alla §, = o, 1. v,;,cqllc. equazioni,
‘ f = a, s "f,\=. a,“‘,"...:". . f',. =a (47
essendo ' a-, iy .. ‘a,. | quantita costanu 2. mdlcando
con, ¢ una funzione arbltrana, col sistema delle » -equazioni

E R R A
! : a !¢(fn_1)-l-n :=o ‘

Hl ¢,(fn_a) +II; = o
| o " 48)
¢ sy + Iy = o :

I, ¢'(f:) "'n =0

3 II. metodo indicato nel precedenxe paragrafo comcuie in
sostanza con- quello esposto dal signor Pfaff nella .Memoria
inserita ° negli ‘Atti dell’ Accademia di Berlino per gli anni
-1814, 1815.
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Infnsti xipresa.l’ equazione (2) del §'1.%se, somza ¢tabilive slcun

sistema ausiliario, si trasforma il 2.° membro riguardandovi le

%, , % .... Xam_; quali funzioni di x., e di altre va-
rabili @ , @ .... @y_, siavra dalla (44) ove il 1.°
membro ¢é eguale ad S,

R e arta SR e SR

Se in luogo del 1 sistenma ausihiaric ‘% -stabiksce -invece: quel
sistema di equazioni atto a far scomparire dai coefficierrti-défte
de, , das, ... doym_, . lawariabile x.,, un tal-sistema
sara dato dalle 2n — 3 equazioni

an_.z
= O . _ E— Q OOQ .-0
-Q-zn_ x) ! zn an_. 1) i Qan._l

Queste equazioni differemiali, svilappate che'siano, “Govranno
coincidere colle 2r — 32  equazioni che si ottengono dalla
eliminazione della 6 dal sistema (13), in quanto entrambi
questi “sistemi  Haro “la ‘stessa proprietd ‘di render costamti

rispetto’ alla Tan ‘i’ra'pport‘i 145). ‘Le "éqﬁa'z'ioui""(«gg) sono

istabilire il primo sistema dl equazioni differenziali da integrarsi.
Quantunque questo-seconda <metodo non richiegga la deter-

minazione delle arbit.raxie introdotte dall’ integrazione in ﬁm—'

I

del 1.° snstema mnanzi poter stapilire il 2.°, e cosi dicasi del
3., 4°, ... relativamente ai precedenti laddove il primo
qualunque da integrarsi. senz’.avere -ottenuta I’ integrazione di
alcun sistema precedente. Si vedrd in seguito di quale van-
taggio sia una -tale -dispesibione. simetxica ;dei aitemi ; ausiliarj,
quamdo si ‘tratterd il casoim cui si.suppongnng. esistere:dea i
codfficienti ‘della proposta equasione aicune particdlan relazrem.

(49)
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1L

- Proprieté delle Semi-alternanti e loro applicazioni.

1. Prima di progredire ad ulteriori ricerche ¢ necessario di
richiamare alcune proposizioni relative ad un sistema di equa-
zioni lineari fra un numero qualungne d’incognite e dedurre
. le conseguenze che risultano dalle proprieti delle alternanti
dimostrate nella Memeria sulla Geness delle funziomi: simetriche
ed alternate, pubblicata 'anno 1845 nell’ Appendice alle Effeme-
ridi astronomiche di Milano.

Essendo dato fra un numero qualunque m d’incognite

g,
un sistema di m equazioni lineari
ava bsd c" Wwyw 252 &
ALY Y AR L ARTRY A A

B e B e B e e B e b = b5

(1
aya . _bvb Q.u - 1 1% z
zc q‘-z&* ..... ..-'-zz '-y--hz‘& = Z~
ove la o indica quella fra le lettere della serie = g
espressa da
a, b, c....v....x, fy, z ' (2)

mo

che occupa il posto
data da

, un’incognita qualunque &° sara

go=9 .
w __ D@
4 =DeF @A)

ove .il: valore dell’Alternante  \D(g)¥ == D(a’¥'c"....y'z")
App. Eff. 1848, 4
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viene determinato da una semplice operazione combinatoria e
quello della D(g¥* =% i ottiene dallo sviluppo della D(g)*
a seconda dell’ indice generico « col sostitaire £ ad .
Supposto nella (3) © = z si avra il rapporto fra un’inco-
gnita qualunque (° e Pohima & dall’ equazione

¢ ¢ = p@f=?. pEft? @

Se nel sistema (1) si suppongono zero i secondi membri, il
sistema allora introduce fra i coefficienti dell’ incognita la re-
lazione

D(g) = o (5)

la quale dev’essere avverata. Una tale relazione ¢ quella che
risulterebbe dall’ eliminazione delle m incognite frale m
equazioni (1) supposti zero i 2.' membri.

2. Si chiameri alternante pani la D(g)®, quando la g
consta di un numero pari di lettere che rappresentiamo sem-
pre colla serie (2), e si dird alternante dispari quando la serie
(2) che sard indicata con g' consta di un numero dispari.
Quindi la D(g)®* sara I’ alternante pari, la D(g')¥" sara
I’ alternante dispari, e I’ alternante D(y)? si riferird al caso
in cui la 7 sia pari o dispari. Nel 1.° caso il sistema (1)
fatto di un numero m = 2n d’incognite si dir pari; nel 2.°
in cul sarh m = an+1 sidira dispari

3. Quando nel sistema (1) per m qualunque esistano fra
i coefficienti le relazioni

M=o, MH=-—p (6)

essendo A, u due lettere generiche della serie (2) per
tutti i valori della stessa serie, i simboli D delle alternanti
verranno controdistinti con D. Siccome le relazioni (6) in-
dicano. che se nel quadro costituito -dai - primi membri delle
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(1) si fa passare una diagonale da- «" - alla z* sono zero
tutti i coefficienti che si trovano sulla diagonale e sono eguali
e di segno contrario quelli che trovansi ad' éguale distanza da
una e dall’ altra parte della diagonale stessa, cosi quando si
dira essere in un sistema avverata la Condizione diagonale,
intenderemo essere verificate le relative condizioni (6).

4. Quando le relazioni (6) sono avverate si ha identicamente

D@)¥ =o ®

Infatti dietro il § 53 (Mem. cit.) la D(y)? rimane inva-
riata quando & invertano tutti i gruppi di cui essa consta, onde
chiamata D'(7)" ci6 che in tale inversione, essa diventa si ha
in generale D(y)” = D'(7)?. Se supponiamo avverate le
condizioni (6) sard in generale D(y)? = D'(y)'. - Se ora a
ciascuno degli m elementi della forma ¥ di cui constano
i gruppi della D'(y)? si sostituiscono i loro ‘eguali e con-
tx;arj —u* ed essendo 2 =—2* =0, ciascun gruppo
di essa diverrd eguale al corrispondente gruppo della D(y)”
moltiplicato per (— 1)™. Quindi raccogliendo il moltiplica-
tore (—1)™ sard

D) = (— )" D)
ossia, dietro la 'data relazione generale, sara
D) = (= )" D).

Dovendo questa essere avverata per qualsivoglia valore' di m
pari o dispari, dovra per m dispari essere D(7)’ = o o0s-
sia dovra essere identicamente zero la - D(g))¥. Una tale con-
seguenza fu nella citata Memoria desunta, come corollario,
dalla legge di composizione dei gruppi dell’alternante, per ren-
dere manifesta anche la forma che assume in tal caso I’ alter-
nante stessa D(g)®, cio che in seguito ci tornerd utile.
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5. Essendo &  una lettera estranea alla serie (a), cioé
estranea alla serie. v, e supposto che le condizioni (6) smno
avverate per tutti iwvalori di A, u della serie - '

,a»'bvcv°°'°x0 ysZ,Z—:=7’+&

si avri

Doy #=9 = 1 D(re=t)) ®

ove nel 1.° membro s intende per Iindice  posta la &
e nel 2.° membro s’intende posta la & per la base stessa w
_negli sviluppi delle alternanti  D. Avra luogo poi il + od
il — secondo che sara y =g ovvero y = g\

Infatti pongasi

Dy*=9= P, D(rw=0) = Q

La Q che rappresenta una D(y)” nelle cui basi y si
ponga w = { ¢& eguale a cid che si ottiene invertendo tutti
i gruppi.della P. Se dunque in ciascun gruppo della Q s
sostituisce a’suoi m elementi A" i loro eguali —p* in
forza delle (6), ove si ha pure A== questi grup-
pi si cambieranno nei corrispondenti della P  moltiplicati
per (- 1)". Percid, raccogliendo il comun fattore, sard
Q = (-1)"P ossia 13(7((»:(‘2))7 =+ D(y)"“=9, ove
avra luogo il -+ od il — secondo che m sard pari o
dispari ossia secondo che sarh y = g ovvero 7y = g

6. Dietro la composizione dell’ alternante pari D(g)® data
nella citata Memorid risulta contenere essa alcani gruppi fatti di
soli rientranti di 2." specie. 8ia 27 il namero delle lettere della
serie g. Si dird semi-gruppo cid che diventa uno de’ gruppi
anzidetti contenuto neflla D(g)¥, quando ritenuti in esso gruppo
'gli » elementi A* sisopprimano gli n invertiti #. Di-
casi semi-gruppo ordinato quando per gli n elementi di cui
consta un semi-grappo si sono presi quelli in cui la base
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oceupa nella serie: g un. posto - £  inferiore & 'quelld ‘che
occupa il proprio indice , e :emb-gnqpm swertigo .qaetio . in . tni

ciascun indice occupa un posto ™ inferiore a quello della
rispettiva base. Un gruppo ordinato sara dundue il: predotto
di elementi’ che nel quadro del sistema (1) trovamsi tatti b
destra della diagonale, ed ‘an grappo invertito sard fitto. di
elementi che trovansi a sinistra della. diagonale stessa. -
- Ne¢ risulta che un grappo qualunque fatto di sols rientmm
di 2.* specie & il prodotto di due semi-gruppi di cui uno é
I’ ordinate , I’ altro 1’ invertits. Cosi per- esemplo il gtuppo

Felatdeagyn L 4
fatto di soli rientranti‘di 2.* specie consta del prodotto dei due
semn—gruppn
cfa"b"e‘ C ey f‘d‘h’g‘ .
di cuiil 1.° ¢é il semi-grappo ordinato ed # 2.° il suo invertito.

Si dird inoltre semi-gruppo fondamentale il ‘semi-gruppo ordi-
nato a'c‘eg*....y° e s'indichera- con ' g;. Gli alui semi-

grappi ordinati saranno indicati con g, g, - . g Indi-
cheremo poi con ¢, , €2, €3, 4.e Cu gl invertiti dei
precedenti. o

7. Supposto a2z il numero delle lettere componenti la serie
pari g e supposte avverate le condigioni (6) sard
D(g)* = S+ all (9)

ove, essendo S D’ aggregato dei gruppi della .D(g)‘ conte-
nenti .tutti i gruppi fatti di rientranti di sola a." specle, e

8> & +--+-gu 1 semi-gruppi ordinati , sard

S:::g:-o-gz-hg;-p- vee 4-g;.
La 1II sara I’ aggregato di tatti i prodotti a due a due dei
semi-gruppi stesst, astrazion fatta dal loro segno, e la »
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indichera il prodotto di tutti i numeri dispari contenuti in -an.
Infatti, dietro:quanto fu esposto nella citata Memoria, I’alter-
nante - D(g)¥: di un numero pari 2n = di elementi equivale
alla somma P-+S-+R,:ove P ¢& I"aggregato dei gruppi
dell’ alternante contenenti rientranti di 1." specie, od: elementi
fisst, la S & I’aggregato dei gruppi fatti di soli rientranti
di 2." specie, e la R I’ aggregato di tutti i restanti gruppi.
Stante la prima delle (6) sara P = o. Si fissj arbitraria-
mente un gruppo qualunque .della R e sia espresso da
MG, essendo G un rientrante di specie dispari. Esisterd
nella R un gruppo MG, dotato dello stesso segno, ove
G, sard Pinvertito di° ‘G, e per la 2. delle (6) sara
G = — G. Ne deriva che tutti i grappi contenenti rientranti
di specie dispari si elideranno a due a due e la D(g)‘ si
ridarrd ad S-+~ Q, ovesara Q I aggregato di tuttii grappi
della R fatti di rientranti di sola specie pari. Si consideri
ora un gruppo qualunque della Q e sia espresso con MG,
.ove sara G un gruppo rientrante di specie pari; esistera
nella Q un gruppo MG, dotato dello stesso segno ed ove
G, sard linvertito di G. Sard quindi per la 2." delle (6)
G, = G, dunque i gruppi della Q si sommeranno a due
a due e la D(g)® sara ridotta ad S 2Il. 4

Dalla citata Memoria risulta che il numero dei gruppi dell’al-
ternante pari D(g)‘ fatti di soli rientranti di 2." specie ¢ il
prodotto dei numeri dxspan contenuti iu 27. Sia 4 un
tale prodotto, sard

S= i(g;c:*gﬂca* T *gf"cl‘)

ove avra luogo il + od il — secondo che n sard pari
o dispari. Per la 2." delle (6) sard ¢; = #g; per tuttii va-
loridi =1, 2, 3,...4, ove avrd luogo il + eodil —
secondo che n sard pari o dispari. Sard quindi

Sz-gt-o-g:-g- e ...g;.
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Per dimostrare finalmente essere la II I’ aggregato di tutti i
prodotti a due a dqe dei semi-gruppi ordinati g , g .... -
astrazion fatta dal.loro segno, si consideri un gruppo GV
della H in cui per ipotesi la N consti di un solo rien-
trante, per esempio IV = a’6°C’d*, essendo la G fatta
di rientranti pure di specie pari. Sara N = a'c’ x b°d®,
cioé fatta del prodotto di due semi-gruppi. Sia per ipotesi
G fatto pur esso di un gruppo di un rientrante solo, per
esempio G = g¢'hf¥, sard parimente G = ff¢* x Wy,
onde sari

GN = d'c'fee* < b'd'blg’

il qﬁale ¢ il pr(;dotto dei semi-gruppi di cui constano i due
gruppi di soli rientranti di 2." specie, cioé¢ dei due gruppi

b rege bl d o’ figes
i quali ordinati per gl’indici corrispondono nella D(g)¥ ai
due gruppi

I_)"abd‘cd_ of e | d‘cbb‘adg'hfe‘f".

Si vede quindi che potendo un qualunque gruppo rientrante
di un numero pari di elementi scomporsi nel prodotto di due
semi-gruppi, un gruppo qualunque G . che entra nella II
fatto di rientranti di specie pari, in ciascun de’ quali si ometta
alternativamente un elemento, verra decomposio in due fattori
ciascun de’ quali sard un semi-gruppo. Cosi, per esempio, si ha

ef["g"a"cdd‘b"ﬁ'l"ﬂ'h"’m’ = g b ™ x ffa‘d'n! B'm

il 1.° de’quali fattori ¢ il semi-gruppo corrispondente al
gruppo intero

drgt et de b b i K B mt
8



32
ed il 2.° al gruppo intero

fogfat ¢ &bt n' ' K m

Ma impiegando la 2.* delle relazioni (6) ciascun semi-gruppo
di cui constano i gruppi della H potrd ridursi ad un_ semi-
gruppo ordinato col ridurre ordinati gli elementi di cui esso
consta. Danque tutti i gruppi della II 6i ridurranno al pro-
dotto a due a due dei semi-gruppi ordinati g, , g2, g3 ...+ 8
combinati in tutti i modi possibili, giacché oltre tale combi-
nazione non vi potra esistere in II altro gruppo, altrimenti
la serie g , ga....gu, mon conterrebbe tutti i possibili
semi-gruppi e mancherebbe nella D(g)® il corrispondente
gruppo a soli rientranti di 2." specie; né potrd mancare in II
alcuno di tali prodotti, altrimenti il corrispondente gruppo
mancherebbe nella D(g)%. ' ' '

8. Essendo avverate le relazioni (6), si avra

j)'(g)e _— (g‘........p(—])ag,‘n... .....'.(-l)ﬁgn...’. (-I)"g‘.n..(.(_.,)qgﬂ)’ = p* (9)

in cui le diverse g saranno i u semi-gruppi ordinati, la
g, 1l semi-gruppo fondamentale e le «....f....8....0....
esprimeranno il numero delle alternazioni necessarie per passare
dal fondamentale g, ai rispettivi semi-gruppi ordinati

gm,...-gn,...cgi,-.c-gl‘,'

Infatti provato che i gruppi della II risultano dall’aggregato

di tutti i prodotti a due a due dei semi-gruppi ordinati, non

avato riguardo al loro segno, per poter ridurre la  §-+ Il

ad un quadratq #*, restera solo a provarsi che il segno di

cui sara affetto un gruppo nato dal prodotto di due semi-

grupp ordinati , .
(=g (—'a = (— )z

dopo eseguite, dietro la relazione (8), le inversioni opportune
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onde ridurlo ad un gruppo della II, sara positivo o nega-
tivo secondo. che pari o dispari sarda il numero de’rientranti
da cui sara affetto un tal gruppo. Ora dai principj esposti nella
citata. Memoria risulta che il segno competente ad un gruppo
qualunque G come derivato da un altro gruppo (—1)’G,
con un numeroc =p d’alternazioni ¢ = (—1)""?, qua-
lunque siasi il giro o processo con cui si alternano le lettere
di cui-esso consta. Sia dunque r il numero delle inversioni
necessarie per passare direttamente dal prodotto di due semi-
gruppi generici (— 1)’gi(— 1)’z al gruppo G della I,
la cui composizione, astrazion fatta dal segno, risulti dal pro-
dotto dei due semi-gruppi g, g. Il segno di G sard
= (— 1)’""5"". Sia x il numero dei rientranti di cui consta
il_’grugpo G. Si trasformi con opportune alternazioni il prodotto
(—1)°*25.zt  nel gruppo in quistione passando pel gruppo
fondamentale della D(g)®, cioé pel gruppo a®’...y%z* = F,
per ridiscendere al gruppo G. E chiaro che con un numero =n
d’inversioni la g; si cambierh in ¢; affetta dalsegno (—1)™.
Il segno del risultato sara  (— 1)“"")‘"(-— 1)*, ed il gruppo
sary divenuto gict. Con un numero § d’alternazioni si
cambierd g in g, ‘e si avra il gruppo (— 1)¥***"g q.
Quindi con un numero =1 o inversioni si cambier ¢
nell’ invertito di g, che sard ¢ , e si avra il gruppo

(— na)-m)u-ng‘ c,.
Osservando ora essere g6 = d'cfe.yT x b A 2,
esso con un numero =72 di alternazioni fra le basi si cam-
biera in F. 1l gruppo sard ridotto a (— )XE+N) wanp
Avendo la G  per ipotesi un numero. = x di rientranti,
si passera da F a G con un numero. az—zx di al-
ternazioni, e quindi il segno della G risulterd dato da
(— 1)2(‘“)‘)* =L — (—~1)". Ma siccome in ambi questi

App. Eff. 1848. : 5
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giri si deve ottenere lo stesso segno per la G, cosi ‘dovrd
essere S-=u-~r . pari o dispari secondo che pari o dispari
sara -x. Il segno dunque, che nasce dal prodotto in que-
stione ottenuto con diretto passaggio, sari positivo o ne-
gativo secondo che positivo o mnegativo sard il numero dei
rientranti che contiene il risultante gruppo G. Quindi vice-
versa un 'gruppo qualunque della II di x rientranti, il
cui segno sard (—1)*, risulterd dal prodotto di due semi-
gruppi ordinati, tanto rispetto alla composizione de’suoi ele-
‘menti, quanto rispetto al segno che assume dopo le iterate
riduzioni. Siccome i doppj prodotti di tutti i termini della ¥
eguaglieranno tutti i gruppi contenuti in 2Il, cosila D(g)®
sard ridotta al quadrato della 7.

9. Siavi una serie @, b, ¢, d,....9,%,y,z2=g
di un numero pari an di lettere. Posta sotto la forma
g == d'c....v"y*, i esprima con A(g) = A@ ... v%y%)
I’ aggregato di tutti i termini che risultano dal fondamentale g
alternando fra loro due lettere successivamente, ed escludendo
quei termini che non differiscono dai gia ritenuti se non in quanto
vi compajono elementi invertiti, sia ad ogni termine apposto
il segno =~ od il — secondo che pari o dispari ¢ il nu-
mero delle alternazioni atte a ricondurre il termine in questione
al fondamentale g. L’aggregato A(g) risultain tal caso da
un processo uniforme di operazioni che si ottiene incomincian-
do dai casi pitt semplici e salendo ai pilt complessi.

Sia an=2, sarh g=ad', e quindi sara Ad=da' ed
in generale A=

Sia an=4, sara g=a'c’. Per ottenere A(g) = Ad'c*
si ritenga fissa una base, per esempio la ¢ dell’ elemento ¢,
si alterni la d con tutte le lettere dell’ altro elemento, e vi
si apponga il segno —. Risultera

Al = FAd® — *Ad® — PAd? ossia

b d 5 b d
Adct = o't — *db — a (10)



Sia 2n = 6, sara g = dcdef e quindi
abclel = of Aa‘c"—e‘Af‘c‘-—" ‘Aafc?

(11)
—eAdf? — e'Addcf
ove si dovranno porre i valori dei A del 2.° membro de-
sunti dal caso di 27 = 4. :
Per 2n =8 si avrd parimente

d'elgt = gAdCef — g AR el — g'Aalctef
- g‘Adbhdef — g'Adcef (r2)
— gAdCH — gfadiet

ove pure si dovranno far scomparire le A del 2.° membro
col mezzo dei valori ottenuti per 2n = 6, 4, a.

La legge essendo manifesta, la A(g) = Adé....v* ¥) sl
otterra dalla ’

A@' ... vy = y*A@ ... v%) = y* AL .... ) — YA (@ ... o) 5
C(x
—_—— e - yAde.... %) — y*A(d ... o) 3

ove le diverse A contenute nel 3.° membro si avranno dalla
A(g) incuisia g di un numero 2n—3. Le A che
si trovano in ciascana di queste si avranno dai valori ottenuti per
an—4, e cosi'di seguito, di modo che il valore della (13)
si otterra da relazioni ricorrenti, in cui le diverse g dimi-
nuiscono sempre -di due uniti. La A(g) data dalla (13) si
~ dira sviluppata a seconda della base ‘y.

Il numero dei termini, di cui constera il risultato ﬁnale sCevro
dal simbolo A, sard dato dal prodotto dei numeri dispari
contenuti in  an.

Infatti una A(g) fatta di an lettere fornisce colla (13)
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un numero 2n—1 di termini. Ciascuna A del 2.° mem-
bro fatta dii 27z— 2 lettere fornirA un numero 2n—3 di
termini, in ciascun de’quali la A fatta di 2rn—4 lettere
fornird nello sviluppo un numero 27—5 di termini, e cosi
di seguito, in modo che lo sviluppo finale della A(g), sce-
vro da ogni A, constera, come si ¢ enmnciato, di un nu-
mero di termini dato da :

(en—1) (2n—3) (a2 —5)....3.1 = 1.3.5....(an—1)

I termini che formeranno 1'aggregato A(g) saranno altrettant

semi-gruppi, essendo essi, fra basi ed indici, formati di tutte le

lettere della serie g senza che alcuna venga ripetuta e senza

che alcuna vi manchi. Un semi-gruppo qualsivoglia potra dun-

que completarsi col suo invertito e dare origine ad un gruppo

fatto di soli rientranti di 2." specie.

Cosi, per esempio, supposto a2z =6, il termine a7’ di

cui consterh lp- Ad’c’ef sard il semi-gruppo competente al

gruppo intero a‘f% x ¢ ‘dfb = o't rdlen il quale ordi-

nato a seconda degl’indici forma il gruppo c*éa‘r?b°d/ ‘
soli rientranti di 2." specie che entra nella D(g)¢ = D(a"b'c'd’’ f" )
Se si suppone avverata la (6) sard ¥ = —u* ed i semi-

gruppi, di cui consta la A(g) scevra dai A, potranno ri-

dursi a semi~gruppi-‘ordinati , i quali manterranno aneora il -~

od il — secondo che pari o dispari sari il numero delle al-

ternazioni totali eseghite sulle lettere, onde ridurre il semi-gruppo

ordinato al semi-gruppo -fondamientale, in quanto ogni. alter-
nazione fra base’e relativo indice-fa ~cambia‘r~il segno al semi-
gruppo per la relazione stessa A== — ut.

Si cerchi per un esempio ‘il valore di Aa'ce - espresso ‘pér
seml-grupp: ordimati. Safd-":

Ad'c’el = elba’c —e*Af'c ¢ _ Aafct — e‘Aa’fd - Ad’cf

ed essendo
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Ad'e? = dc* —ab? +~ o, | AfC? —-/‘c — [+

A = oI — it A= ol
Add = a'.,f'.aafbf*afbe,.i

risulterd o '
"‘af = o'l o aBhel ﬂsa‘b‘efm-/"’ » a-fb‘*z‘-x-»f"b‘o‘x

. —afce - 6 — af e - dpe + b — ol

— ‘cfe“ - a‘bfe‘u—afb‘ 4.

W 7 ‘

Ondmau 4 sexm-gmppl éolla SOhm relmmw éJ‘" =— usm-&
Aa’.’c’ief. == a‘c"af - a‘b%ef +a b ef —ac bf = ab — a’b‘df
- afb' "b'cf-.- a‘b’df a‘cf = bl bt
N o wddE ‘bfd‘—o-a/b‘d‘

‘ove vedesi avverata la legge che 11 segno di ciascun semi-
gruppo ordinato ¢ positivo o negativo secondo_che si eslge
un numero pan o dispari di altérnazioni fra'le lettere dl cui
consta il gruppo in quesuone per ricondarlo " al semi-gruppo
fondamentale ordinato a’c’e’. -

10. L’ equazione (g), quando la serie pari g che entra
nella A sia identica con quella della -7, si riduce alla

Def=(a@) a9

Infattila A(g) consta dello stesso numero p. di semi-gruppi
come la ¥, e quando i semisgruppi-della - A(g) : vengano
ordinati, essi saranno coincidenti coi semi-gruppi

v 8B Bz &

astrazion fatta dal segno. Ma i segni da cui sono affetti i
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semi-gruppi della A(g) sono positivi o negativi secondo che
si esige un numero pari o dispari d’alternazioni per ricondurli
al gruppo fondamentale. Una tale condizione esigendosi anche
nei gruppi dell’aggregato 7V, sardi V= A(g), e percid la
(9) dard la (14).

1. La  A@...y") = A(g) in forza della 2. delle
relazioni (6). ¢ una funzione alternata rispetto a tutte le ar
lettere di cui essa consta. Per tale proprieta comune coll’al-
ternante D(g)® fatta di un doppio numero di elementi si
dird Semi-alternante.

Per dimostrarlo supponiamo che la proposizione sia vera per
.un numero =m d elementi. Basterd dimostrare che essa &
vera per un numero = m-1 d’elementi, e provare che
per un valore particolare di m la A(g) ¢ una funzione
alternata. Di fatti se le A contenute nel 2.° membro della
(13), che supporremo di 7~ elementi, sono funzioni alter-
nate rispetto a tutte le an lettere che esse contengono,
cambieranno di segno alternandone due qualunque di esse.
Suppongasi, per fissare le idee, che siansi alternate le due
lettere h, k. Tutte le A, in cui queste‘ entrano, cambie-
ranno di segno. Converra vedere che cosa accade ai due gruppi

— y*A@ . 2E ) '
k =C
_— y,A(abcd-u. h:uoo p’)

in cui le A non ne contengorio che una di esse. Se mella
1." si alterna z con £ essa cambia di segno e si avra

C = y A ... K.... o) — y"A(a‘c".... Ko v%) ‘

Si eseguisca I’ alternazione delle fissate lettere & , k, esia
C, il risultato, sard

C‘ = ykA(abcdnu h'nn 9’) — y,‘A(abcduu kzouo v’) = - C0
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Assumono dunque esse pure un valore egunale e di segno con-
trario. Lo stesso accade se alle lettere consecutive &, £ si
sostituiscano due lettere non consecutive %, J. Sara in tal
caso da considerarsi che cosa accade colla suddetta alternazio-
ne ai due termini

— YA ... L oY)

— Y A@E ... B o)

= C.

Se nel 1.° termine di questa espressione si alternano le due
lettere %k, m sotto a A, esso cambia di segno e si ha

YA@'E. ... 2B.... %) — YA B2 0T = C.
Alternando %, I, e chiamato C, il risultato, si ha
C: = y'A@eE SR 07) — PAEE L B 7)) = — C.

Dunque la  A(a'c’...y”) fatadi m-+1 elementi é una
funzione alternata, quando losia la A fatta di m elemen-
ti. Ma per m = a2, stante la (6), la A ¢ una funzione
alternata, cio che puo facilmente verificarsi sul valore di Adc?
dato dalla (10). Dunque una A(g) di un numero qualunque
di elementi sari una funzione alternata.
Si avra quindi, come corollario, che una qualunque 4A; conte-
nente semi-gruppi non ordinati sard egnale a (- 1)’A(a’é’....y%),
essendo ¢ il numero delle alternazioni da eseguirsi sulle 2n
lettere di cui constala A(a'c’....y") onde trasformarla in A;.
Risulta inoltre dalla (14) che un’alternante pari  D(g)®
si cambia in una funzione simetrica, quando siano verificate
le relazioni (6).

12. La  A(g) = A(d’¢ ... ph.... v"y")  pud esprimersi per una
serie ordinata a seconda dello stesso indice z colla formola

A(d®.... oy = y*A@ . ... 07) — PA(YE ... 0Y)
— A ... ) =A@y ... 0 (15)
—q0cntoq; ooooo -— 1A(abcd....9y)
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In generale la - A(g) pud.esprimersi per: una serie ordinata
a seconda di uma base p odnunm:hee q .appartenenti
ad un elemento generico della’ g.

Infatti essendo. - A(g) - una funzione alternata mpetto a tatte
le 2nr lettere di cui consta, si avra

A(dc....ple. ") = =A@ ... pl... 2Y).

Sviluppato il 2.° membro a seconda della base z colla for-
mola (13) e posta pei coefficienti- o* delle A la sua eguale
—2z% si otterrd la (15). .

Inoltre , siccome_ sara A(abcd....p’..,.y’) = A@d'.... yPY) ,
sviluppato il 2.° membro per la stessa base p col mezzo
della (13), eseguendo in essa due alternazioni, cioé fra 1y, p
e fra z,q, siavrd

A(@.... p'.. y) = pA@d... v'y")

—p* AP v *¥*)

—p A YY)
(16)

p’A(ac e 9°¢%)
—p'A@E... vy

ove si sono. posti per simetria in ultimo i due termini affetti
da p?, p* che risultano dai due termini della (13)

= yPA (. .. o) , o =yIA@ e PR 07)

coll’ alternare .y ,eon .p, e, z con ¢, e viceversa.Sié
pure ‘portato in ultimo sotto. A [I’elemento y°. Questa, in
sostanza, ¢ quella stessa che risulterebbe dalla A(a’é’.... v*y’p?)

. .
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operando sull’elemento p? come si ¢ indietro operato sulla y*.
La (15) darebbe parimente una formola ordinata per lo stesso
indice ¢ e si avrebbe

A ph ) = pIA(@CE....0%y")
— AP vy
—-.b'A(a’c".... vy?)
: b
- :x’A (&¢....oPy")
— y!A @ .. 0P

o Gl )

13. Essendo avverate le (6), ed essendo g la solita serie
pari, si avrd
DEF=9 = A Age=1)) (28)

Infatti la D(g)¥* mnel caso generale in cui non si sup-
pongono avverate le (6) potrd svilupparsi, come si é avvertito
nella citata Memoria, a seconda dell’indice «, e chiamati
4, B, C, .... Q, .... Z per brevita i coefficienti degli ele-
menti a®, 5%, .... u®,.... z2° ed ordinati i termini, si avra

D(g)® = Aa"+Bb’+ «oos + Q0% corv 4 Yy Z2°
e quindi 4
D(g)g("’”t) = AaS+ BbS e Q& e Yy':-o-Zzz

Pongasi una lineetta sui coefficienti saddetti per indicare ci6 che

essi divengono quando si suppongono avverate le (6), sard
ﬁ(g)‘=Za"’-r-.B-'b""--'--v-.I;p"’---.-n-Zz"’ (19)
App. Eff. 1848. 6.
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¢ quindi
j(g)g(“’=g)___ jaz...Bbz_......sz....d—Zz; (20)

In queste formole (19), (20) si ¢ omesso il termine af-
fetto da Q in quanto che Q corrisponde all’alternante
D(g-w)¥®= D(g)®¥ = o per essere g—ow = g dispari.
Per la (14) si ha

D(g)® = Ag) Ag) = Ag) A’ ... p".... ¥°).

Suppongasi che la « sia in posto pari nella serie g onde
corrisponda all’indice ¢ dell’ elemento generico p?. Svilup-
pato colla (17) il 2.° dei due fattori a seconda dell’ indice
g, indi postovi g =& e paragonati i coefficienti dele
a5, 85 .... 2% che nascono da tale sviluppo coi coefficienti
degli stessi elementi della (19), ove pongasi w =g, si avrd

4 = — AQA'e ... y)
B= — A(g)A(a’cd....y’)

' c = — A(g)L\(a‘gd...- ¥9)
P =+ @At y)

Y = — A(g)A(abcd....p’)
7 = — A(g)A(a‘c’i....y") :

Quindi la (20), ove pengasi w = ¢ e sostituiscansi per
4, B, ..... 1 trovati valori, ¢ mettasi pel 1.° il termine
positivo affetto da pz , diverra

f)(g)g(q =y = { pCA (@c..y?) -abA( ﬁbcd.. )~ b‘:A(;lP oy Yenes ;z‘:A(a‘cd. -y }A(g)

|
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Ora il coefficiente della A(g) del 2.° membro ¢ cio che di-
venta la (17) quando pongasi ¢ = &, onde si avrd

ﬁ(g)g(‘l =8 __ Ag) A(a‘c'i....pa;.... ¥,

ossia indicando con A(g(q:&)) cio che diventa lo svi-
luppo della semi-alternante 'A(g) quando in luogo di ¢ si
ponga la &, vale a dire ci6 che diventa lo sviluppo della

A ... P...y") a seconda dell’indice &, si avra

D=9 = Ag) Mglg=1))-

Mz un tale processo pud ripétersi per « situato in posto dispari
e comispondente alla base p  dell’ elemento. generico pt.
Infatti in tal caso nella D(gf = A(g) A(Le ....p...y7) si
sviluppera il 2.° fattore a seconda della base p colla for-
mola (16). Si porrdA p = &, indi ad ogni & si sostituird
—75. 1 coefficienti dei diversi elementi

a;z , bz; , c‘: q‘: 25

9 » e o e 9 o o o o

si ‘paragoneranno coi coefficienti degli stessi elementi che tro-
vansi nefla (19) ove pongasi _w=p, con che verranno de-
terminate le A4, B,....P,...Z che poste nella (20) risultera

g)g =8 — —quA (a%‘...y’) -aSA O ;y’)—b’;A (@)oo —zCA(c;bcd. ..y’j}A(g)

Ma, per essere’ —r== ¢, il meltiplicatore di A(g) si
ridurra per la (16) a :

M@ G y) = Map=5) ,

e percio la ﬁ(g)gw:a) , qualunique sia la léstera della serie
& chela o rappresenta, sard ancora ridotta alla quantita
Ag) Agw=8)), che & la (18).

1 4. Quando le relazioni (6) sono avverate per la serie dis-
pari g' delle lettere '
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ed inoltre per la serie

g’-o-?_:=a,b,c,....x,y.z'2;

essendo & wuna lettera estranea alla serie g, si avra

ﬁ(g)g'(¢=t) =t A(g—w) Ag'+ 1) (21)

ove le g—w, g+ costituiscono due serie pari, di cui la
1.* ¢ ci0 che diventa la g’ omessavi la lettera generica desi-
gnata per o, elaa*éla g a cui sia aggregatala lettera
estranea &. Avra luogeil <+ od il — secondo che o
nella serie g accupa un posto dispari o pari.

Infati pel § 73 della Memoria citata si ha in generale

D(g)¥ = 2*D(g-z)€ 2 -y'D(g -y)(g"’) +x"D(g’ —x)E&-_....
...... +0°DE-0€"2 ... ... -'-a’D(g-a)(g"")

ove avra luogo nel termine generico il -+ od il — secondo
che 6 occuperd un posto dispari o pari nella serie g\
Supposto z = { negl’indici, sara

D(g’)g'(z =4 - z:D(g’ -2)&-3)_yipy -y)(gl"’) +25D(g- )& ...
...... ok egp(g_e)(g"’) ceeeeen -l-acD(g’.—a)(g'")

Nel § 54 della Memoria citata si é mostrato come un’ alternante
D' ¢ eguale a +D secondo che pari o dispari € il numero
delle alternazioni necessarie a farsi nelle basi onde passare da
un’ alternante all’altra; si avra dunque

D(g’— e)(b""z) p— iD((g._z) 0= z;))(g'—z)

ove avra luogo il -~ od il — secondo che 6 sard in
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posto pari od in posto dispari, ossia, posto g'—z =g, sard

D@ —6¢"" =+ D(gO=0))F,
Qnuindi pei diversi valori &i 0 = Yo Xy Oyennnna, si avra
D@ —yf 7 = +D(gly=2)
Dg—xf " = —D(gx=n)F -
Do = +D(gv=2))
| D(g'—-a)g -: o -—-D(g(a z))’.
Posu quesn valori, si avra '
D=9 = £ Digr-y"D(gly = - ¢D(g<x Ay

.......... azD(g(O z))‘ chee = zD(g(a z))l

Ora si suppongano avverate le (6), ondele D divengano D
e si osservi che in forza della (8) in cui facciasi - y.=g siha

15(g(é=z))‘ = ﬁ(g)s(oaz)
quindi eseguita tale inversione per tutti i suddetti valori di

b=y, %, 0,..... a, sl avra
ﬁ(gl)s'(*= & Z5D(g)f — yﬁﬁ(g)g(.‘r=‘) - xCD"(g)g(x=z)_ ceen
......... _egﬁ(g)g(oﬁ) R 55(8)8(“%’)

Richiamata ora la (18), ove si cambj o, & m 0, z sard

D= = A@g)A(g0=2)) .

per tutti i valori di 6=y, », ¢, .... @, onde, avvertendo
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essere pel §10 °  D(gyf = A(g) Alg), sard

1—)(3/)8'(‘ =8 _ A(g)gch(g) -—yz;A(g(y= z))-sz(g(x:z))- ceenee

= ossescsssss - 6(: A(g(é = z)) ...... - CA(g(a: z)) %

Ma se le condizioni (6) hanno luogo non solo per la serie g,
ma per la serie g'+ &, il po]momm che molqphca Ag) ¢
lo sviluppo della A(g'+&) = A(d'c...... x'z%)  a seconda
dell’indice &. Dunque, posta per g la g—z, sard

D@EE =% = A@—2) A +Y).

Se ora si chiami « una qualnnque lettera della serie g e
si cerchi a che si riduce la  D(g))8 =8 seguendo il processo
indicato pel caso in cui era =z s otterrd” per tisultato
cio che deriva dalla precedente formola, sostituendo o alla
z, e riducendo negativo il 2.° membro qualora @ occupi

un posto pari.
15 Stabxhta la sene pan 8 d.l an lettere

a,b Cyone¥, Xy ¥, 2 eposw g=g-2=a,bic,.ax,y

la semi-alternante A(g) sara sviluppabile a seconda dell’ ul-
timo indice 2z colla formola

A(g) = y"A(g-y)-="A(g' ~2) 4P B(g =0y a'Mg-a)  (22)
Infatti si ha, come nell’ antecedente paragrafo

D(g)‘ = 2*D(g-2)*~"-y*D(g-y)*™* -a-x’D(g—x)“’-v’D(g- 0)E " T e

Ma nel § 54 della Memoria citata si ¢ mostrato come un’alternante
D' éeguale a +D secondo che pari o dispari ¢ il numero
delle alternazioni necessarie a farsi nelle basi onde passare da
un’ alternante all’ altra, si awd quindi, come nel S14

 D(g—0y~* = £ D((g—2) B=2))€™
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ove avra luogo il -~ od il — segondo che si esige un
numero pari o dispari d’alternazioni per passare dalla ." alter-
nante alla 2.", ossia secondo che. la . 6 occupa nella serie g
un posto pari o dispari, contata da destra a sinistra, ovvero
per essere g pari, secondo che 6 occupa un posto dispari
o pari, contata progresswamente da sinistra a destra. Cosi per

esempio si avrd
D(g — o)~ = D(a°V'c".... w'x"y*2) = — D@ .... u'z"z"yY)
= D(a“b¢ ... u"2"x"yY) = .D((g-z) (o:z))“'z

Lo stesso si dird degli altri. Sard dunque
D(g)f == 2°D(g~7)~~y"D((g-2)(y=2) "~ %"D( (g-2) (x=2))~*

—F D((g- Z)(p= z)»)e--z N
e postovi g~z == g'' sard -

D(g)f = 2’D(E)¥ —y'D(g(y=2)) — #"D(gx=2)"
— 'D(g/(p = z))ﬂ' e teteeranenae

Supposta avverata la condizione diagonale per cuila D si
cambia in D e per essere D(g)¥ = o sari

D(g)¥ = — y’.ﬁ(g’(y = z))"- L'g D-(g’ (x= z))"—— v’ﬁ(g’ (v= z))"— seee

Ma per la (8) in cui sia 7y dispari =g’ si avrad per qua-
lunque valore di "0

D(g = z))‘ = -—D(g)g(" -9

Sara dunque »
5(g)g — yzﬁ(g)g’(y-: z) i xzﬁ(g')gl(x=Z)+ v;.D—'(gng'(9= z) - ceee .

Se nella formola (21), ove si supponga che la serie- dispart
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g siala g—z qui adottata, ed inoltre che la lettera
estranea alla serie g sia la z, cioé pongasi =2z esi
diano ad o i diversi valori della serie g, si avra

D@9 = + Ag—y) A@+2) = +AE—y) A
E(go)g’(x=z) = =+ A(g —2)A@g'+2) = —A@g—*)Ag
DEFEC=? = + Alg—n) A +2) = + Mg —v)Ag

e cosi dicasi degli altri. Posti questi valori ed osservando essere
5(g)3 = A(g)A(g) e dividendo per A(g) si avra la (a2)
la quale presenta lo sviluppo della semi-alternante sotto la stessa
forma che si ¢ data, nella citata Memoria, allo sviluppo dell’ al-
ternante ordinata a seconda dello stesso indice z.

Un simile processo servirebbe a fornire sotto la stessa forma
lo sviluppo della A(g) a seconda della base y o pilt ge-
- neralmente a seconda di un indice o di una base qualunque. Cosi
essendo ¢ un indice qualunque della g= a’... plo 7y

si avra
Ag) = i{z’A(g’—-z)-—y"A(g’-—y)—o—x’A(g’-—-x)— }
ove sarth g = g—¢q ed ove avrd luogo il -+ od il —
secondo che la ¢ occupa nella serie g un posto dispari
o pari. .

16. Nel sistema (1) di un numero qualinque m di equa-
zioni si sostituiscano , per semplicith, alle m incognite

&‘t &b' &c,..-.z_.w.....g’

rispettivamente le incognite

A “ & % -

9 [ et

‘ ’ . > .
"Zam-o-x =Cma "zm-l-x - 1 O "'Z.n‘-!-x
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Tale sistema -diverrd

QU+ @i 0l = — a5,

B, + 8, - ...z,wg,..... b = — b5,
: (a3)

Se si suppone avverata la condizione diagonale e si ponga
{5 =0 edinolre o5 = —Z° per tutti i valori di o
della serie a, b, c, ..... y, z, il sistema (23) per m pari
sussisterd senza che sia verificata fra le quantita indipendenti
dalle incognite altra relazione estranea alle gid supposte. Il
sistema (23) per m dispari non potra sussistere a meno che
non sia avverata la relazione A(g+l) =0, essendo g la
serie dispari @&, b, ¢, ....v, z. Cio che si dice del si-
stema (23) vale anche pel sistema (1). _

Infatti I’ aggregato della 1." delle (23) moltiplicata per &,
della 2. per &, , ... della m*= per ,, dividendo per
Eme: ed osservando essere 5= o0, fornisce I’ equazione

— a5, — b5, — égz;3 e 25— C5 s = o
ossia

AN o4 S £ AN = Eom + Eolmaer = ©

la quale unita al sistema (23), in cul siano portati nei primi
membri i secondi, fornirh un sistema di m-+1 equazioni
fra m-+1 incognite, dalla cui eliminazione si avrd per la (5)
D) = o0, ove ¥y esprime la serie delle m--1 lettere
a, b, ¢,....x, y, z, 4 Orasesarda m pari sard -y
dispari, e quindi 9y =g, D(g)® = o.  Questa es-
sendo pel §4 identicamente avverata, il sistema (23) ed il
sistema (1) non introdurranno alcuna relazione fra le quantitd

App. Eff. 1848. 7
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indipendenti dalle incognite. Ma se m sara dispari, sara 7
pari, e chiamata g’ la serie dispari @, b, ....y, z, sard
y = g+& Quindila D»)?" = o, che per essere 7
pari non ¢ identicamente verificata, dard )

D)= (A('y))’ = (A(g’ +* ﬁ))’ =o0, ossia A(g+L) =o.

Questa introducendo una relazione fra le quantitid indipendenti
dalle incognite del sistema (23) e percié del sistema (1), con-
verrd che sia verificata accid il sistema stesso possa sussistere.

17. Supposto dato il sistema (1), ed avverata la condizione
diagonale, I’ equazione (4) pel caso di m = ar diverrd

Gt Gan = A(g(w:&)) : A(g(z =ﬁ)) (24)
epel caso di m = an-+1 ed avverata la A(g +¥) = o
diverra - '
Ci s Canwer = -'.".A(g"—“’) : A(g"_z) (a5)
ove varrd i1 ~+ od il — secondo che « nella serie g
occupa un posto dispari o pari.
Infatti I’ equazione (4), supposto g pari ed m = an, ed
essendo avverate le (6) diventa

G lan = D=5 : D(g=9)
ed n forza della (18) essendo |

D=5 = Ap) A(gla=8))
DE==9 = A A(gz=1)

si avrd la (24).
Siccome in tal caso un’incognita qualunque ¥ ¢ data d3
¢ o= A(g("’=&))

' A

ne deriva che quando sono verificate le
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relazioni (6), il valore di un’incognita qualanque &; si de-
riva dalla formazione della semi-alternante A(g), nell’ egual
modo che I'incognita stessa si deriva dall’alternante D(g)¢
nel caso generale in cui le condizioni (6) non siano. avverate.
Supposto m dispari = an~-1 ed avverata, per la sussistenza
del sistema (1), la relazione A(g'-+~() = o la (4) diverra

Lt Lanar = DGO : D(g)E=9
ed essendo per la formola (21)
D@FO=9 = w A —u) Mg+ )
PEFEE=9 = A@—2AE+D

ove vale il + od il — secondo che © occupa nella se-
rie g un posto dispari o pari, ei avra la (25).

Nei rapporti pertanto delle incognite scomparendo nel caso
di m dispari la lettera ¢ estranea alla serie g i rap-
porti stessi, in forza delle (6), sono indipendenti dai 32.' membri
del sistema proposto e risultano soltanto funzioni dei coefficienti.

.
Ruiduzione dei sistemi ausiliarj.
1. Sia proposta da integrarsi I’ equazione

S = X;dx,-O-X,dx,-u- ------ -'—dex’. = 0 (l)

in cui sia m qualunque. Stabilite le due serie di lettere
ed indict

: e
I, 2, 3, ww &y aene [ 2 ¢ S (m=1), m

[ 4
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si diranno omologhi i termini che nelle serie (2) si comni-
spondono. verticalmente. Se nel sistema (13), (15), art.I si
pone 2n=m ed il simbolo generico (x, f) in cui- «,
indicavano indici si faccia eguale al simbolo *» incai 2,

4 sono i rispettivi valori omologhi, ed indicando Z I indice:

di. v, siponga X;= %, il sistema suddetto si riduce a

a’dx; + ddxc, = ees - aCdx; - voor = QPdxm = ﬂag )

Bodx, = By - coors o BOd; e wrive - ity = 055
: €)
220 o+ 2,  ees oo 200 o oenr i 2 = 025 )
ove sara sempre F=o0, M#=-—p @

La 1.* delle serie (2) verra indicata al solito con g o con
g secondo che m sara pari o dispari.

2. 1l sistema ausiliario (3) da integrarsi se ¢ m = an s
riduce al sistema di m—1 = an—1 equazioni rappresen-
tate dalla proporzione continua .

dx, : dx, : dx3 : .eeunene dz; e dx,y =

A(g(a:?f,)) : A(g(b:&)) : A(g(c:(‘;)) : ----A(g(w=§)) : ----A(g(2=§))

che equlvale alle 2n—1 equazioni che nascono dalla
genenca

= Agto=t)) : A(gt==t) ©)

essendo iz ed o valori omologhi delle serie (2). Il valore
di una qualunque A(g(w &)) derivera dalla semi-alternante
A(g) = A(a ..... *y*)  quando nello sviluppo ottenuto dalle
continue sostntuzlom eseguite nelle relazioni ricorrenti (13), art. 1l

©)
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venga postituita la & alla lettera ©, sia nelle basi che
negl’ indici, indi avuto riguardo alle.

mc = X; ): g =-X; l(7)

si sostituisca ad una qualunque Fola corrispondente  («, f3).
Di fatto diviso il sistema (3) per 8 e posto

%: = Gi 8)
esso.si riduce al sistema (1), art.II. Essendo quindi avverata
la condizione diagonale, si otterra la (6) dalla (25), art.Il, in
cui pongasi il valore (8), e da essa la proporzione continua (5).

3. Siccome i successivi sistemi ausiliarj di cui si fece uso nel-
I’art. I per ottenere il sistema finale degl’integrali  della pro-
posta godono tutti dell’avverata condizione diagonale e si de-
duce 11 2.°, 3.%, ... ... sistema ausiliario sostituendo ‘nel
sistema (3) alla m = 2n successivamente 2n-2, 22—4, ...
ed alle quantita che contengono le X,, X, ,...... le stesse
quantith affette da apici, cosi la riduzione di quesu sistemi
ausiliarj secondarj alla forma di proporzione continua si de-
durra dalla stessa (5) o (6) col solo sostituire a 27 i rela-
tivi numeri, ed alle X,, X,, ..ot le stesse quantitz‘l af-
fette da corrispondenti apici.

4. Si dird pari o dispari lespressmne (1) secondo che
conterra -un - numero -pari o dispari -di variabili colle loro
corrispondenti differenziali, e quindi si dird pari o dispari se-
condo che tale sara il numero m. Si diranno espressioni ri-
dotte quelle derivanti dalla (1) che compajono. affette da
apici aventi la stessa significazione loro attribuita nell’art. I. Un
sistema ausiliario si dird pure pari o dispari secondo .che con-
terra un numero pari o dispari di equazioni. Un tal compen-
dio di espressione fu adottato anche per le alternanti pari o
dispari;, ma non. pué cié applicarsi alle semi-alternanti, le quali
dietro la loro essenza e formazione sono necessariamente pari.
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. 5. Sopponiamo che sia proposta I equazione (1) m cwm sia
m  dispari. Se nella (1) art.I si pone m in luogo di an,
riguardando pia generalmente m come pari o dispari, si po-
tra ripetere su di essa lo stesso ragionamento e processo di
calcolo per trasformare il 1.° membro dell’equazione pil generale

X1dx. o= Xodx, = eoeens = Xpdx, = o.

Riguardandosi variabili le arbitrarie, e ponendo D in luogo
di d, e chiamato ancora S, un tal 1. ° membro, la for-
mola (2) art.I, cambiatovi an» in m, fornird come prima
I’ espressione

Sy = X, 0%, + Xadxy e veeee b Xy 1 Xy
Quindi stabilito il 1.° sistema ausihario
| (1, ljdx.*(x , 2)01::,-----.—(1 ym)dxn = 60X,
(3, 1)dr,+ (3, 2)dx, o+ + (2 ,m)dxn = 0X,
: 9)
(m,1)dx, + (m,2)dxs++ -+ = (m,m)dx, = 6Xn

che risulta dal sistema (13), (15),/cambiatovi 2r in m, si
otterra la trasformazione

SI = Nﬁlelul -.'X’gdxla-l- 0000 wje X'u,_.‘ix';...’z "'.Hudx"—l

essendo

' dxl dx’.—l
= () ) e e (22

Nn = I{n : -X'm_l

ovele x,, %, .... ¥n_, saranno espresse in funzione di
%m € dei valori inigiali %'y, %'s, '3, cue. ¥, risnitant
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dal valor particolare x5, == x', quali si hanno dalle m—1
equazioni integrali del sistema (), eliminata la 6. Ma un
tale processo, nell’ assoluta indipendenza dei coefficienti della
proposta, ¢ soltanto possibile per m pari, come si vedra nel
seguente paragrafo.
6. Stabilite le due serie di lettere e di indici

a,b,c,cc.idy 0, i, cel Yy, 2 z
‘ (10)
1,2, - S S ¢ IR ()
e chiamata g o g la 1." serie secondo che m sard
pari o dispari, il sistema (9) pel casodi m pari = a2n non
introduce alcuna relazione fra i coefficienti che possono man-
tenere la supposta indipendenza fra loro. Per m  dispari
= on-+1 il sistema (9) introduce una relazione alla quale
debbono i coefficienti della proposta soddisfare, accid il sistema
stesso possa sussistere. Tale relazione che diremo Fquazione
condizionale ¢ data dall’ equazione

A+t = A@da®®) =0 ()

ove, sviluppata la semi-alternante A si sostituiscano agli ele-
menti contenenti la & 1 loro valon desunti dalle espressioni
generiche

=X, =-X (1)

che hanno luogo per tutti gli omologhi valori di & ed o
delle serie (10). Infatti sostituiti ai simboli («, §) del si-
stema (9) i corrispondenti simboli * delle serie (10) ove
m sia pari o dispari e fatto in esso

X;=0o5 |, dr=2U8 , 0=—lnm

il sistema (o) si riduce al sistema (33) dell’art. IL Per cié che
si ¢ ivi dimostrato il sistema (23) in cui é avvegata la condizione
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diagonale , e percié anche il sistema (9) in cui tal condizione
sl avvera, sussisterl per m pari senza che fra le quantita
indipendenti. dalle incognite

de, , dxy, ....dx; [ ....dxn, 8

sia necessaria alcuna relazione, e per m dispari non potra sus-
sistere, a meno che non sia verificata la relazione A(g'+f) =o
ove g' ¢ la serie dispari a, b, ...0, ...y, z. Essendo quindi

g+t=a, b, c, weY, Z, & sard A(g’-a-Z,,):A(a‘c‘....xyz&)':o

ove, sviluppata la A, si sostituiranno ai relativi elementi
.w‘:, Z® 1iloro valon X;, — X;. . , .

7. Siccome si € finora trattato il caso dell’ assoluta genera-

litd ed indipendenza dei coefficienti di una proposta equazione,
e quindi non si ¢ supposto avverarsi alcun’ equazione condi-
zionale, riserbandoci a trattare in seguito questo caso come
compreso in quello in cui si ammette che i coefficienti deb-
bano soddisfare a date equazioni, € percié che nel caso gene-
rale dell’art.I non potendosi eseguire le trasformazioni nella
ipotesi di un numero dispari di variabili, fu necessario, onde
ottenere la trasformazione finale della S, data dalla (26),
di eseguire le successive trasformazioni sulle sole espressioni
fatte di un numero pari di variabili, escludendo da tale trasfor-
mazione i termini affetti da variabili ad indice dispari.
Ed infati se la trasformazione in -quistione fosse egualmente
possibile per m dispari come per m -pari, si potrebbe al-
lora con un numero m-—2 di sistemi ausiliarj trasformare
la S, in un’espressione binomia

8 = Kidx, ™+ K, dx,(""" = o

- soddisfare alla proposta (1) con un’equazione sola conte-
nente una costante arbitraria quale risulterebbe dall’ integrazione



57
della precedente equazione riguardata fra due variabili. Sostituiti
poscia nell’equazione integrale ottenuta, in lnogo delle arbitrarie
o valori iniziali che essa contiene, i loro valori in funzione delle
saniabili: originarie desunti, con sostituziomi sucoessive, dagli
integrali dei sistemi ausiliarj stabiliti, una tale. equazione unica
sarebbe quindi I’ integrale della proposta comunque, non esi-
stendo alcuma relazione fra i coefficienti, non siano avverate le
equazioni del criterio d’integrabilita, ci6 che ¢ assurdo.

- 8. Supposto nella (1) che sia m - dispari.. = 2n-+1 ¢
che i coefficienti:’ X,, X,,.... Xopur. della pmposta renr
dano soddisfatta I’ equazxone condiziopale - .. ..ol

A(g’ +« ) = "; (! 3)

‘ove ' g'. ‘esprime la serie dispari daﬁa dalla (2) il sistema
ausiliario, .(9), che.in tale ipotesi non é pit incompatibile, si
riduce alla. proporzione continua

de, : dx, .:' dxgr :,.....; dx‘ wanee dx,,,v.,.,'__
A(g’—a) : =A(g-b) : +A(g-0) : ...+A(g’—m) ..'..'.,.A(‘g’_'z)

- ossia sl riduce al sistema di m = ar equaziohi che deri-
vano dalla generica

(14)

dx; : dXape, = 2 A(g'-0) : A(g'-2) ‘ (15)

attribuendo successivamente ad i ed o gli omologhl valon

delle serie (2). '

Infatti il sistema (9) che é sussistente in forza dell’ avverata

equazione condizionale quale risulterebbe dall’ eliminazione di

tutte le incognite dx,, dx., ... d%snw:, 6,  postovi
dx;

(«, B) = A*, —6-_—_2:.- 16y

si riduce al sistema (1) dell’art. IL. Quindi dal §13, art. 11,
App. Eff. 1848. 8
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per. essere-avverata |’ equazione condigionale ne denva . . ;.

Z Zzn-pl.-— +A(g 0)) A(g Z)

‘da ‘cni ;. posti 1 wvalori. (16), si otuene R (15) e da ‘essa - la
proporzione continua (14). ' . o T
L’ equazione generica (15) non contenendo la ("; , ‘neé pot.endo
questa vicomparire negli-sviluppi delle - A .e sostituzioni suc-
cessive: dei - valori -dei-simboli * 2“-, me deriva che pel caso di
‘m dispari, essendo .avverata la (13), il 1.° sistema ausiliario
non contiene i ‘cdefficienti della . proposta ‘(1) ;. ma. soltanto i
loro differenziali parziali. = : ‘
9. Per mostrare come si proceda ad ottenere il valore finale
di un termine generico delle (5) espresso pei coefficienti della
propasta; supponiamo .che la- g fatta delle an lettere della
iserie’ (2). sia espressa dai suoi z elementi a’ch...pL...o%)"
e vogliasi la A(g(w:&)) pel valore.di - w. = gq.
Se nella (17), art.IT, che da lo sviluppo di A(d'c.... p'... ¥%)
a seconda dell’indice’ ¢, lacuibase p sia omologa all’in-
dice u, sipone g =1, siavra

A(g(q.:f;)) = % p‘:A(abcd--»y’) NG S AN y")}
ossia per essere =X Ia A(g(q:&)) diverra
X Ai S y?) - XA(pbcd —y)- X,A(a”c ey = Xap Aabctonny?)

Svﬂuppate qumdl le A colla continua sostituzione delle re-
laziomi -ricorrenti citate al § g, art. II, sino a che scompajand
tutti i-simboli A, 'si dovrd a ciascun elemento 2*  sosti-
tuirvi la (¢, ) fatta degl’indici «, 8 omologhi alle 2, x
ed a ciascun simbolo (x, f) sostituirvi il relativo valore
X« _dXz . o :
—-—F 1 otterra cosi il valore di cilascun termine
dx 8 dx,
A(g(w C)) in cui w ¢ un indice espresso pei coefficienti
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della: proposta ¢ loro dnﬁ'eneuzmh pm'zx*ah e percm espresso mn
funzione delle variabili : 2, , %, ... Xan
Se si*vuole invece una A(g(w =Z_)) in cu -~ui.'wm'sponda'
adiuna base” p, si svilupperd la -A(de’.... pl...yY)" colla
(16)y art. II, a‘seconda della.base p, ' e-riténuto - u ..il ter-
mine omologo di p, fatto p=_C, ed osservando -essere
&”":t—'-_‘q..;.X'i , st-avra (g(p:xZ)) == I

-{ﬁ&ia‘é‘--.ly*);X,AkQ‘é ¥~ KaA (@ ) e Xa,.A(ac ..yr)}

ove gli sviluppi delle semi-alternanti . A si ﬁnranno come si
€ sopra indicato.

Parimente per © = z sviluppando per I'indice z, .indj
ponendo z=0(, ed avvertendo essere ws = X; onde
yz = Xu_., si otterrd A(g(z:&)) =

in_‘A(abcji.... p’) - X, A(ybéd...'.lp’) e _in_zA(a‘cd.... vy)

e s ‘procedera a far scompéri’re"le A eda sosutmrvn le
espressioni per le variabili come si € accennato sopra.’ '
Un simile processo vale quando vogliasi un termine qualun-
qne‘ A(g'-w) della (14) in cui g indica la serie dispari
a,b,c,....0,....%,.3,, €qundi g'—ow la serie pari
@a,b,c,.... y,z mancante di . Posta sotto la forma
dc.... v = g—w, s u'ovem , ceme ‘si & detta. sopra, il
valore della  A(g'-v) = A’ ... y). _

-3o. Dalle cose antecedenti nsuha non essere ‘punto neces-
sario il sosutmre la. € alla o  immediatamente dopo il 1.°
sviluppo della A, ma potersx eseguire, o I’ intero sviluppo
della A ....p...y") ‘sino all*espressione finale indipen-
dente dalle A per porvi le espressioni B

ot = X; , ==X

onde ottenere il ‘valore di ° d(g(i»': ij) , o fare una simile
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sostituzione. dopo un determinato numero di sviluppi a pnace.re
ottenuti colle relazioni ricorrenti sepra citate. Ca
Giova avvertire che -si potrd, quando.torni piu coinodo, in
lnogo delle (16), (17) dell’art. Il servirsi delle formole -ana~.
loghe a quelle che si hamno per I’alternante D(g)‘, come si
¢ mostrato al §15, art. IL.

11. Per mostrare con qualche esempia: lf 80 delle formole
date indietro, suppongasn che nella proposta (1) sla m= 4
"Essa si ridurra alla

X, dz, + Xadzs + Xydes + Xydz, = o)
Le serie (2) diverranno
a’b,ic, d.4:\;‘,<~_

(17)
r, 2, 3, 4 S

e sl avrd g=a”c‘. Stabilito il sistema ausiliario (3), art. I,

pel caso di 27 = 4, e posto -
@h=#, x=d, -X=t' " 9
per ndurlo ‘alla forma (3) §1; esso diverra - -
‘dx,'-hadx, adx3-o-a~dx4 = Oac',j. N
| b%dx, 4= B, + bdus + bidx, = ebé'
c’dx, -~ cdxa dxs “+ C dx4 = 0c° (9)
iz, + ddz, + dduy - ddz, = 0d5
Quindi la (6) pei valori‘om‘olog'hi délle ‘ser";é (17) diverra
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e la (5) diverra

i+ s sy dry = Agla=8)) : A(gb= 0): A(g(c-&)) A(g(d-&))
= A A(agc) A@ : A(a c‘:) o
Qumdl, ,essendosl trovato. al § 9, art. I

A(g) = A(ac) = a‘c‘i—ab’l-o-adb o

E T NP

si avranno le A della. proporzmne contmua (ar), ponendo
nella precedeme in lnogo &i @, b, ¢, d la ¢, e quindi
nmessi i ‘valori (18) si avra ' ’ D

Ad'c?) (aszz) &‘ ? z‘b“‘-o-z“b‘ = —-Xa(&4)«-x3<z,4) Xf.(a,e»)>t

A@'e) 3=y = abct— o Lh e alre = +X(3,4)-4-X4(1 3)_X3(1,4) o
22
ac )(c_&) =a & - \;bd*adbg = —'X4(112)—Xx'(?ﬁ)"'xﬂ(lﬁ)

Mae') (d=8) = &'c® —a%% -+ Bab = + Xy(1,9) — Xu(1,3) - Xi(2,3)

ove ai diversi simboi (x, ) sostituiti i relativi valori
dX, dX
dx dx,,c ’
zlone dei coefficienti della proposta e loro differeniali parziali,
e percid in funzione delle variabili. -

Per m = 6 la (1) si ridurra alla

X, dz,+ X, dx,+X3dx3+X4dx4+X5dx5—i-X6dx6 = o.

saranno espressi i termini della (21) in fun-

Le serie (a) dlverranno '

N a, b, ¢, d, e, f
o2y 3, 4,5, 6
Qumd: g = o’c%f. Stabilito il 1.° slstema ausiliario desunto
dalla (3), art. I, pel caso. di. 27n.= 6. e poste ancora le (18)
ess0 si ridurrd alla forma (3), §1. Quindi la proporzione
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continua (5) si ridurrd alla

de, : dey t duy 2 dxy 2 des i dxg = .

Al « AaEeh « A - Aafccef) . A - A(mc) @3
I termini del 2.° membro si otierranno: ponendo nelle svilappo
di  A(g) = A(e’’ef) dato al § g, art. II, in luogo delle
a, b, ¢c,d, e, f, la &, indi avuto riguardo alle (18) si
otterranno espressi pei coeﬂicienti. della proposta e: loro diffe-
renziali parziali, con che si sara ottenuta la riduzione- del si-
stema ausiliario sotto forma pid idonea alla:sua integrazione.
Se si cerca per esempio il valore di A(g(c— )) = A(a‘&def)
si-dovrd nei termini dello sviluppo della-  A(d’c’e) dato
nell’ esempio del §9, art. II, porre ¢ =&, e preso il 2.°
dei.dati sviluppi si otterrd’ R

A(gle=t)) = a't'd — a" b+ at%e
— @ - B — B
B B dbB A
— edl + B — afb“’&’ -

Z;fd' —_ a‘:bfd' -+ afb‘:d‘

ﬂ

ove nposu i valori (18) si avra

A(g(c-&)) o Xy (1) (56— Xu(a) 5.6) + xa(m) (5.6)
T e X 005) (06) — Xe(1,5) (1) — Xu(1.5) (46)

— X,(1,6)(3,5) + Xe(1,4) (2,8) + X,(3,5) (4,6)

L X(1,9) (46) — Xel1.4) (3.6) = Xs(1.6) (3.4)

= KD — X6 49+ K16 (45)
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Se ai simPoli («, ) si sostituiscono le espressioni per diffe-
renziali parziali che esse rappresentano, si otterra la A(g(c &))
in funzione delle variabili. Lo stesso si fara rispetto agli altri
termini del 2.° membro della proporzione continua (a3).
Per trattare anche il caso di m dxspan si supponga che la
(1) si, riduca a

X, dx, + X,dx, + Xsdos = o (24)

Sara in tal caso m = an -1 =3, e la serie (2) diverra
a, b, ¢
1, 2, 3

ove la 1." di esse sard rappresentata da g'. Stabilito il si-
stema ausiliario (), relativo al caso di m =3, e supposto
per la sussistenza di tal sistema dispari che i coefficienti della
proposta adempiano alla condizione A(g'+%) = A(a cz) che
si riduce in forza dell’ultima delle (23) a

X3(1,2) — Xa(1,3) + X,(2,3) = 0 (a5)
la (14) diverra
dxy i dxa : dxs = A(g'=a) : —A(g-5) : A(g'-c)
= A@®): —A@) : A(d) : =& : —a : o
e finalmente per la 1.* delle (18) si avra
dx, : dx, : dx3 = (2,3) : —(1,3) : (1,2)

ossia

dX, dX; dX, dX; (dX dX, (a6
dx3 dx;) (dx; dx dxz dxl) )
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Supposte m = a2m+1 =5, la (1), §1, diventa

- Xode, + Xudy + Xsds + X, dzy+ Xsdas = o
e la serie (2) di cui la 1.* rappresenta la g', sard
‘ | | a, b, é, d, e )
1,3.,3,4»,55'

Stabilito il sistema ausiliario (9), relativo al caso di m =3,
si supponga, per la sussistenza di tal sistema dispari, che i
coefficienti della proposta verifichino I’ equazione condizionale

A+L) = A@'ce®) = A (=) =
ossia la
Xs} (1:2) Bd) — (1, Y + (1,5 (33)}
S AN 3 (15 — (12) 3.5 — (1, 5) (2,3)}
+ X% (15N —(LHEH+ 14 Y=o
+ X (1,4) (3:8) = (1,3) (4:5) — (1,5) (34) |
+ X, { (3,5 (3,4) — (2,4) 3,5) + (3,3) (4,5) }

che ¢ quella che si deduce dall’esempio del §9, art.II, or-
dinata per I'indice f, ed avuto riguardo alle (18), la (14)
diverra . - ‘

dr, : dx, s dus 2 dwy 2 dus = A(g'-a) : ~A(g=d) : A(g—c) : -A(g'-d) : Ag-¢)
= AQ}'d) : —A@@’d) : A(dd) : (ac) (%)
ove sviluppate le A e sostitniti ai simboli A* i loro eguali

(«, B) si otterra la cercata riduzione, espressa per le deri-
vate parziali dei coefficienti della proposta.
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13. In vece di cercare le gp— 1 equazioni integrali del
sistema ausiliario (5) si potranno cercare i arn—1  valon

di f fra loro indipendenti ghe adempione all’equazione diffe-

renziale parziale di 1.° ordine e lineare data dalla
df df df - df
x:m‘h%ﬂ:*km'ﬂ"""*x‘»a_x’:‘:ﬂe (ap)

ove si € posto

Se ghiaminsi infitti £, £ , ... fin_: 1 suddetti valori fia
loro - indipendemti, Jo equazieni integralti del sistema saranno,
come ¢ note, date dalle equarieni '

X f. = & Y f. Ky 3 esccsens f”-l = “’l—l . (28‘

ove le quantitd nei secondi membri sono le costanti arbitrarie.

o e o

ove 1 secondi membri saranno cid che diventano loe f com-
tenute pei primi membri delle (28) quando si ponga un apice
alle variabili ch’esse contengono. Lo stesso processo avra luogo
pel casn che la propesta equazine fosse fra wn numere dispari
g1 di varighili, e s avranme aneleghe formele quando
all indies, e i sostilyiten 3m=-1 ¢ SUppPONgasi

X =+AF-a), Xa= —A(s"-—b) , Xg== A(g’- €) 5 winnee
.......... « Xi =% A@n‘w) 9 esssscesssccceny X,...o.. =< 9 A(g‘mz).

Lo stemo vale per tudi i sistemi ausibias) sccondlar) wiswltaokt
dalle successive trasformazioni.
App. Eff. 1848, 0
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1v.

Equazioni condizionali soddisfatte.

1. Si tratti ora la seconda questione accennata all’art.l,
quella cioé in cui i coefficienti di una proposta equazione

ngxl"‘Xadxa"'“""*dexu = 0 . (‘)

fra un numero qualinque m di varabili non siano pia
fra loro indipendenti come si ¢ supposto mnel citato articolo,
ma adempiano a particolari relazioni. Néi divefsi: casi di equa-
zioni .soddisfatte dai coefficienti si fard frequente uso. di un
principio per sé stesso evidente che basterh qui accennare sensa
che ogni volta sia necessario di porlo in chiaro. Indicando con
Fi, F,, «co.. ¥, un numero qualunque. v di funzioni
delle m vanablh Xy, Xay seesee %m o 6€ 81 ha un’ equazlone

M H(Fx ; Fi, F3y auiie F,) = R - (2)

che sia avverata identicamente rispetto alle variabili stesse,
indicando 1l una funzione qualunque sara pure identica-
mente avverata I’ equazione :

U(F,, Fr\ oo Fy=0 @

ove le diverse F indicano che nelle F , senza cambiar la
loro composizione, si € sostituito alle ‘x;, ., ees X altre
variabili, sia espresse¢ ¢on’lettere diverse, sia controdistinte con
apici. Viceversa avverata questa second’ equaznone sara pure
avverata identicamente la prima.

Sealle F,, F,,....F,.  sisostituiscono le X,, X, ) X3, eveee
e quelle che nascono dai simboli («, ﬁ) che contengono le
loro differenziali parziali, le diverse F  saranno quelle che
entrano nelle espressioni ridotte e nei relativi sistemi ausiliarj

di cui si fece uso nell’art. . Se quindi esiste un’equazione
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identicamente avverata fra i valori iniziali delle variabili, equa-
zione stessa sard adempita rispetto alle variabili originarie. Cio
deriva dall’aver adottato quel sistema di trasformazione in cui.
ad ogni integrazione dei sistemi ausiliarj s’ introducono i valori
iniziali delle variabili controdistinti con successivi apici in.luogo
delle solite costanti arbitrarie. Percio la compesizione delle di-
verse X/™ e loro differenziali parziali che entrano in tali
equazioni non differisce da quella delle relative X; che en-
trano nella proposta se non in quanto le variabili che vi com-
pajono. essendo affette da diversi apici rappresentano altre
variabili. o,

2. Si tratti in questo articolo del caso in cui i coefficienti
adempiano ad equazioni condizionali, e punnelamente sup-

posto nella (1) m dispari = 2rm+1, 1 coefficienti
X., X., «weee Xops, avverino I’ equazione
Alg+l) = o (4)

quale fu trovata al §6, art.IIl. In tal caso, stante I’integrale
del sistema ausiliario (14), art. III, la proposta verra tras-
formata in altr’ equazione da integrarsi mancante .dell’ ultimo
termine, ossia sard ridotta all’integrazione di un’equazione fra
un numero pari = 2n di variabili. Supposto quindi che nessuna
altra relazione esista fra i coefficienti, sard questa integrabile
con un sistema di » equazioni, come si ¢ veduto nel caso
generale trattato all’art. I. Un tale sistema espresso per le va-
riabili date sard quello che soddisfa alla proposta contenente
2n+1 variabili. Ma se nella proposta stessa fra 2n-+~1 va-
riabili i coefficienti supposti fra loro indipendenti non adem-
pivano la condizione (4), si sarebbe ottenuto per integrale
un sistema di -1 equazioni, laddove avverata I’ equazione
condizionale (4) la proposta ¢ integrabile con un sistema di
sole n equazioni.

Cosi per esempio sia proposta I’ equazione fra tre variabili

X, dx, + X,dx, +~ X3dx; = o.
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Se nomt si ammiete lctifie veligiotie fix ¥ édefficiedttt, ¢ petclo
non si sappotic avverata Fedtarisie éoidisiontle dats fiet 3.°
esempio det § 17, . 111, af dovik deguite il hietbdo generile
dell’are, L In tal edso, fated dorehsidtie dalF i {eriiie i
poste dispari, sl trasformierh I’ eapressione pari X, d¥; o X;d¥;
i aletd maticanté dell’ altimo lermitie eolld siabilcd il sidte-
ha ausilidto A

(1,1)dx, -+ (1,2)dx, = 0X, , (3,1)dx, + (2,0)dxs = 0X;
il quale, elitminata k6, st tiduce &N fitegiazioiic dell écqus-
zione X,dx,+X.dv, =0, ovela x; visi conside-
rerd come ‘una costante éd ove {titeg'i'aii(io & mtrodurranno i
valofi iniziali. Dietre ¢ li proposta si irasformerd nefla

N X'.dw's + Xydwg = o,

ossia, avvertendo essere per h (t7); (18), art.1,
N o= B X (dx.)
T X T X\,

si ridard alla

X,’(%‘-,‘:)#’,-‘erdﬂ = 0.

Posty 23 2 f, , o = f, ewendo f, qtiells fanziofié
ché risultets cavamdo dalPintegrale otteritito il valore di &,
si avrd
: i,
X,. E;;' dfd* Xsdfg = O,
alle quwle o3 soddiviesx, o cofle: dwe equaziom
df, =0, df, = o0 cioé fi=0 , fr= s

essendo «, , @, costanti, ovvero, supposto  f, = ¢(f,),
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colle due equazioni

A9 =0, XX () (5F) =0,

e quali, per essere  de'; — (%%-)dh; §i riducono 4118

) = 6, (’”" . (é")w'f 22 o

Si rifletterd che il valore x'. da cui dipende il valore ini-
ziale «'; costituisce una costante eccedente affatto in nostro
arbitrio che puo farsi zero.

Se invece i coefficienti della proposta avverano I’ equazxone
cordizionale ad €8é¥ relativa; siissistéfd it §idtéfna ausiliario ri-
spetto al pumero dispari di variabili quale ¢ dato al §ir,.
art. 1L 81 abtarno da édio die efudfionmi integraki fra l¢ ¥4
riabili  x;, #, % ed i Iofd valorl idiziah, & K propodia
sard ridotta alla :

IL

X’;(lx’; *X"zdx'z =0

fra le due nuove variabili ', x,. Ma questa & sempre
integrabile eon un’ eqwtazion& contenente uha tostahte #rbitra-
ria. Se quindi pongansi nel suo integrale in lnogo di ', , x',
i valori ¢ tisullano dai due integralt ded sistemst aﬂs‘iliériv,'
I’ 8quaziorié si Hdwred fra 1o try varidbile 2, %23 23 e
ceinterra. la eostaitte snzidevta, € la &'y che potril farkt zero:
Tale equafione diica saed ¥ ivtegiale dells preposta: Ma st la
pioposta ¢ i'!te’grkf)ilé eok une sote eyjnAzione) come gt si é
mosrRed - Govrebh’ eqdérs  &mda vefificato il criterio' & mveegia-
bilith. Or¥ & facile provare’ 6He ne} caso trattato di tre varias
bil# I eqitadiénd coudiziowndle éoiacide &oft’ equmzione wnded
dita dal CFité6 Hess. Infiset I suaziond Eondizionale & dats
ddt (457, arf. IIE; W QU staiite N feliiont dibikiche
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ax, _ dx,
@B = 7o
diventa
dX; dX, dX, dX; & @_& o
g @ ) v \a mw ) & )—°

che ¢ la nota equazione del criterio d’integrabilita della pro-
posta equazione fra tre variabili.’

3. Supponga31 nella (1) m = an. Il sistema ausxhano atto
a far scomparire I’ ultimo termine nell” ipotest di ' un’ assoluta’
indipendenza de’ coefficienti ¢ quello che nsulta dall’ equa-“
zione genenca : 1

A(g(zzﬁ))dx- = A(g(w Z’:))dxan B (5),

i

che & la (6), art. III, ove la ‘_g rappresenta la ‘sene“pan
(2), art. III. In forza degl’ integrali d1 tal sxstema la proposta‘

X, dx,-v-X dity o v Kol = O ®
sara ndotta per la (19), art. 1, alla
-X1 dx' ;'“X'adxa* see *‘X'zn_xdx'zn.._'x‘ = 0 (7)

che ¢ fra un numero dispari = a2z —1 di variabili. Sup-
pongasi ora avverata I’ equazione condizionale relativa alla.
(7). Nel 1.° sistema- ausiliario (5) risultera - das, == 0, onde

un tal sistema destinato ‘a trasformare la (6) mella (7) col

far svanire I'ultimo termine non ottiene lo scopo se non

coll’ ammettere = d., = 0. Infatti nella serie (2), art.Ill,.

facciasi m = . am—1, . si sopprima I’ultima lettera =z,
pongasi- g = g—z e ¢’indichino con un apice le: let-
tere  della g', volendo che esse si riferiscano alle quan-.
tita affette da un apice che entrano nella (7). L’equazione,
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vondizionale relativa: alla (7) sard espressa ‘da:
Ng+H =0 @

ove I’ apice'appiisté ala A ‘indica che a s'vih‘ippo eseguito
debhono le lettere di cui. constano,.gli-elgmenti. .A* .. essere
affette ‘da yn apice. Svﬂappata colla (15),art.1I la (8) ridotta
alla forma solita A'(a’c’...... oy ) = 0 ,¢ postovi, per le
dxverse (w‘z)' le relative X ! - per, tatti 1 valon delle omo-
loghe 3w & avrh : A

A(g+8) = ,,._,A'( p) - XAy 0) - X AN P

e e e X AN )

Sussistendo questa identicamente, sard avverata pure quella che
nasce pel principio generale del § 1, sopprimendo gli apici, ossia
cambiando i valori iniziali «’;, %'y, %'3, «ee. X'2n  delle varia-
bili nei loro valori primnitivi. ‘Si avrd quindi dalla (8), toltovi
Papice,, A(g+&)=o0 che s riduce a A(g(z &)) =o.
Dunque ‘nel sistema ausiliario (5) risulterd dx,. = 0,

. 4 Il sigtema ausiliario (5) espresso dalla (3), art. III ove
sia m =28, nell’ipotesi che I’ equazione . condnzlonale
rispetto alla (7) sia avverata, si riduce ad un sistema atto a
far scomparire nella proposta (6) il penultimo termine in posto
dispari lasciando sussistere I’ ultimo in posto pari.

Infatti risultando in tale ipotesi dx., = o, scompanrgnno
nei primi membri del citato. sistema tutti i termini affeti da
dx3,. Ommessa quindi I'ultima equazione, si otterra il siste-
ma dispari

a*dx, + aldx, - veoree e ¥2an_, = Oa®

b dx, 4 Bldxy = veovre o B¥d,_, = 065
: ©

yadxl :-l-ybdxz - cssaes mf yydx’"-‘ = eyz
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che sussistera senza iniradur nupve relamioni, per esserd avve-
rata I’ equaziope condizionale

Agrb) =9 jmcuié d: g =

1t sistema - () inecu ¢ m= sm— 1" & Aduivh oolh (+4),
art. I, ove péngasi sn—} in lcho & ‘SR E, -alla pno-
porziene continua -

dx,:dx,: oo da_y = A(g-a) -A(b/'@'-‘.."w : A(g';y) . (is)
chq gisulta dalla generica
' d : dxp_y = +A(5- w) A(s’-y)
pes kil § valeri omeloghi di §. »  delle sexie
(@, &, ¢, i 0, x, Y=g
Fo 3y 3w § o wnme 3801y

Le equazioni nate dalla precedente proporzione sano quelie ghe
integrate fanno scomparire il penuhtimo termine im posto digpari.
3. Se pertanto nelta proposta equazmne (6) & avveratq la
Al 4-?.,) = o conducente a an = O 6 necessario (per
conservare alla soluzione che si cerca quella generalftd ¢he
permetta di presentare it sistema finale affetto da una fimzie-
ne arbitraria,  come si ¢ fatto pel caso in cui la proposta em
fra un numero dispari di variabili), lasciare indeterminato Pul-
timo termme delli (2) ed eseguire la trasformazione della
espressione dispari - :

X, dx, -+ Xadx_'n:_ 000000 -+ in.._x dxzn— 1

col mezzo del sistema ausiliario (10), affine di farvi scompa-
rirg I’ ultimo termine, e quindi, supposto che nessuna altra
condizione abbia luogo, progredire alle ulteriori trasformazioni,
seguendo il metodo sviluppato nell’art. L.
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. 6..La jpregedente conclusione non si limita al caso ivi.con-
templato in cni I’ avverata equazione condizionale, funzione-di
tatti i coefficienti della. proposta (6) meno l’nltimo e delle laro
differenziali parziali é guella che riswlta dal 32.° sijtema ausi-
Biario.,,ma si estende in generale al caso in .cui I’ equazione
condizionale avverata sia quella che risulterebbe dal 4.°, 6.°...
sistema ausiliario dispari. Tale equazione condizionale non dif-
ferira dalla gid trattata, se non pel minor numero di coeffi-
cienti e loro differenziali parziali ch’essa conterrd, e pel .nu-
mero piii grande di apici di cui le variabili saranno affette e
potra ripetersi in ciascuna di esse la conclusione adottata. Ogni
qual volta un’equazione condizionale desunta dal 4.°, 6.°..,....
sistema ausiliario dispari €& avverata, sussiste il relativo sistema
ausiliario .che rendesi atto, col far scomparire I’ ultimo termine,
alla trasformazione della relativa espressione dispari in altra
espressione pari, ma il sistema ausiliario precedente, cioé il
3.%,::5.%««. nON & ess0 pid atto a far scomparire I’ ylhtimo ter-
mine in posto, pari della relativa espressione, ma si cambia
mel sistema - 4.°, 6. °w.n quando si ommetta in esso I’ulfima
colonna verticale dei primi membri, e.I’ ultimu,equaz_ione. Da
cu" risulta:

° Che un’ equazione fra un numtero pan an di variabijli
saré -soddisfatta da un sistema di » equazioni, comunque
abbiano o.mon abbiano luogo  equazioni condizionali, purché
ogni gual volta ¢’ imhatta in equazioni condizionali soddisfatte,
si abbia ricorso al sistema ausiliario precedente modificato, come
si € sopra accennato, il quale fard invece sgomparire il penul-
timo termine in posto dispari della relativa espressione, lascian-
do indeterminato il termine. estremo ;

'3.° Che un’ equagione fra un numero dispari an-1 di
variabili sard soddisfatta da un sistema di # ovvero di . n-~1
equazioni secondo che eari o non sard avverata I’ equazione
condizionale . relativa al 1.° sistema ausiliario, comunque abbiano

App. Eff. 1848. 10
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o non abbiano luogo equazioni condizionali relative a sacces-
sivi sistemi ausiliarj, purché quando alcune di esse siano avve-
rate, si proceda come si ¢ sopra accennato.

7. Se per maggiore semplicith si pone A(g(m:&)) =%
per tutti i valori omologhi di , ¢ I’equazione generica (6),
art. III, diventa

Xandx; = X;dxan

e la proporzione continua (5), art.IIl, diventa
dx, : dos : eeee 2 dXan = %y 2 Xa b ceenee 2 Xane

Cio posto, I’ equazione condizionale data al §3, cioé la
A@g+%) = A(glz=8)) = o s riduce alla Xy = o. Ora
potrebbe accadere che non essendo identicamente zero la X;
per i=2an lo fosse invece per un altro valore di i, per
esempio per i=oa. In tal caso il 1.° sistema ausiliario re-
lativo alla proposta equazione (6) sarebbe pure incompleto ed
inetto all’indicata trasformazione, come lo era nel caso in cui
siaveva Xs,= 0. Risulterebbe in tale ipotesi dx, = o che
farebbe scomtparire tutti i termini délla relativa colomna verti-
cale affetti da dxx, ed il sistema stesso snbirebbe una mo-
dificazione analoga a quella indicata al § 4. Ma ¢é da riflettersi
che I’equazione %, = o0 ¢ essa stessa un’ equazione condi-
zionale che pud con opportuno cambiamento d’indici trasfor-
marsi nella X, = o. Infatti in una proposta equazione
differenziale essendo in nostro arbitrio di contrassegnare le
variabili con alcuni piattosto che con altri indici, se nella pro-
posta equazione si contraddistingue coll’indice 2r quella
variabile che erasi contrassegnata coll’indice «, e viceversa,
nella proposta (6) verranno ad essere alternati fra loro i due
termini Xadxy , X.ndxan e la trovata equazione Xz =o0
8i cambierd nella X,,=o0. Siccome una qualunque X; manca
nella sua composizione del coefficiente X;, cosile Xa, Xam
mancheranno rispettivamente dei coefficienti X, , Xin.
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Risulta quindi che il trovarsi verificata una Xz =0 ¢ indi-
zio che nel contrassegnare le variabili non si & avuto avvertenza
a fare in modo che I’equazione condizionale generica ¥X; = o
comparisse coll’indice’ i=an. Per procedere regolarmente
coll’ adottato sistema si sarebbe dunque dovuto far precedere
un tale ordinamento della proposta equazione che compaja nel-
* I’ultimo termine quello che era affetto dall’indice «, cio che
si otterra alternando nella proposta (6) gl’indici «, an.
Ma un’ equazione condizionale di tal specie X, =o0 puéd
non verificarsi nel 2.° sistema ausiliario, ma sibbene nei suc-
cessivi sistemi 4.°, 6.°...... e richiedersi percid, anche riguardo
ad essi, un relativo coordinamento di coefficienti e relative al-
ternazioni d indici. -

Onde procedere ordinatamente sard percié opportuno indi-
‘care una regola colla quale predisporre la proposta equazione
da integrarsi in modo che le equazioni condizionali relative ai
successivi sistemi si presentino sempre espresse da una X; =0
in cui la ¢ sia sempre il massimo indice che il relativo si-
stema ausiliario pari contiene. -

Questa regola riposa sul principio generale del § 1 che qua-
lanque equazione si avveri identicamente fra le diverse fun-
zioni X{™ e loro differenziali parziali, ove la m indica
un numero di apici applicati ai coefficienti della proposta, la
stessa ¢ pure identicamente avverata sopprimendo gli apici che
sl riferiscono a valori iniziali delle variabili, cioé che un’equa-
zione simile ha luogo fra i coefficienti X; della proposta e
loro differenziali parziali.

Ritenuto inoltre che in qualsivoglia modo si proceda alla so-
luzione generale di una proposta equazione fra un numero 2n
ovvero 2n+-1 di variabili si deve sempre dietro il §6 ot-
tenere un sistema di 7 equazioni nel 1.° caso, e di = ov-
vero di n-+1, nell’altro caso, secondo che sia o no verifi-
cata I’ equazione condizionale del 1.° sistema ausiliario, cosi
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bastera indicare la regola onde ordinare una proposta- equamone
fra un numero pari ' 2r  di variabili.

8. Essendo proposta fra- 2r variabili

. y , p , r 9 oeecee x 9, seseep s 9, eeccee t y (4 y z (Il)

un’equazione. della forma-
Ydy + Pdp+ Rdr s Xdg vvee 8ds eooe b Tdt s+ Zdz = 0 (i)
si stabilisca una posizione: affatto arbitrania

r= X p = X3 y eesesee x = X BERGULIITNY B ]

' * =0  (13)
ceenee § = xﬁ, essee 2 — Xan.a 9 eesen y = x“,,. :l
Posti questi- valori nella (13), ordinati. i termini a.seconda.degli
indici. ed- indicati in generale con X; 1 coefficienti delle di-
verse. differenziali. dx; la (13) assumera: la. forma.

© Xydx, == Xodx, = ceesees o Xﬁdxﬁ* cssssese ;
LT =0 (14
...... oo ot Xon_adXapn_a == seorecrer cpe X dn, ).
Essendo questa della forma (1) § 2, si stabilird il' 1°° sistema
ausiliario (13), (15), art.I che posto sotto la forma (5) art. ITI
si potrd con esso determinare I’ espressione generica X;.
Suppongasi che per =« risulti identicamente avverata la
Xy =o. Sialternino nelle (13), (14) gl'indici «, 2r tanto
nelle variabili x; quanto nei coefficienti X;. La posizione
arbitraria (13) sard scambiata nella

T =Xy, P = %3, eecnne X T= Xan 5 eesacese

%{: o (15)

Ordinati a seconda de’nuovi indici i termini della (14);ed ome-
messi gh ultimi due, si cerchera il 2.° sistema ausiliario rela-
tivo al polinomio

X,dx;* dexa """ Xﬁdxﬁ """ -4 zn_adxau_.: (I6)
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Questo sistema, posto sotto la solita forma (5) art. ITI, sard atto
a fornire- il valore della corrispondente X;. Sapposto che per
i=f rmsuli Xg= o, si alterneranno nella (15): gl indici
B, an—2a e’la (13) verrd scambiata nella: puova:pesizione -

T=Xy o, PRXa yseseX =Xajsg.000eS =Xan_a ;._...az:xﬁ, yoendY FXg (17)
Eseguita la stessa alternazione nell’ espressione: (16);, ordinati i
termini ed’ ommessi-i due ultimz, si-cercherx: il 3.%: sistema. aun+
siliario relativo: al polinomio-- ‘ '

Xidx, = X,dxg, soseee + Xg‘g..@dx_n..@

Trovata la %; ad esso relativa, e:suppesto:che: per L=3
risuli Xy = o0, si dovrd nella (17) procedere all' alteriore
alternazione degl’indici 8, an—4, la quale fornirA una
nuova posizione da sostituirsi alla (13). Cosi progredendo si
giungerd ad ottenere quella posizione da- sestituirsi alla (13) per
mezzo della quale la proposta (12) verra rappresentata da una
espressione della forma (14), 1 cui termini saranno cosi coordi-
nati che nelle. successive operazioni che conducono al sistema
finale delle n equazioni che la soddisfano, le equazioni. con-
dizionali ¥; =0 che mano mano s’ incontrano, ove. le va-
riabili saranno affette da relativi apici, saranno tali che I’in-
dice =i eguaglierd sempre il massimo indice pari dell’ espres-
sione da cui é derivata la X;. Giova appena.avvertire che
quando una X; per nessun valore dell’indice =i ¢ an-
nullata, lasciando immutate le posizioni delle variabili, si pas-
serd al successivo sistema ausikiario..

Il procego che la surriferita regola contiene pudé anche se-
guirsi nell’ atto_stesso che si stabiliscono i diversi sistemi.da
integrarsi e che conducono al sistema finale senza far precedere
i1l coordinamento della (14), purché ogni volta che &’ incontra
una X;, contenente in tal caso variabili affette da apici,
che si annulli per un particolare valore di- i= w, si alternine
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allora gl’indici relativi © e an—apu dei valori iniziali delle
variabili alternando in pari tempo gl’indici nell’ originaria po-
sizione (13). _

Quando si ammettono fra i coefficienti quelle relazioni che adem-
piono ad equazioni condizionali, si ritiene sempre che queste
siano le uniche condizioni a cui i coefficienti stessi sono soggetti.
Si ritenga inoltre che dalle condizioni atte a verificare tali equa-
zioni si escluderanno sempre quelle che richiedessero I’ annul-
. lamento di qualche coefficiente X;, giacché il caso in cui la
proposta, e percid la (14), mancasse di alcuni termini, verra
trattato separatamente siccome quello in cui fra le condizioni
a cui i coefficienti debbono soddisfare, vi sia quella di essere
alcuni eguali a zero.

V.
Criterj d integrabilita.

1. Suppongasi che le relazioni fra i coefficienti di un’ equa-
zione proposta siano tali che le equazioni del criterio d’inte-
grabilitd siano per essi verificate, o rispetto a tutti i coefficienti
stessi, o rispetto ad alcuni soltanto. Prima di determinare il nu-
mero delle equazioni del sistema finale che soddisfa alla pro-
posta equazione richiamerd imr quest’ articolo alcune proposi-
zioni rispetto ai criterj d’ integrabilitA per un numero qualunque
m di variabili. ’

“Accid il primo membro dell’ equazione
X, dx, + X,dx, + Xsdxs vorer + X,,d2xn = 0 - (1)

-possa con un opportuno moltiplicatore = x  divenire una
differenziale esatta e la proposta avere per integrale I’ equa-
zione unica

f(x: , %z eereen Xm) = cost. (2)

dev’essere identicamente soddisfatto quel sistema di
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(m-1)(m-2)
2 - -
generica

n”~ equazioni che risultano dall’ espressione

@, AXo—(z, )Xg+ (B, )X =0 -~ (3)

quando, ammettendo che . conservi costantemente il valore
di uno degli m indici, le «, 3 assumano successivamente
i valori che risultano dalle combinazioni a due a due di tutti
gl alri m—1 indid. .

Infatti se della proposta (1) esiste un integrale della forma
(2), la differenziale totale della (2) avra per. coefficienti . delle
dx, , dx;, .. dx, tali funzioni che non potranno differire
dai coefficienti X,, X., «.... X» ee non per un fattore
-comune che supposto = u sarid -attp a rendere il 1.° mem-
bro della (1) una differenziale esatta. Dovranno dunque essere

avverate le "—i(-r-n;‘—l—)- =7 equazioni che risultano dalla generica
d-pX, dopXg |

coll’attribuire agl’indici «, 8 tutti i valori delle » com-
binazioni a due a due degli m indici della proposta (1).
Ossia, ritenuta al simbolo (x, ) la solita significazione,
posto L : : I
f{l._ _ du ' du

dx: “‘ ’ dxa- —1 ’[,3 g Steeeree 7‘;; —13 ”,m

ed eseguite le differenziazioni indicate dalla (4), dovranno es-
sere avverate le » equagzioni risultanti dalla

(@, B) pr-Xapg—Xgpg = 0 ©®)

coll’ attribuire ad «, 8 1 valori delle » accennate com-
binazioni. Colle » anzidette equazioni si forming tante terne
o gruppi di tre equazioni, quante se ne possono formare colle
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m(m—1) (m~2)
2.3
dici 1, 2, 3, wu. m. Un gruppo generico di questo siste-
ma sard rappresentato dalle tre equazioni

=.N combinazioni a tre a tre degli m in-

"(“»‘;ﬁ)fM-Xg:uﬁ—-Xp P == O i
(v, .B) r+X, I‘ﬁ"“ Xﬁ}lg = 0 . (6)
(@, D) p+X, m—qua"-_—:»o '

di cui la. 1.* ¢ lastessa (5): e le alire due- risnltano col. go-
gitnive: "o ad « eda . Tuti g N . grappi. dél
sistema ‘in ‘questione’ risulteranno. dal gruppo generico (6)
coll’attribuire -successivamente ‘agl’ indici ‘., ., o i.walon
detle - :V -1erne ehe possono formarsi cogli - m  indici-atabiliti,
Se pertanto col .gruppo (6) ove si considerino le um, Mg,
Kg, He come incognite da eliminarsi, si giunge ad ottenere
un’ equazione indipendente da.esse che. indico con

[, ﬁa w] = o ) (7)
le' equazioni analoghe - indipendenti ‘dalle 4 .inocegnite.che :ri-
salterebbero ‘dagli - &V gruppi in questione i :deriveranno
dalla stessa (7) col sostituire alle a, B, o le NN teme
effettuabili cogli - - indici.

Se pertanto si adotta la solita relazione k*=o0, h" =—i
e si pone

Xo=d, ;xﬁ;z a, (B, v) =a
Xoo== b, e, ©) = b* (8)
—-(a f) =c
il_gruoppe (6) ordmto per Mg, Mg, oy B diventa
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aa.ua -+ “blu'ﬁ “+~ a‘py + adl‘ =0 : S0

b, + ’5"!4,6 - By + b =

[
o

9

g + g 4+ o + ' = 0
d“ua-b-dbp.ﬁ +du, + d’%u = o

I'ultima delle quali equazioni risulta dall’aggregato della 1.* mol-
tiplicata per ., della 2." moltiplicata per pg, e della
3." moltiplicata per u,. Nel sistema (9) fra un numero pari
d’incognite avverandosi la proprieta di essere zero i coef-
ficienti situati sulla diagonale del quadro ch’essi costitniscono
e di essere eguali e contrarj quelli che trovansi ad eguale di-
stanza dall’una e dall’ altra parte della diagonale stessa, si avra,
dietro quanto si € indietro stabilito, A(a"cd) = o0, oOssla
dietro I’ esempio dato all’art.II, §9

et — b+ a'" = o

¢ quindi pei valori (8)
(«, B) X, — («, (")Xﬁ""(}gv w X, =0 (10)

Dovri dunque avverarsi un sistema di [V  equazioni fra i
coefficienti .X;, X,, .... X» e loro differenziali parziali
acci6 il 1.° membro della proposta possa con un opportuno
moltiplicatore u divenire una differenziale esatta, ed un tal
sistema risulterd dalla (10) attribuendo alle «, f3, 1 valori
di tutte le terne effettnabili cogli m indici.

2. Chiamisi ora S il sistema di queste NV equazioni e
sia s, il sistema di tutte quelle equazioni del sistema §
che sono affette dallo stesso indice w. Sard evidentemente
n il numero di queste equazioni. E facile provare che le
restanti N —n equazioni del sistema S non sono che una
conseguenza necessaria delle equazioni eontenute nel sistema s,

App. Eff. 1848, 1E
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onde verificate queste debbono pur quelle essere necessaria-
mente avverate. Infatti si fissi una qualunque delle N—=n
equazioni che potra rappresentarsi colla

(@, PX, —(x, NXp+(B, VX, = o (11)

purché ciascuno degl’indici «, 3, A sia diverso dall’indice
designato «. Fra le & equazioni del sistema Se Ciascuna
delle quali ¢ affetta dall’indice « esisterd un gruppo, o
terna , rappresentato da

(a, ﬁ)Xa,-—-’(a, w)Xp-i-(B, W)Xz == ©
(@, NX,—@, )X, «(, a) Xy = @ (12)
3, A)Xw—(ﬁ,w)Xk-»(l,w)X’p:o '

ove ««, -8, 2 siano gh stessi indici oomtemuti nella (11).
Se si cambia il segno alla 2." delle (12), si ordinano per
X, Xﬁ » X,, Xo e si pone colla sofita notazione

(Aa‘o)-':ab' '—(Btw)=ac' (ﬁ,l)‘:a‘
(@, @) = b, —(x,2) =5 ) (13)
(=, p)'=¢‘

il gruppo (13) diventa »
o*X, wa'Xy+ a'X, +a'X, = o
BX, =X+ bX, X, = 0 (14)
X+ X+ Xy = X, = 0

Quindi I’ aggregata della 1." moluplicata per X, , della 2.
moltiplicata per X, e della 3. meluiplicata per X, for-
nisee 1" equazione _
c"Xx -+ b"Xﬁ-r.adXI = 0 (15)
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ove posti i valoni dell’ ukima linea verticale delle (13), si ha
Ia (11). Ne deriva tquindi che, actid I’ efumnione propusta di-
venga una differensiale @satta con un opportuno thehiplicatore,
basterd che sia verificave i sistema 3,, ove w ritiehe un
valore fisko ed iAvaridbile al variare di  «., £
Ne deriva qual corollario the, formai colle N eqaarioni
del sisttma S tantl sidtemi s, quanti ne compajord in
§ peivalori- wws 1, 8, 3, wnum, s8 ld equasioni di
uno qualunque s, degli M sistemi o, , 54, i su che
compajono.in S nisulteranno identicamente zero, saranno
puré identicamente avverate tutte le equaznom contenute negh
altri sistemi. Una tale _conseguenza risulta pure dal seguente
processo.

3. Si divida la proposta (1) per un coefficiente generico
X, ,. st avrd
X s Xs X X; Xm
= — + gy Trdx, R i/
R R AEs s s s KT
Aceié il 2.° membro #ia una differensiale esatta, non altrimenti
c¢he il primo, dovia, tome € noto; avverarsi il sistema di

m~1)(m-23 . PR U T
(———)—.(—l =n equazioni (ual si derivans dafla generica

2
X, Xy
“X_°%, (17)
——— - = 0 1
] dx“ 7.

ove Ia variabile 2, contenuta itei cOefisienti gefierici
Xa, Xg. X, 4 riguardets fensione di tae le alere va-
risbili, ed ove, tenuto fisso I'indicé v, lo «, f aswnano
tatti i valori delle # eombinazionti & due & dae the possono

formarsi cogli m— 1 restanti indici. Se s rappresenta con

(@, B, 0) = o (18)
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cid ehe diventa la (17) quando: vi .si eseguniscano le indicate
differenziazioni rispetto alle variabili: #«, x5 comprese espli-
citamente nelle Xz, Xg, X; - ed .implicitamente nella  x,,
tutte le equazioni del criterio risultéranno dalla (18), quando
®, B assumano i.valori delle anzidett¢ - n- : combinazioni.
Eseguite le differenziazioni nella; (17), ¢ ritenuto- che i coeffi-
cienti delle differenziali delle vanabili %,., 229, «.e Xa nel
2.° membro della (16) .debbono rappresentare le differenziali

parziali della . x, . rispetio alle altre variabili 2, %a, ... %n

' . . L dx,, . . X
per cui sard in gen'erale‘ %:—%, A‘ d_:§= —:X’-f

la (17) diverra : o ‘
(«, B, w) = (=, ﬁ)Xw-_(“’ w)Xﬁ"'(Ba “’)Xa =0 . (‘9)
Quantunque ‘o - possa ricevere m differenti valori, basterd
che sia verificato il sistema competente ad un determinato va-
lore di -w per conchiudere che la proposta ammette per in-
; tegrale un’ equazione unica.- Inoltre, siccome per gli- m~ va-
loi di w=1, 2, 3, ... m 1 sistemi che ne nascono
epincidono coi sistemi indicati nel §1 con. 8, $2'y wree Sms-
cosi: basterd. in, forza dello. stesso § 1 che sia verificato uno
di . questi sistemi per conchiudere che esiste un opportune
moluphcatore che rende il 1.° membro della (1) una ditferen-
ziale esatta,

Per I’integrabilita della (1) bastando I’ avveramento di uno:
dei sistemi s, = o fatto di » equazioni fra loro indipen-
denti, cosi fu esso chiamato il sistema dei criterj d’integrabi-
kitd. Siccome poi nel sistema § sono contenuli tutti i sistemi
s, - € dev’ essere identicamente zero il sistema stesso quando
ume sia verificato uno, le restanti N —n equazioni essendo
una conseguenza delle altre » equazioni indipendenti, cosi
la. S= o0 sidird sistema generale dei criterj.

4. Supposto verificato uno qualunque de’ sistemi s
m(m - 1) (m—2) (m~3) A
1:2:3-4 =

saranno panmcnte verificate le
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equazioni che risultano dalla generica

@ A0 =@ B @) w)(B,A)—o @0

quando alle «, B, 2, 0 si sosntmsoano gl mdun di ciascuna
delle %2 quaderne che possémo formarsi cogli * m indici
1,2, 3, .. m, .o, cié che & lo stesso, saranno verificate
le 'k - .equazioni. che risultano dalla generica

A_(aBA“) = 0 © (an)

quando alle lettere @, B, A, © si sostituiscano le let-
tere . delle -2  qunaderne che nascono dalle m . lettere
a; b, c,d, ...y, z, e si chiamerai H un tal sistema
di & equazioni.

Infatti ‘se uno qualunque dei sistemi s, € avverato, sari pure
avverato il sistema generale S. Se colle N equazioni del
sistema S si formano tutte le quaderne che nascono com-
binando fra loro a 4 a 4 gli m indici, una quaderna gene-
rica dietro il §2 verrd costituita dalle 4 equazioni (11), (12)
dalle quali potranno derivarsi tutte le altre. Adottando le po-
sizioni (13), le (12) si cambiano nelle (14) e la (1 1) nella
(15), la quale pué scriversi . :

X, + d“XB +~dX, + d‘Xw = c.

‘11 ‘sistema di queste quattro equazioni, in cui & verificata fra i
eoefficienti delle X, Xﬁ . XX’ X, da eliminarsi la solita
proprieta della diagonale, conduce alla a’c’— ab?+ o't = o
che coincide colla (20) in forza delle (13). Se poi alla serie
degl’ indici

I, 2,3, cee %,y eeenn ¢ By e Ay e O venee T
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ove le lettere greche «, B8, A, © sono ora 4 qualunque
delle lettere latine da noi sempre usate, ed adottando le
solite motazioni di  oP s A%, we. in luogo delle relative
(@, B, (A, @), ceeee la (30) diverra .aﬁx"»-a“ﬁ"’-m‘fﬁ* 30,
ossia si avrd A@@fr’)= o che ¢ la (a1).

5. Quando sia verificato un qualunque sistema. s, saranno
avverate tutte le equazioni del sistema K- che nas¢ono dalla
equazione generica

@ Ao, =@, N, W+@ )@ H =0  (9)

quando alle lettere «, 8, A, @ si sostituiscano gl indici di
(m+1) (m) (m-1) (m-2)
1-2:3-4
possono formarsi cogli m-~1 indici 1, 2,3, §,... M, M-1;
o, cio che é lo stesso, saranno verificate le % equazioni che

risultano dall’ equazione generica '

APy = o (23)

. quaderne che

ciascuna delle £ =

quando alle lettere «, S, A, @ si sostituiscano quelle che
nascono dalle m~1 lettere a, b, ¢, we. x, ¥, 2z, G,
ritenuto che nel 1.° caso sia

Xi=(,m+1), Xa=(3,m+1), e Xp= (m,m+1)
— X, == (m+1,1), f-X, =(Mm+1,3), o — Xg = (m+1,m)
e nel 2.° caso sia

X, =a®, X.=1085, Xi=d5 , i Xp =25
X% =0, XK=, %=, —Xa=V
Infatti se néll’ equazione generica (10) da cui deriva il sistema

S & N=m(m—1)(m—2)

equazioni si pone
1-2:3 po

XO)=((°9 Z)’ ‘Y,i:(‘B’Z) Xaz(a'z)
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essendo & = m-+1 essa diventa

A (“.7'.ﬁ)(w’ Q) —(a, w)(ﬁaz-)"'(gf “’)(“_a g).’:o (a4}

e le diverse NN equazioni risulteranno dal temer fisa b &
e far variare tutte le «, 3, A coll’assumere i valori delle
N terne fatte cogl’ indici

I, 2, 3, P p— wm (25}

Ma pel § 4 ¢ verificato anche il sistema (20}, cioé quoloche
risuka dalla

@, B, w)—(x, (B o)+ (a, W@, ) =0  (26)

quando alle quattro lettere - &, S, 2, » g sestituiscanc le

h = m(m - ’x) (;n;a)4(m-3) quaderne che passono formarsi
cogli m indici (25). Dunque nel sistema H vi saranno

tutte le equazioni nate dalle % quaderne della serie (a5),
ove manca I’indice m—-1, e tutte le equazioni del sistema
S saranno IV quaderne i cui la & ¢ ritenuta fissa, e
le «, 3, o assumono tutt i valori delle n terne della
serie (25). Quindi il complessivo sistema S-+-H fatto di

m(m—1) (m-2) _m(m-1)(m-3)(m-3) _ (m+1)(m)(m-1) (m-
1-2-3 1.1-3-4 1:2:3-4

Na+bh =

equazioni costituird il sistema K di tate le equazioni che
nascono dalla (26) attribuendo alle «, B, A, o i valori
delle quaderne che possona formaxsi cogli m—~r ' indici

1, 23,3, wee m, m=+1, il numero delle quali é appunto
) (Im)z(n;— L) (m-3), Se ora alla serie degl’indici

I, 2, 3, cuue m, m+1 si sostituisca rispettivamente la
serie delle m <+ 1 lettere ‘

B

(27)

e, b, ¢, .. z,
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e si supponga che «, B, 2, v siano quattro lettere qua-
lunque di quest: ultima serie, e si scrivano in luogo dei sim-
boli (x, B), (A, ®), . gli analoghi of, 0 ,

la (26) diverra

a‘BA“—a)‘Buq-a“B)‘: ’QA"—;a}‘B"—Apaﬁ: o,

uuuuuuuu

ossia A(wBA") = o0 ovealle «, B, 2, w si sostituiscano
le %k quaderne che possono formarsi colle m =1 lettere
della serie (37) come si ¢ enunciato.

6. Per dare qualche esempio si supponga m = 3. Risul-
tando in tal caso N = n, il sistema S si riduce ad una
equazione unica che risulta dalla (3) ponendovi « =1,
B =2, w=3, ossia si ridnce alla

’ (113)X3 - (lt3)Xz"' (2,3)X, = O

la quale coincide colla gia trovata espressione (25) dell art. L.
Se si pone

X, =(14) = a; ’ X, =(34) = b; ’ X3 = (3.4) =cz
le equazioni del sistema K si riducono ad una sola, cio¢ alla
(1,2) 3,4) — (1,3) (3,4) + (2,3) (1.,4) = o,
ossia alla ' _ :

' a‘cz-—a‘b‘:—c’q; = A(a‘c‘:) = o.
7.Per m =4 le N = 4 combinazioni a tre a tre
’t313)7 1,2,4), !93'4)v 2’-394)

forniscono pel sistema S le 4 equazioni

LY v (1,2) X5 — (1,3) X, + (2,3)X, = ©
22 v (1,2)X, — (LOXs + (2,4)X, = 0
3.. ........ (1,3)X4 -— ‘(1,4)X3 L (3,4)X[

4-‘ oooooooo (2,3)X4 — (2,4)‘Y3 = (3,4)X2 = O.

Il
°
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I 4 sistemi’ . 55, #34 82, & sono‘quelh the - risultano -
spettivamente dfdle equaz Zioni g ) .
2, 34, 44, 1.4, .30, 4%, 10, al,. 4.‘). ", at, 3.5
avvertendo- di ‘cambiare i’ segmi quando' si vuol presentare
ciascuna equazione-sotto Ia) forma (3). ’
Risultando quindi % ==1, il sistema H ' siridurrd all'equa-
zione unica fornita dalla (20) in cui-pongasi a=1, f=1,
A=3, w=4, ossiaalla

(1,3) (3,4) — (1,3): (M) + (1»4) (2, 3) =0,
ovvero, sostituendo agl’ xndlcx le lettere a, b, c d, sl ot-
terra dalla (.'u) '
*al¢ —afb"-o-a = A(dc’) = o.

Rxsuhando moltre k= 5 1] sistema X sarh dato o dalle

cinque equazioni-che costituiscono il sistema complessnvo S,
H, ponendo _

X=(5), X=05, XH=0G5, X,=4d.
ovvero ponendo invece '

X,—-az. X, =8, Xy=ct, X,=d

dalle cinque equamom :
Ata 4’;)__0, ' (ad‘:)=o,. A(a‘dg)=o Ad’e’) = ot
8. Per m=5 sarai N =10. Colle 10 combinazioni a
tre a tre dei 5 indici si ha
1,2,3), 1,3,4), 1,3,5), 1,3,4), 1,3,5), 1,4,5)
2,3,4), 2,3,5), 2.4,5)
- 3,4,5)
App. Eff. 1848. 12
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ed il ‘sitemia § ‘#i midave col mezze della (3) alle
(12)X — (13X + L =0
(1,2)X, —(1,4X, + (@,4)X;, =o0. . .=~
(I,Q)Xs_-'— ‘L,S)x; -+ (3’5);:1 =0 s
X, — @R+ @EPK =0 . . .
(1,3 X5 — (15K & 3,5)X, =0 .
X = US> (5X, =0
23X, — (3.4) % + BpHX. =0
(2,3)Xs = (2,9X5 -+ BS5)H = © .
(2.4)X; — (2,5) X+ (4,9)%. = 0
» 3:4) X5 — (3,5)X; + (4,5)X; = o .
Un qualsivoglia s, fatto di ® =6 equazioni risulterh
dall’assumere le 6 equazioni del sistema S in ciascuna delle
quali ‘¢éntra Tindice «. Cosi per o = 4' "9l sistema - 55
sard quello che comsta dellé equazioni 2%, %", 6., 77,
9.*, 10.%; lo stesso dicasi degli altri. Si pud qui verificare Ia
proprietd enunciata che wa numero N—n =4 d equazioni
mancanti di un indice stabilito ¢ una conseguenza delle »
restanti equazioni del sistema S.
Rigultatido poi % =25, le cinque equagioni del sistema H
si avranno dalla (20) col sostituire alle «, S, A, o le
cinque quaderne N
L3y Ln3kY, 13,658, 1,3,4,5, 23,49
€ sl avrd .
(1,2) 3,4) — (1,3) (3,4) +(14)(23) = ©
(1,3)43,5) — (1.3) (2,5) = (1,5) (3,3) = o
(12)465) — (1,4) (3.5) + (1,5) (3.4) = ©
(1,3) (4:9) — (1,4) (3,5) + (1,5)(3,4) = o
(2,3) (4,5) — (2,4) 3,5) + (4,5) (3.4) = o
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oyvero sostituendo dllg serie: degl’ indici 1, 3, 3, 4, Sk
serie delle lettere @, b, ¢, d, e s avrd

& — ab - & == AP = o
& — @b~ &b = Ad'S =
OF — b - D = A =
#d =a'e wa'¢ = A4d = o
B =B = A =0

Aggiunte a"queste le 10 equazioni date in principio di questo -
paragrafo, ove alla serie degl’indici 1, 2, 3, 4, S
si sdstituiscano le vispettive lemtere &, &, ¢, &, ¢
€ pongasi

X,=d*, X=b, X,=¢&, X=d, X=d
si avranno le restanti 10 equazmm ‘
abet — a‘bg-hb’a;== dfl = o
a'dr = b+ {;Jq‘: = AddE = o
‘.-aea; a‘bg-o-b a——Aae‘-—O'
A e G s o D = 0
' e&——ac -o-c'azg —-Aafgéo, v‘
ade‘:—ad&-'-d'w = Ad’et = o -
Bds — B - = Ab‘d—» =0
b‘cgw B e c’-bg-. = Ab‘e =a
Be5 — brds + dB% = ABE = o
e gl B = A =0
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che completano il numero £ == §:5.4.3 -.= 15 delle :e.qvl'lé-‘

L ,102’2'4
zioni del sistema XK.

VL
Criterj avverati nei coefficienti della proposta equazione.

1. In questo articolo si tratta la questione di trovare il nu-
mero delle equazioni che entrano nel sistema integrale della

proposta .
X.dx, = Xodx, =+ oooeseee - Xodrm = 0 . (‘)

quando sia avverato il sistema s, ~dei eriterj ‘d’ integrabilita
relativi al polinomio

X‘dxl -+~ Xadxa.* .‘:‘ ..... . X‘dx‘

in cui sia & = ovvero <m.

Per ottenerne colla maggiore generalitd la soluzione conviene
stabilire una proposizione che dipende dalle proprieta delle
semi-alternanti di cui si é trattato nell’ art. II,

E primieramente chiamerd per abbreviazione di discorso let-
tere critiche quelle che entrano nel sistema s, contenente i
criterj d’integrabilitA o che entrano nel sistema pil generale
H, e lettere estranee tutte quelle che sone estranee ai cri-
terj stessi. Cosi per esempio essendovi la serie di lettere

a, b, c,d, e, r, 8, %

— = —

si diranno lettere critiche le sottosegnate a, &, ¢, d, e
quando sono esse tali che una- qualsivoglia delle quaderne che
da esse nsulta soddisfi I’ equazione generica del criterio data
da A(oc ) =o. Le altre lettere [, g, k diconsi estranee
al criterio, giacché una qualsivoglia quaderna di cui, anche
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una sola di “esse facma pam fa cessare r avveramemo del
criterio. ¢ :

2. Una semi-alternante di un numero = an di lettere, di

cui un numero = j sia di lettere critiche, sard o non sara
zero seconde che la j sard o non sardA >nw+1.
Per dimestrare questa. proposizione si cerchi il minimo valore
.che deve avere la j accid la semi-alternante stessa sia == o.
Una semi-alternante di 2r lettere si pud esprimere dietro
Y art. II per semi-alternanti di un numero 2r7—a2a di lettere,
e queste esprimersi per semi-alternanti di un numero 2n—4
di lettere, e cosi dicasi successivamente. Se tali sviluppi si fanno
per un indice, o per una base corrispondenti sempre ad una
lettera estranea, le successive semi-alternanti, al diminuire di
2, 4, 6, . 2y unith, diminuiranno i 1, 3, 3, wwe ¥
lettere estranee.- Se tali sviluppi si spingono sino a contenere
soltanto semi-alternanti della forina A(aﬁa“’) la semi-alter-
nante proposta sard zero, se tutte le semi-alternanti, di cui la
A(ocﬁA ) ¢ la generica, sono prive di lettere estranee. Sia per-
tanto: # il massimo numero di lettere estranee che la semi-
alternante di 2z lettere deve contenere, accid sviluppata suc-
cessivamente sino a non presentare che semi-alternanti di sole
4 lettere siano queste prive di lettere estranee. I valori di
x, vy risulteranno. dalle due condizioni

2n—-ay=4, x—y =

da cui risulta x = n—2. Dunque pel numero n—a di
lettere estranee contenute nella proposta semi-alternante, ed a
pit forte_ragione per un- numero minore, la semi-alternante
stessa sard zero. Sia j il numero delle critiche contenute
nella ‘semi-altemanﬁe, il minimo numero di lettere critiche che
dovra * contenere I’alternante stessa accié sia zero sard dato
da j = a2n—x = r-+2, ed a piu forte ragione sara zero,
'se sard . j>n~~a. Risulta denque che una semi-alternante
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"di an lettero saxX o mon sarh zewo seoonde che il namero
j di‘ lettere critiche che essa contiene sard 0 non sari mag
giore di 7+ I. o

3. Sia per un esempio am = 8, si awvrd la wmialtan
nante A(dc‘efs?), h quale dovra esgere zero se i namese
delle lettere critiche che essa contiene sarh > Zent; omia
> 5. Suppongasi che tale numera di critiche sia w6 quaki
trovansi sottogegnate nella sene

aybicodienfige b

Sviluppando per la base g appartenente ad ana lettera
~ estranea si avrh I’ espressione i

d'celgh) =1g"A(a’c“'ef) g0 — g A d'e) — g A
. — g A (@) — g A H) — gl
: Imncatiquinmcén H, A, B, C, D, E, F
i coeficiensi delle &', £y &+ & & s g8
si avrd sviluppando -
H =A@ — AP — &0 ) — €AY — *Md)
4 = BA) — BAG) — KAy — RAED) — HAC')
= dAEe) — Ay — BA(Cel) — PACN) — PACE)
C = W) — BAde) — K'A(a") — h’A(a‘df) NG
D = dA(d'ef) — a*A(c‘ef) — B*A(a%efy — ‘A( — A
E = KM@ — BAG - KM — KA f’) BAd)
F = &A@y — "A(ec) b"A(ac‘)-— PN (e — d'A(@d)

Tatte le semi-alternanti contenute nei secondi membn, essendo
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prive i lsttere -estrance, sowd sero, € percid sard vero da semi-

alternante proposta  A(a c‘iefg)
A piu forte ragione sard essa zero se il numero delle critiche

sara - >6. Ma de. il nuhere delle oritichs fwse <6, per
ésereghio o= § percuila’ f divervebbe wna lettera estra:
nea, i pmmni sembri- delle ‘precedeati equazioni :non carebbero
zero, nen essendo pero ~qaelle semi«alternanti Aha®y.
secamdh nvesiibri, in:cni enfra la dettera. estramea £ Qmmb
pen saii; annullasa ;12 semi-altesnante propoeta, -
e SEcyipreada l’equmm da. m‘hgmn s

X(Z%‘;*dexs* "'-thx "'"“"'Xm-.zdxm--x*x dx,. = 0 (3)

& Suppongdsh thé § ‘prirsk termini $ind all’ i* indludvo siano
tali ‘da soddisfure il sistema generale ¥ d&ei cnte‘lj Lintegra-
bilita. & a\‘rri fa proposizione ¢he il numero =N & équa-
zioni di cui ¢consta il sistema finale che integra a proposta equa-
zione differenziale sar dato, per m = ovvero & a(i-i), da

N=m—(-1) @
e per ‘m> 2(i-1) sard dato da
vN‘=ig-. ovvero N = 21 (4)'

secondo che m sard pari o dispari.
Per dimostrarlo suppengasi primieramente 7z nnmero pari
= 2n esia m = 32(@-1), ossia Z=an-+5L I 1.°si-
stema ausiliario conterrd la serie di an lettere

a , b, ﬁf,‘d,oov“b“, l, M, ciine ¥ 5 2 (5)

ddlle guali un mAImEro x4 i deure sotivseghute Sarannd
critiche @ le s@stanti %1 Baratind ldtwere estranee. Stabi-
Kto il 1.° distema tusiliario ridotte ad espressiomi fatte di
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semi-alternanti , si ‘consideri una fra. 888 5 pc! eocmpxo fa ;

A(g(z &)) A(a‘c‘ s A l"'... - y )

Questa semi-alternante fatta di ' an lewede delequah essendo
la ¥ che entra nel sistema H ‘‘pur esea da considexarsi
critica, un' numero == -~ saxd di crtithe ed mn numero
= an—i—1 sard di estranee, 066ia:SUPPOSLD- " kW= .o F
ed essendo i = n~1 sard :j == n-+a. . Sard duneue
j>nr+1, e quindi la semi-aiternante in queéstione sark zero;
e percié il 1.° sistema ausiliario- sard. insqssisterite. A pmy forte
ragione saranno insussistenti i sistemi ausiliarj successivi ¢
quindi tutti i termini della proposta equazione “dall i - sino
all’ ultimo in numero = an—i dovrannp conservarsi nella
equazione finale. La somma. dei termini sino all’ b .inclysi-
vo costituird nell’equazione finale un termine umco, come sara
dimostrato nel seguente paragrafo, e quindi il numero N
delle equazioni con cui la proposta si integra sara dato da

N=1"+an—i = an—(E-1),

come si ¢ enunciato. Che se m ¢é un numero qualunque
<a(i-1), a piu forte ragione alcune delle semi-alternanti
che entrano nei sistemi ausiliarj saranno zero e percié insus-
sistenti i sistemi stessi. Quindi il numero N sari espresso
piu generalmente da m—(i-1).

Suppongasl ora m>2(i-1), per esempm m=2(-1)+1:
in tal caso essendo dispari il numero de’termini della proposta
converrd esplorare se & soddisfatta I'equazione condizionale.
Chiamata pertanto g’ la serie dispari (5), sard

A(g+ly = A(@c s X8...... 2%25)

ove il numero totale delle lettere sardi = m—+1 = ai ed
il numero delle critiche sarA = i~+1=j, stante che la &
¢ una lettera critica. Ma in tal caso non essendo j maggiore
di i-~1 Iequazione condizionale non ¢ avverata, e percié
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P ultino termine della proposta rimame .esistente nell’ equazione
finale dal cui pamero de’termini dipende guello delle equa-
zioni integrali della proposta.

. Se si fosse suppeato W = a(i~1)+a le sami-aliernanti
del 1.° sistema ausiliario mon sar¢bbere zero ¢ percid sussiste-
rebbe il sisterma stesso. A pin forte ragionpe swssisteranno i si-
stemi .ausiliarj per -

= a(i- 1)+ 4, 3@-1+6, 3@E-1+8, cu.
enonsmsrstenmole eqmomoondmomh.pel valori di-
: »m = 3,(""1») +3, 2@-D+S5, AC-I)+7 , cpon

giacthé se alcuna di esse ‘fosse avverata, per esempio per

m = a(i-1)+2l <+ 1, non sussisterebbe, contro I’ipotesi,
il sistema per m = 3(i-1)+al+2. Lo stesso si dird per

gli altri valori dispari di m.

Posto a(i-1) = m, risulta ¢he un’equazione proposta in cui

sia m parie >m, subisce un processo di trasformazione

come nel caso generale dato all’art.I sino ad essere ridotta ad un

an-2a(i-1)

polinomio di n unumero = m,;+ = M~ (B-ir1)

di termini. Ma il polinomio di m, termini, che I’ equazione
trasformata contiene, ¢ nulteriormente ridotto, imn forza della
gid dimostrata proposizione, ad altro polinomio di un nu-
mero =m;—(i-1) =i—1 di termini: dunque I’equazione
finale constera di un numero IV di termini dato da
N = (i-1)+@n-i+1) = n = g Se poi lo stesso numero

m>m, fosse dispari ed = 27-+1 il numero de’ termini
dell’ equazione finale sarebbe ridotto ad n-1, ossia ad

m -1 [N .
come s1 € enunciato.

5. Resta a dimostrarsi come il polinomio che comprende tutti
i termini i cui coefficienti verificano 1 criterj d’integrabilita,

App. Eff. 1848. 13
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si riduca nell’ equazione finale ad un termine unico, come nel
precedente paragrafo fu supposto, ed a vedersi quali modifi-
cazioni una tale circostanza induca nell’equazione finale stessa.
Si tratterd questo caso ammettendo prima che sia m = 2(i-1)
per passare poscia a quello in cui sia m> a(i-1).

Sia dunque da integrarsi la (2), ove si supponga m = 2(i-1).
Si é gia veduto che non si pué in tal caro servirsi dei si-
stemi ausiliarj, onde far scomparire alcuni termini e ridur cosi
la proposta ad un’ espressione di un minor numero de’ termini.
Sard dunque essa da considerarsi come I’ equazione finale stessa
nella quale perd si abbia riguardo alla condizione che i coef
ficienti dei primi termini in numero =: soddisfano ai criterj
d’integrabilith. Sia x il moltiplicatore che rende I’ espressione

K(X dx, = Xydxy o= orsee o X;d)) ©)

una differenziale esatta rispetto alle variabili x;, %a, «o Xi.
Sia f I integrale della (6). Se della f si prende la diffe-
renziale totale, cioé la differenziale rispetto a tutte le variabili

Xy 'Y X3 9 esecsere X 9 eesecees x,._, Y Xm

e si rifletta essere

df df

) = 2o ) = »X,
si avra

Adexl +FX3dx3* ........ - AX‘.dx
df =
df df
dx.*l)dx‘q.‘ ------ +(dx'.-!)dxﬂl—l - dTu)dxn
Posta quindi la (3) sotto la forma
':: { pX, dx, oo p X, do, o= soeseene - X;dx; 2



99
essa sara ridotta alla

—df-.-(X....,-—( dx‘-'.x))dx,...,-l-(x',...,——( T ) ——
...... (X”'"_-(dx,._,))dx _,...(x __( )

E questa I'equazione finale in questione. Essa potrd integrarsi
colle equazioni

essendo  @;, 03, weee. @y costanti arbitrarie.
Ovvero, supponendo f = O(Xivr, Zita, eeerene Xm) per cui

dx,q.;)dr’*l* ‘*2) 12 Y S adhilid *("lx—m A% v

onde I’ equazione finale precedente diventa

I
{ .Xi-..l - ;(dxl»*l dxl-hl);dx‘*t

=+ g ida = — dx,...,) dx‘+’)§dxi+z

df =

I
- §Xm_x"" - dx,,._‘ dxm-l)gdxm_l

+§ A )+ )%m

s’ integrerh la proposta, laSCiando ane Xik1 y Xigay sssne Im
la loro generalita, col sistema -
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f— ¢(x“;'l ] xn’-‘-a 9 ssesseeen x,,,) = 0

1 de-f) \
Xo-&-x“‘; .———“dx;...‘ =0

Hos 190D _
» idea > (8)

ERTYYPYYYTYY

Xn *l.g(gix—Tf)=o ‘

6. Dalle cose dette nel paragrafo precedente si vede come
sia da trattarsi il caso in cui fosse m>>3(i-1). Si procede-
rh allora col mefodo generale col quale il polinomio proposto
viene ridotto ad un altro diminuito successivamente de’ termini
in posto pari sino a che si ottenga un polinomio fatto dei
soli ultimi termini in posto dispari e della somma dei primi
a(i-1) termini affetti da un coefficiente , le diverse quan-
tith essendo controdistinte da apici. Considerato un tal risul-
tato come I’ equazione finale: s’ introdurrd, come si é fatto nel
precedente paragrafo, il fattore u che rende una differen-
ziale esatta rispetto alle variabili x;, %1, ... x;  affette
da apici il polinomio fatto dei primi termini in numero = i.
Chiamato: f [I’integrale del polinomio stesso, se ne prenderd
la differenziale totale rispetto a tutte quelle variabili di cui
I’ equazione finale contiene le differenziali, e si procederd
come si & gid accennato doversi fare pel caso precedente di
m = 2(-1).

Sia per un esempio m = 2(-1)-+~2 = 2i. La (2) diverrd
Xidx, + X,dx, = sressscesssncsisossans -...X;dxi e X1 dxig,
' t—1 0

s eoveiies o Xyl o+ Xogimryb @i mayaiy = Xaihrg )

ove il numero =i indica sempre il numero de’ coefficienti
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che soddisfano Vai criterj W integrabilitd. Stabilito il £.° sistema
ausiliario risulterd. esso dato dai rapporti di semi-alternanti di
un nume¥e'. = 2; di lettere. Alcane di tali- semitalternanti
conterranno un numero = i~ 1 di lettere eritiche, altre sol-
tanto wr numero ==3. Essendo per le prmme j=i<+1 e
per le seconde j=1:¢ non sard in ambi i casi j maggiore
di i+ 1. Sussistera dunque il sistema ausiliario, ed il 1.” mem-
bro della proposta equazione si ridurrd, dietro la (19), art.I, alla

8¢ = Np§ X'yda! s X'yl soven e Koy ' 1y |+ Bl i syt

Rappresentando S, un polinomio dispari si dovrd esplorare
se. I’ equazivhe condizionale ¢ soddisfatta. Questa essendo data
da una semi-alternarite di a2i lettere, delle quali il numero
=j di critiche non é maggiore di i-~1 ~non sard avve-
rata. L’ ultimo termine della (9) rimane percié nell’espressione
finale. Ma, dietro quanto che si €& avvertito indietro, anche
tutti- i termini della (g). al di 1 del termine N, X)dx'; 5-
mangoro- Rell’ equazione finale;; non restera. dunqm che a

trasformarsi in un termine unico il polinomio
-—N,,gp.X dx', -o-p.X,dx',-O--- e --e-nth’ }

ove n eil sohto fattore & mtegrabxhté Sia f I mtegrale
del polinomio fra parentesi, Considerata la «'s; come costante
maneando mella (9) la dx's», ela f come funzione delle
variabili \ : -

U ! !
Xy 9 X3 9 esecee x; , Xiepg g seeces xg(;—a]) 9 x,(,'_.,)...l

; R . : . C ' I

X N{ pXdry - p Xl ot eessnsssssssssseses o w XA }

> . . . i N = 6
AT

ALY, 4TS . P NnXa(i—l)dx'z(i—:)"‘ Hndx'ﬁ(i—l)i-x

(9
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sard ridot,ta alla L : Ke
_N df W_,_ ; (_...,__..df dx'; csne ( dx |
B H-x dxf+2 fham dx'a(&—x)-i-: ‘ 3(;-1)4-; =0

+NnX1i+xdxz+x*Nn.X’i+adx'i+a* ok N Xogim s )dxz(s-1)"’H»dxa(x-x)+x

Posto per H, il valore NV, X’S(._x,.,., quale risulta dalla
(18), art. I e diviso per NN, , si avra I equazione finale

df*(p.X'.'.‘-.— dx'+ ))dx.-l-x-l- . *(ﬂX’a(&—-l) (dxa(...

)) dx 3(5-—- 1)

........

(MX'a(.—x)a-x-(m))dta(t—x)*x
Sard questa soddnsfatta o col supporre

df = o ) dx';..., = O' ) seseces dx',(,-._f,)..., = 0,

ovvero con un simil numero ‘= i di equazioni contenenti
una funzione arbitraria ¢ risultanti dal gid esposto processo,
col supporre - :

! !
f——- ¢(x"+1 Y x’i-‘-a 9 esesesee xg(i—1)+')o

Un tale andamento indica come si debba procedere pel caso in
cui fosse m > ai.

7. Per venire ad esempj pin specmli suppongasx nella (3)
m=14, i =3. SarA m<2(-1) ed il numero N di
equazioni con cui ¢ integrata I’ equazione

X,dt; 4 Xodoxy + Xsdres + X,dv, =0,

saradatoda N =m—(-1) = a.
Infatti la serie delle lettere si ridurrd in tal caso alla

a, b, ¢, d, ove le lettere critiche sono le sottose-
gnate. II 1.° sistema ausxhano sara dato da

de, : dx, : day @ day = A(g(a r,)) A(g®=0) : A(gle=0)) : A(g(.d—&));
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ossia_‘da- o : .
' de, : dx, : dxs : d:é:4 = A@bc_d) A(a‘: ) : A( &‘:‘)”: A(d’cg):

Ma ‘pei-criterj avverati essendo - A(a‘c&) = o il sistema sara
meompleto € si ‘dovra . percid lasciar SIiSSIStel’e l’ultuno termine.
Sia f I’integrale del trinomio - :

W di, o+ pXods o+ nKods
éssendq #, il .'sol'ito,fat'tore d’m.tegl:abllna Sara
&t = s, WEodey o s+ (o
Quindi I’ equazione finale

' df
df+ (/.«.X4—(E))dxf =0
fatta di due termini sard soddisfatta colle due equazioni
dry, =0 . df=o,

ossia colle - Xy = & , . f=a
essendo «, , «, costanti arbitrarie: ovvero sard soddisfatta
con due equazioni ed una funzione arbitraria operando come
si é fatto indietro.

Sia m =05, i{=3. Essendo m>2a(i-1) ed inoltre
numero dispari, sara N = o> _ s

Infatti essendo dispari il numero de’termini a cui si riduce
la (2) converra prima vedere se I’ equazione condizionale &
soddisfatta. Rappresentata con g’ la serie

a, éo c, d’e

I’ espressione dell’ equazione condizionale sara

A@+8) = A(dee5).
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Questa semi-alternante fatta di 6 lettere, fra le quali sono. cxi-
tiche le 4 lettere @, b, ¢, § non sard zero, giacché per
essere nulla deve contenere non pit di una lettera estranea.
L’ ultimo termine adunque rimang nell’equazione finnle. che sari
cosi ridotta a tre.texmini, ¢ guindi I'equagione, a.cui si m—
ce la (2), sara integrabile con Are ¢quazioni.. - '

‘Sia m=6, i=3. Essendo m>a(i-1) sard N_—a-=3'

Infatti la serie delle lettere sarA a , é_ » €y, dy e, f
ed il 1.° sistema ausiliario dlpenderh dalle semi-alternanti

MG . AEhESy A

(10)
Ay,  A@S) . Al

nessuna delle quali essendo zero il sistema ausiliario sussiste.
L’ equazione sard ridotta cogl’integrali del sistema a 5 termini,
e saremo .cosi nel caso prepedente, in.cui I’ equazione finale
si riduce a 3 termini. L’ equazione pertanto a cui si riduce la
(2) in questa ipotesi sara integrabile con tre equazioni.

Siaora m=6, t=25. Essendo m<a(t-1), sard
N =m—(¢-1) = a. Infati la serie delle lettere sard in
questo caso o

a , bv c, dv Evf

ed il 1.° sistema ausiliario conterra le stesse semi-alternanti
" (10), le quali saranno zero contenendo od una sola o nessuna
lettera estranea. Non ha quindi luogo alcuna trasformazione.
L’ ultimo termjne rimane nell’ equazione finale che sari ridotta
a due termini. Quindi I’ equazione .che .deriva in questo caso
dalla (2) sard integrabile con due equazioni come si ¢ trovato.

Per i=05, m=17, essendo m<a-1) sard
N =m—(@-1) = 3. Infatti si avrd ]a serie g di lettere

e, b, c,'d, e, ., 8
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ed essendo m dispari, converrd prima vedere se I’ equaz;one
condizionale ¢ soddisfatta, ossia se la A(g'+5) = Ad’c’e/g%)
¢ zero. Essendo 2r = 8 . il numero delle lettere di questa
§emi-altemante, fra le quali un numero j = 6 essendo cri-
tiche, sard pel §8 j>n-+1, e percid sard zero la semi-
alternante ed avverata I’ equazione condizionale. Si dovra for-
mare quindi il relativo sistema ausiliario. Ma questo contenendo
le semi-alternanti

A(g-a) = AT, Ag-b) = A@adf®), Ag-c) = A(d*dr®y
Ag-d) = A@Er) , Ag-e) = A(a’r%)
Ag-1) = D@’ , ARg-g) = Ad’cd)
delle quali le ultime due contenenti una sola lettera estranea
sono zero, il sistema sard incompleto, né avendo luogo per
questo caso la trasformazione, I’ ultimo termine rimarra nell’equa-~
zione finale. Ma per m = 6 riducendosi I’ equazione finale
del caso precedente ad un numero =2 di termini, I'equa-
zione finale del caso attuale consterd di tre termini. L’equa-
zione a cui si riduce la (2) sarA dunque integrabile con tre
equazioni come si € ehunciato.
Per i=5, m=8, essendo m = 2(-1), sara
N = m—(i-1) = 4. Infatti si avrd la serie delle lettere

a)ba fad’ €, f,gvh

ed 1l 1.° sistema ausiliario conterrd le semi-alternanti di
an = 8 lettere

Al A(a‘: elghy | A’gy ,  Adé efg")
‘ abc'if_.fg") , A(abc'leq by, A&y, Al ef

ie tre ultime delle quali, essendo . j =6 equindi j>nr+1,
. saranno eguali a zero. Il sistema sard incompleto. A pin forte

App. Eff. 1848. 14
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ragione lo saranno i sistemi secondarj, onde I’ equazione finale
consterd di 4 termini, e percid con 4 equazioni sard mtegra-
bile la proposta derivata dalla (2).

Per i=5, m=g9, esendo m>a(i-1), sar&

me-1
= 5 Infatti si avrd la serie di lettere

a’é’ 2’ d! e_, f) g’ h’l'

L’ equazione condizionale ‘
A+l = A = o

non ¢é soddisfatta, giacché essendo an = 10 il numero delle
lettere di questa semi-alternante, fra le quali un numero j=6
di critiche, sard j = n~-1, e quindi non potrd essere zero
la semi-alternante stessa. Rimarrd dunque nell’ equazione finale
I'ultimo termine. Siccome nel precedente caso di m = 8
I’equazione finale si riduceva a quattro termini, cosi in questo
si ridurrd ad un numero = 5 di termini, e tale sard il
numero delle equazioni che integra la proposta.

Per i=5, m =10, essendo m>a(-1), sard

= 1;- = 5. Di fatto la serie delle lettere sara

a ., bv ¢, d$ €, f’ - AR) k-’\'l’ lm

ed 1l 1.° sistema ausiliario conterraA le semi-alternanti di
an = 10 lettere

AQ STy, Dbl , AL A(a‘cCJg”z”)
: A(abcd&fg/'l") , A(a‘cde‘:g"l"') , A
A1), ASTey , A E)

nelle quali essendo 72 =5 ed il numero delle critiche
jZn<+1, le semi-alternanti stesse pel § 2 non sono. zero.
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Sussiste percio il 1.° sistema ausiliario, in forza del quale. la
" proposta equazione si trasforma in altra di g termini. Questa
pel caso antecedente si riduce ad un’ equazione finale di 5
termini, onde la proposta sard integrabile con 5 equazioni.

8. 11 processo indicato ne’ precedenti paragrafi sussiste nella
ammessa condizione che i coefficienti pei quali & avverato il
criterio siano tutti ordinati in principio dell’equazione proposta
da integrarsi. Essendo quindi data un’equazione della forma
(2) , converrd ordinarla. in modo che una tale condizione sia
adempita. Per ottenerlo si disporranno tutte le equazioni dei
criterj corrispondenti a tutti i coefficienti nel modo indicato
all’art. V, e si osserverd quale é il massimo numero =i dei
coefficienti che adempiono le condizioni stesse. Il polinomio
fatto di tali coefficienti, apponendo gl’indici 1, 2, 3, ... &
alle variabili dei cui differenziali sono essi affetti, si porrd in
principio dell’ equazione, senza aver riguardo ad altri polinomj
di un minor numero di termini i cui coefficienti adempissero
pure i relativi criterj. Si riserberanno per le altre variabili gli
indici superiori all’ :*°. Fatto un tale scambio d’indici a tutte le
variabili che I’ equazione contiene, si tratterd questa nel modo
superiormente prescritto, come se i criterj fossero soltanto adem-
piti pel polinomio in questione di un numero =i di termini.

Nel caso speciale perd in cui I’ equazione proposta si compo-
nesse di due o piu polinomj per ciascun de’quali, oltre essere
adempiti i relativi criterj, le variabili di un polinomio man-
cassero negli altri, si procederebbe allora nel seguente modo.
Sia data, per esempio, I’equazione P,-+~P, = o0, in cui i
due polinomj P,, P, godono della proprietd sopr’ accen-
nata. Si chiami g, il moltiplicatore che rende P, wuna
differenziale esatta e sia u, quello che rende tale il polino-
mio P,. La proposta equazione, moltiplicata per u; pa
e supposto ﬁt.P. =f, /ﬂ-zPa = f,, diverra. :

uﬂdfl ""“xdfz = 0.
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Sard questa I’ equazione finale alla quale si soddisfa o colle
equagioni

fi =« , f, = a,

eseendo «, ‘, ®a due costanti arbitrarie, ovvero colle due
fi—¢(f)) = o, I’-z(‘g;—?; My = 0

essendo ¢ wuna funzione arbitraria.
9. Quando in un’ equazione della forma (2) il numero dei
termini dato da m fosse maggiore di a(i-1) ed i coeffi-
cienti sino all’ ™ inclusivo avverassero i criterj d’integrabi-
lith, e fosse inoltre adempita qualche equazione condizionale
al di 13 del termine 2(i-1)™, dovra la proposta stessa es-
sere considerata come soggetta, rispetto a quest’ ultima condi-
zione , alle stesse modificazioni di cui si & parlato all’art. IV,
ove si ¢ supposto che i coefficienti rendessero soddisfatte alcune
equazioni condizionali. '
~ 10. Quando sia adempita la condizione «f = o per tutti i
valori che «, 3 assumono sostituendo ad esse le lettere di cia-
scuna combinazione a due a due della serie «, b, ¢, d, ..... ©
in numero =i, i criterj d’integrabilitA di cui si ¢ parlato
indietro sono avverati rispetto al polinomio fatto di un numero
=1 di termini. Un tale caso adunque sard soggetto allo stesso
processo indicato ne’ precedenti paragrafi, non essendo questo
che un caso particolare di quello gia trattato. Il polinomio
infatti divenendo per tal modo una differenziale esatta, il mol-
tiplicatore diverra in tale ipotesi superfluo, e si dovrd porre
= 1. .
15. Se essendo avverata la condizione generica «f = o
iGE-1)
2

peivvalori di «, 8 nau dalle combinazioni a due

a due, come nell’antecedente paragrafo, sia inoltre avverata
per altre combinazioni non comprese nell’ accennata serie di
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lettere, tali relazioni ulteriori o non renderanno o renderanne
per loro stesse insussistente od incompleto qualche sistema au-
siliario. Nel 1.° caso si seguird il processo dell’ antecedente
paragrafo e mel 2.° stante I’ avveramento contemporaneo di
condizioni di diversa natura, si dovrd procedere come verrd
indicato al § 4 del seguente articolo, ove I’ esemplo ivi dato
servird di norma in casi simili. .

12. Un caso in cui rendesi msnssistente il sistema ausiliario,
e che ¢ da rignardarsi quale condizione di natura diversa delle
precedenti, ¢ quello in cui la «® = o sia verificata per un
valore fisso di 8 e per tutti i valori di « della serie to-
tale di lettere comprese nella (2), art. Ill. Dall’ispezione del
sistema (3) del citato articolo si rileva scomparire da esso la
dx,. Ma per la proprieta of = —B* verificandosi anche
B*=o0, la y.""“ equazione si ridurrebbe a Bc =0, ossia
alla X, = contro I’ipotesi, non ammettendosi per ora
mancanza - d¥ ten'nini nella proposta equazione. Questo caso si
verifica quando la proposta contenga un termine X,dx,
tale, che la X F sia una costante e la variabile x, non
entri negli altri coefficienti. Quando cid si verifichi, si porrd
in fine alla proposta un tal termine, che lasciato intatto, ed ese-
guite le trasformazioni effettuabili sul restante polinomio, si
conservera nell’ equazione finale. Lo stesso avrd luogo quando
piu termini di tal fatta esistano nella proposta equazione.

VIL

Equazioni incomplete.
Applicazione alle equazion: differenziali parziali.

1. Sia proposta un’equazione differenziale ordinaria ﬁ'a un
numero m > n di variabili della forma

X do,+ Xodrgs s X, dx,.-;-X,..g.,dx,,...,-o-m-*dexm_o - (1)
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ove sia f' F—) X-a —] Xs S esesenre T X; = 0 (2)

Ogni equazione mancante di un certo numero di termini si
dird Incompleta e verrd sempre rappresentata sotto la forma
(1), riducendo in principio dell’ equazione stessa le differen-
ziali affette da coefficienti zero. Si distingueranno nella (1) i
due seguenti casi: 1.° di m = ovvero <an, 2.°. di
m = a(nw+p) per tutti i valori di x escluso lo zero, e di
m = 2(n+u)-~1 per tuttiivalori di u compreso lo zero.

2. Essendo m = ovvero < an, nessun sistema ausiliario
¢ sussistente. La proposta equazione (1) ¢ essa stessa I’ equa-
zione finale ed ha per integrale un sistema di m-—n equa-
zioni contenenti altrettante costanti arbitrarie od in lor vece
una funzione arbitraria. '
Infatti sia primieramente m = a2nr, si stabilisca il 1.° sistema
ausiliario e si rifletta che per tutti i valori di «, 3 compresi
nella serie 1, 2, 3, ...... n sard sempre (x, B) = o.
Considerando del sistema stesso fatto di arn— 1. equazioni
le sole prime 72 equazioni ed avato rxguardo alle (2), tali
equazioni forniranno il sistema

(1, n+1)dXpu; ~+ (1, R#2)dXpqez =+ oooeeee + (1, 20)d%sp = ©

|
°

(3, Re1)dXps; == (2, R42)dXpis + sooeree =+ (3, 2n)dxsy =

%

LXIYYIYYYYYY

(m, ne1)dXpge; == (N, R+2)dXpys = soooves o (B, 21)d%2pn o

In questo sistema non verificandosi la condizione diagonale,
comunque sia 72, pari o dispari, la risultante dell’ elimina-
zione delle » differenziali fornird una relazione fra i coeffi-
cienti che dovrebbe avverarsi accio il sistema non sia incom-
patibile. Non essendosi ammesse altre condizioni fra i coeffi-
cienti della proposta, tranne quelle date dalle (3), ne segue
che il sistema ausiliario in questione sard insussistente.
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Tale ‘conelusione avra lnogo .a piu forte ragione quando un
maggior numero di' coefficienti fosse zero, ossia, cio che ¢ lo
stesso , quando fosse m < an. Sard quindi insussistente ogni
sistema che si volesse stabilire per trasformare il polinomio
della (1), ommessi uno o piii de’suoi ultimi termini. Dunque
I’equazione proposta, non essendo suscettibile di alcuna trasfor-
mazione o riduzione, é Iequazione finale stessa. Siccome questa,
ommesse le quantiti nulle, consta i m—n termini, cosi
sara essa integrabile col porre

i dxn*x =° ) dxn*‘ = 0 9 ssccesee dxm = 0

i cui integrali introducono m —n costanti arbitrarie, ovvero
supposta una delle variabili, per esempio la x,4, funzione
arbitraria delle altre x,42 , Z,43 5 coveenee Xm, sard inte-
grabile con un numero m—n di equazioni ottenute collo
stesso processo seguito nei precedenti articoli con cui si ot-
tenne [’ ulteriore trasformazione dell’ equazione finale.

3. Essendo m=2a(n+x), ovvero m= 2(n+p)=+1,

‘potendo in questo 2.° caso essere p = o0, sussisteranno i si-
stemi ausiliarj atti a ridurre la proposta ad un’equazione finale
contenente un numero di termini = n-+-px nel 1.° caso ed
= ne-=p-+1 nel 2.° e tale sard il numero delle equazioni
di cui constera il sistema integrale della proposta (1).
Di fatti suppongasi primieramente po=1 onde sia
m = a(n+1). Si formi Iintero sistema ausiliario, ritenendovi
le X, , X, 5 sessense X, come se non fossero zero. Si ri-
guardi la proposta come quell’ equazione in cui, essendo -n
il numero delle lettere critiche e - 2(z+1) il numero totale
delle lettere, sono verificati i criterj d’integrabilith rispetto ai
primi n coefficienti. Supposta g la serie delle a(r+1)
lettere @, b, ¢, weiee ¥, y, z, il 1.° sistema ausiliario
conterra le semi-alternanti '

Mea=8) ,  AgB=8) » v Mgz=0)).
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Si vuol provare che nessuna di queste semi-alternanti ¢ zero e
che quindi il sistema ausiliario sussiste. Si sviluppino esse infatti
a seconda della lettera (. Si avrd, per esempio, dall’ultima

A(g(z:Z,)) = yz;A(atcd..uv’) —ch(a‘cd.... py) —oene ;a;AG‘cd....gx)

Siccome si ha

a& =8 = & = et = X, = X ==X, =0,

cosi gli ultimi #~ termini del precedente sviluppo scom-
pariranno; ma le A che rimangonb, contenendo un numero
= a(n+1)—a = an totale di lettere, fra le quali un nu-
mero = n di critiche, non saranno zero dietro quanto si €
mostrato al §3 del precedente articolo.

Parimente la prima semi-alternante A(g(a—&)) svxluppata
per la & dard

A(gla=)) =LA oy — LAB e o oyy— LA (P ey ™)
——s = LA o'y’

Iprimi »—1 termini di questo sviluppo scompajono per essere
‘=.—bz:=—-,-xa==0, Zf=——c=-.f3=0 ..........

Ma le semi-alternanti contenute negli altri termini composte di
an lettere, fra le quali un numero = n—1 di eritiche,
pon saranno zero a piu forte ragione. Lo stesso avra luogo
per le semi-alternanti intermedie fra la prima e I’ ultima.

Seguendo lo stesso processo, nell’ipotesi di #>1v, risulterd
a fortiori che i sistemi ausiliarj relativi smssistono, in quanto
il numero delle lettere critiche sard in tal caso minore in con-
fronto del numero totale delle Jettexe contenute nelle semi-al-
ternanti di cui constano i sistemi stessi. Sono dunque sussistenti
i sistemi ausiliarj per tutti i valori di x« escluso, pel §2, il
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valore x=o0. Saranno dunque sussistenti i sistemi pel caso
che m abbia i valori '

an+3, an+4, 2m+6, . ... 2¢n-+au

Ne deriva quindi che le equazioni condizionali cornspondenu
ai valori di. m dati da

an+1, 2m=+3, an-+5 , cuw. AnH*20—1,

le quali equivalgono alle semi-alternanti che entrex:ebbero nei
valori delle ultime differenziali ‘

dym-.-g N dx:n+4 N dx;u*6 FERTTITIIIIIIY

non sono adempite. Quindi la proposta equazione dovri trat-
tarsi come si é fatto nel metodo generale in cui nonm si am-
mettevano relazioni fra i coefficienti, sino a che sari trasfor-
mato il suo primo membro in un polinomio, il quale oltre
contenere [ ,' ovvero m=~1 termini secondo che sard
m =— an-~24, OVVEro m = an-+2u-~1, conterrd altri
n  termini, non contando i primi in numero = n che sono
per sé stessi eguali a zero, perché affetti dai coefficienti (2).
Questa sard I’equazione finale contenente 7 -+u termini nel
1.° caso, ed n-~p-+1 nel 2.°% e quindi sard integrabile la
proposta equazione con un simil numero d’equazioni conte-
nenti o altrettante costanti arbitrarie od una funzione arbitraria.

Sara bene osservare che la dimostrazione data al § 2 pud essere

anche supplita dalla precedente, essendo facile il mostrare che
tutte le semi-alternanti in quell’ ipotesi sono zero e le equa-
zioni fornite dai sistemi ausiliarj riducendosi tutte a o = o,
1 sistemi stessi sono insussistenti.

4. Si ¢ trattato sin qui di relazioni che godono ancora di
una certa generalitd. Ma nel caso speciale di un’equazione da
integrarsi puo accadere, o che le relazioni stésse trattate sepa-
ratamente si avverino congiuntamente, ovvero che esistano altre

4pp. Eff. 1848. 15

)
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relazioni, in forza delle quali i sistemi ausiliarj o introducendo
nuove relazioni fra i coefficienti divengano per tal modo insus-
sistenti, o riducendo a zero alcune delle differenziali, divengano
incompleti, o finalmente per equazioni condizionali soddisfatte,
oltre quelle gia discusse, divengano o incompleti od insussi-
stenti. Senza entrare in troppo minute particolarita, qualora
alcuno de’ precedenti casi si avveri, si dovranno avere sempre
presenti qucllc avvertenze che si sono usate nei casi analoghi
gia trattati, i quali indicano abbastanza per sé stessi il modo
di procedere in casi simili. Si dovri per norma geherale rite-
nere che quando per speciali relazioni un sistema ausiliario
diventa insussistente od incompleto, si deve dal polinomio da
trasformarsi escludere uno o pii termini secondo che ad uno o
pit termini ¢ dovuta I’insussistenza del sistema stesso, i quali
posti in fine dell’ equazione devono rimanere intatti nella
cquazione finale. Si dovrd inoltre ritenerc che quando piu condi-
zioni di questa specie si avverano congiuntamente, scelta quella
che per un maggior numero di termini rende insussistenti i siste-
mi, e determinato un tal numero, le altre condizioni, quan-
tunque potessero per avventura rendere insussistenti i sistemi
anche per un ulterior numero di termini non potranno perd
diminuire il numero superiormente determinato. Queste avver-
tenze saranno da usarsi in tutte le espressioni o polinomj se-
condarj da trasformarsi. Da cio risulta evidente con quanta
cautela e con quali moltiplici avvertenze sia da usarsi un tal
metodo d’integrazione, quando sia da cercarsi quel sistema in-
tegrale che contenga il minor numero possibile di equazioni.
Senza le quali avvertenze potrebbe una soluzioue ottenuta rite-
nersi erroneamente per la pii generale, mentre un’altra possa
trovarsi_che, per esser fatta di un minor numero di equazioni,
godesse di maggiore generalita. :

Giova avvertire del resto che quando in una particolare que-
stione non trattisi di ottenere il minor numero di equazioni ,

.
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si potrd sempre limitare le trasformazioni quanto si vuole ed
avrestarsi a quell’ espressione finale che pit ci piace, dalla quale,
poste a zero le differenziali dei valori iniziali pei quali é ordi-
nata, nascerd sempre un sistema integrale soddisfacente la data
equazione. E' sebbene il numero delle ottenute equazioni non
sia il minimo, con cui possa soddisfarsi la proposta, e la solu-
zione non goda percié di un’assoluta generalith, potrd godere
perd di quella generaliti che comporta la natura partxcolare
della questione che trattasi di risolvere.

5. Per dare un esempio dell’integrazione di un’ equazione
incompleta e mostrare inoltre come si proceda nel caso in cui
condizioni di diversa natura siano contemporaneamente adem-
pite, si sceglierd quell’ equazione che risulta da una proposta
equazione differenziale parziale di 1.° ordine. Da tale applica-
zione si vedrd in pari tempo come la soluzione di un’equa-
zione differenziale parziale di 1.° ordine fra un numero qua-
lunque di variabili si desuma dall’integrazione di un’ equazione
differenziale ordinaria ed incompleta. '

Supposto nel §3 =1, sard m = a(n+1). Fatto quindi
2(rn+1) = 2z, il numero de’termini mancanti sard dato da .
n=1i—1 ela (1) diverra

X, dx,+ Xodxy oo+ X ydoti v Xidi oo w Xgdtyy =0 (2)

Risulta dal §3 che in questo caso sussiste il solo 1.° sistema
ausiliario e che I’ equazione trasformata che ne risulta é essa
stessa I’ equazione finale la quale, tolti i termini affetti da
coefficienti zero, consta di un numero = (2i-1)— (i-1) =1i
di termini. Quindi I’ equazione (2) € integrabile con un siste-
ma di un numero =i di equazioni.

6. Sia data ora un’equazione differenziale parziale di 1.
ordine espressa da

o

A}

N

Y= Riwrs Tiwsr oo Ty Piy Pas o Pi) =Q ®
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ove la =x; sia funzione delle variabili indipendenti .., ,
Zika s seseses ¥3i I NUMEro =i ele p;, pa, coene pi
rappresentino le differenziali parziali della x; rispetto alle va-
nriabili indipendenti. Suppongasi cavata dalla (3) la p: e posto

pl = X L] P3 = X5 ) p3 = x3 9 sesssese P‘—l = x,_‘

sia essa determinata dalla

pPi = F(xl 1y Xa g eseesen e Xi1y Xiy Xideg y eesecces x,,-) ] (4)

Siccome ¢ indifferente il dedurre dalla (3) piuttosto I’una che
altra delle differenziali parziali, cosi si dovrd da principio
scegliere quella differenziale parziale che pud essere con mag-
giore semplicitd cavata dalla (3), e quindi, per servire all’ uni-
formita, sia essa designata da p; disponendo opportunamente
degl’indici di cui ci siam sempre serviti per designar le variabili.

Essendo la x; funzione delle variabili indipendenti %;.., ,
Higa 5 eveenees %, pigliandone la differenziale totale, si avra

dx; = P: dx; 4. q-P,dx",..a-O- soescnne *Pi-ldxzi—l "‘P;dxu .
ossia indicando con F il valore di p: dato dalla (4), sard
f"dxi"‘xxdxi+x*xzdxi+s """ *xi_xdxni_x*Fd‘&‘m‘ =0 (5)

Dall’ integrazione di questa equazione a differenziali ordinarie
si dovra desumere, come siegue, la soluzione della proposta
equazione differenziale parziale.

" Considerata la (5) come un’equazione incompleta, mancando
in e€ssa i termini contenenti le differenziali delle variabili

Xy, Xa'y eessenes Zi_i, se si completa, diverrd
Xide, + Xodes +Ksdrs oo Xi_odwi_,—du: )
e X, A% g = Kol X a = X3AX 3 A= e = X AXsi = Fdxa; S

ove sard X=X, = X3 = coveerne = X;_; = o
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E questa un caso particolare dell’ equazione (2) dalla quale deriva
ammettendo la restriziore che i coefficienti X;, Xiug, .. Xu....
in ‘luogo di essere funzioni qualunque di tutte le vanabdl s1
riducano alle gsole variabili . . : A
Xi=— 1, v.X,..., =%, Xiva= 123, ceeen X,i__, = Xis (7)
la sola X,; = F mantenendosi nella sua generahta funzlone
dx tutte le 1 vanabth =

x, ) x, g eeseeses Xig ’ x; , ;x.-...,. 3 ........‘x,.'.

L’ equazione (2) pertanto in forza di tali: valon particolari dei
coefficienti X; ', Ximx ; eoerer Xain: € sovgetta alla du-
plice condizione di essere un’ equazione incompleta e di con-
tenere un polinomio che € una differenziale esatta rispetto ad
un certo numero di variabili. Cio che si pué esprimere anclie,
dicendo che la (2) é un’equazione nella quale, oltre la. defi-
cienza - di alendi’ termini, sono zero alcuni ‘simboli- (¢, f).
Considerite _separatamente queste due condiziont, per la 1.*
nsulta che, essendo Z—1 il numero de’termini maneanti, i
sistemi ausiliarj relativi ad un polinomio sono, come si ¢ gia detto,
insussistenti pel polinomio esteso sino al termine 2(i-1)™
inclusivo, e per la 2.* risulta parimente che, essendo avverati
1 criterj d’integrabilitA per un numero = i " di coefficienti,
saranno (art. VI) insussistenti i sistemi ausiliarj relativi al poli-
nomio esteso sino al 2(-1)™ termine inclusivo. Dunque
dietro i riflessi del § 4 i sistemi saranno al certo insussistenti
sino all’indicato termine 2(:-1)™ inclusivo. Resterd a ve-
dersi se la contemporanea sussistenza delle due accennate condi-
zioni possa rendere insussistente un sistema relativo ad un po-
linomio di un maggior numero di termini. Si ammetta, cié che
si dimostrerd nel seguente paragrafo, che il 1.° sistema ausi-
liario per Pintero polinomio di 2i termini, non ostante la
duplice condizione avverata, sia sussistente. Ne deriva che
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I’ equazione condizionale relativa al polinomio di uwn numero
dispari 2i—1 di termini non ¢é verificata, e quindi che
I’ equazione diminuita dell’ ultimo termine, in cui la proposta
s1 trasforma iIn forza del 1.° sistema ausiliario, sard essa stessa
I’equazione finale, alla quale si dovrd soddisfare (nei due modi
~ pit volte accennati) con un sistema di un numero 2i—r di
equazioni.

7. Per dimostrare la sussistenza del 1.° sistema ausiliario in
discorso e presentarlo sotto la forma piu semplice, senza ricor-
rere alle riduzioni che in forza delle due ammesse condizioni
subirebbero le relative semi-alternanti di cui esso consta, st
riprenda invece il sistema (13), art. L. Postovi n=1i, fatto

_X; == j‘l ’ X. = jz ,. onu.on‘o' Xi_x = j"_x (8)

ed aggiuntavi I’ equazione (5), si avrd primieramente il sistema
ausiliario competente all’ equazione proposta (2). Quindi un
coefficiente generico della 1.* equazione di tal sistema, sard
(1, ), ovela « assumerd tutti i valori 1, 32, 3,.... 22
Ammesse le (7), (8) é chiaro che per tutti i suddetti valori
di ¢, trammeper a«=i-+1, a=2, sara (1,e)=o0,
e la 1." equazione del sistema sard primieramente

(1, T+ l)dxz...,-c- (1, zi)dx,,-' = GXI.

Quindi
dX,  dXis)\, dX, dX.
drins |, )d”‘*'*(a};' dx.)“”"'“ ©r
ossia
Xt s S, = o

dx_, dx,

e finalmente

dxi+| “' (2—;) dxz; = O. (())
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I simboli (a, ) della 2.* equazione del sistema saranno tutti
zero, tranne per «==i-+2, & = 3 Quindi la 2." equa-
zione diverrd successivamente

(2, i+2)d%iva+ (2, 20)dx,; = 0,

dX.  dXiw) , dX, dX.
Toms ) Er G T ) =0
dF
dx,...,-t- 21'—, dx 2i =— O ,(IO)

Avuto sempre riguardo alle (7), (8) ed alla X, = F, si
otterranno le prime i—1 equazioni del sistema, che raccolte
saranno espresse da

dF
dxz-'-:*(-d—xj)dxai =0

4-0-:"' dx )dxu = 0
dF 1
dxing + de)llxzi=0 ’ (1)
dri_s+ (5 ‘_l)dx,, =0
Si considerino ora le restanti equazioni in numero =i pro-

venienti dal sistema (13), art.1. Il coefficiente generico della
1.* di queste sara espresso da (i, x), assumendo la «
tutti i valori 1, 2, 3, «.... 2i.  Ma per tutti questi va-
“lori di «, tranne per « = 3i, s awa (, @) = o.
L’ equazione in discorso si ridurrd quindi alla

dX; dX.

'd?a:""'d"_x"‘ dxzt = 6X:7
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ossia alla —_ (Zf)dx,, = BX

1 coefficiente generico della 2.* delle anzidette equazioni sara
espresso da (i+1, @) per tutti i valori di « come sopra.
Ma si avrd parimente (i+I, @) = o per tutti i valori di
«, tranne per a« = 1, « = 2i. Tale equazione sara ri
dotta alla

’

dXis, X, dX‘ . dX,‘
( dx, dx,..., - ‘+‘ dx Xai = GX,..., ,
OSSia"alla dx, — dx,.,., dx,; = 0x;.

Colle stesse avvertenze si trovera la 3.* di queste equazioni
espressa da ' .
dF

o dx;4a

dx, dx,; = exa

e cosi di seguito procedendo si troveranno tutte le equazioni
che raccolte saranno espresse da

dF
—_— ( Ex_; )dx,; = GX,

dx dxt'l‘ 1) exx
dF.
dxs — dxm)dx bz, (a)
dx3 - dxm 61’3
i3 .
dF \,
dx._, —(m)dx,, = Ox,-_ 1



121
Se il valore dt 6 cavato dalla 1." di queste (13) si pone
nelle restanti equazioni, avuto rignardo alla X; = —1 e vi
siano aggregate le (11), il sistema totale (13), (15) dell’art. I
sard ridotto, stante le ammesse relazioni, a

dF © dF | < dF
dxl—g(dxi-n) * x’(E)}dx" =0, d”t*x*(d’z)dxm =0

dF dr
{ dx‘..., )}dxai =0, dxt#a*(dxa)dxm =0
( )+ ) vy = o, dx;+s-o-(-"£)dx,.- —o) (13)
4-0-3 dx3

LLYTYTYYYYY

" (f dF dF - dF
dxi_x'—g ———)"’xi_l _)gdxzi =0, dxai..n"‘. ——— af-—-ol

dxni_x dx‘- dx,-_,
‘ll? ‘ll? ‘i}? ‘ilp
dx;~+ { dx.)x'* dx,)xa* (ixg)x“' ..... -~ dx;_,)xi'x—F;dx’i=° (14)

ove la (14) é quella che tien luogo della (5) che doveva ag-
gregarsi come si ¢ detto. Risulta questa moltiplicando la 1.*
della 2." colonna verticale delle (13) per =x,, la 2." per .x,,
e cosi di seguito, e 'ultima per x;_,. La loro somma dard

(dF (dE) = cssessscte -t X; dFf dx. . -
a d;l-) R dxa o d X 1 * =0
e xldx"*;*xadx"*a o= cocsscece L O 7 dxii;‘l

ove la 2. linea, in forza della (5), si cambia in dw;— Fdx,;
e si ottiene la .(14). Il sistema totale (13), (14) fatto di
ai—1 equazioni differenziali fra 3i wvariabili costituisce il
cercato sistema ausiliario da integrarsi, da cui dipende l’ inte-
grazione della (5). Chiamati- quindi

App. Eff. 1848, 16
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"Pxx y - x, 9 xa,',-:o’hcc.ov xi—l . - x; 9 x".'.l N J."uoon~.L"_’.

i coefficienti della dxy nélle rispettive equazioni ‘della i.*
colonna verticale delle (i3), nella (14) ed in quelle della 3.*
colonna verticale delle (13), si otterrd il sistema sotto forma
di proporzione continua

d.rl H dx,: (h3 S eees :dxﬁ_( :dx;i = x.:x,:x:g $ eeee 2x3;_, :Xzi (IS)

jove si.é introdotto per la simetria -X,; = 1. .1l sistema.(15)
terrd luogo del sistema (13), (14).

8. Suppongasi di aver ottenute le an—1 equazioni inte-
grali del. 1.° sistema ausiliario espresse per. valori iniziali. Si
determjnino con esse i valori delle '

. x'; ’ x’; 9 oececcse x’i_; Y x’i Y x’i*; Y x’i-ﬁg 9 eesseee x’ai_x
-in-funzione delle -2i wvariabili' %, , . %2 , ceeee Xy enrive Tai

ed espresse tali funzioni genericamente con f, risulti

wy = oy A =fwa, Xy =fas, e s =Hi_1 (16)
di=f , Xie=6f , Tia=8 e du_ =1

In forza“dégl™integrali ‘dél ‘sistema ausiliario “I"equazione 'pro-
posta (2), omessi”i termini- affetti da- cotffieienti” zero,: si
riduce- lla '

Xi'dx't+Xi'+:dx'i-o-i+xi'+adx'i+z+"'m- + Xy, dxsi =0 (17)

Questa equazione fatta di un numero =i di termini é I'equa-
zione finale cercata, alla: quale si soddisfa nei-due segnenti modi:
1.° Ponendo
“&'G o, dx’c’-ﬁl =0 , l&’.ﬂ-a’ == 0.y dsecessibe ‘t’d_.‘; = 0
sl avrd

U - "o
Xi== O, Xikr = 1y 0 Xlika ST K3 5 eeeeene Laig == &
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ove'le o, @ e ;- sarsmmbcostantic Quimdi per: lavaf
linea- delle (16) si-avranno le-

f1=“x’ fa=“a, £3=¢3, ..... ...ﬁ#g;: (]8)
che saranno le equazioni finite fra le a2i variabili ed ‘un
numero =i di costanti, e nelle quali il valore «;; da cui
dipendono i valori iniziali potrd farsi zero.

2.° Ponendo ..
R =06, B, e £)
da cui ' .
_ (4% ¢ . (2’?)’ .
df, = dfz)df dfz) T (g )t

la (17) si trasformerh-nella

( dﬂ)*x‘*')‘”*(x‘ (dg)*x m)dﬁ (X Ge o +X'3,_.)df =0

onde.sard  soddisfatta la: proposta (2) eol sistema . di: un nu-
mero. . =-¢. di equazioni D

f— sy £ e £) = 0

X (df‘ = Xiwn= 0

) (19)

x(5 )*X‘"-* = |

ove nelle d1verse X' saranno da sostitufrst al 272 —1 . Va-
“lort iniziai 2y , X2, ceeviinnn x'2i_:, cheesse in generale
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contengono, le loro espressioni desunte dagl’ integrali del sistema
ausiliario in funzione delle variabili originarie 2;, Xa, e«

ccocnceee Xaioms 9 Xai € del Valore inizille x'a" che pOtl‘i
farsi = o.

Ma nel caso attuale le  X'ig;, Xita,ecreren X' sono
i valori iniziali delle stesse =, , %a, .ccesreees Xi;, onde
per essere
X/ =—1 , Xipr=2, , Xia=2xs y ssessnes Xaiy=x"i_:

le (19) diventano

@ _ . a3 _ @ _ .
—d—f; S Ly df fede2 g cceee if" —fzb—l (30)

fi= ¢(fa ) 3 3 esese ﬁ) ’
Se ora col mezzo delle equazioni (18) in numero = ¢ si
eliminano le Z—1 differenziali parziali

Pi=X:1, Pa=%X2, P3==3, cretreee Pias = Xi_s (31)

che esse contengono, si ottiene un’ equazione sola fra la va-
riabile principale x; e le variabili indipendenti x4, ,
Kiga 5 eereesss X3i In numero = ¢ ed altrettante costanti
arbitrarie che sarid una soluzione completa dell’ equazione (3).
Se invece si eliminano le stesse differenziali parziali col siste-
ma (20), ove non entra la p;, se non quale funzione delle
altre data dalla (4), si otterra un’ eqnazidne unica contenente
una funzione arbitraria che fornira la soluzione generale.

L’ equazione (3) non é piu d’ uopo che concorra a questa eli-
minazione essendosi essa gia impiegata colla (4) per esprimere la

Xu=pi = F(x; s ideg y ceesese Xaiy, Xgy Xay eeeeeans x;_,)

in funzione delle altre variabili. L’ influenza della (3) si eser-
cita soltanto sul sistema ausiliario (15) ove entra la X,
ossia la F desunta dalla (3).
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Qualora perd non si volesse da principio cavare dalla pro-
posta (3) il valore di p:;, ma ridurre alle equazioni finali
I' eliminazione della stessa p;, allora si sostituird nelle tro-
vate equazioni (13), (14) la p; alla F. Quindi osser-

vando essere
) =-(z): G
dx, dp;

per tatti i valori di « della serie

1, 3, 3, ceeeene T—=1, L, LI, wue 2B%—1,

si dovra al risultante sistema di 2{—1 equazioni aggregare
la proposta (3) e con queste 2i equazioni eliminare la p;,
onde avere il sistema ausiliario di 2:—1 equazioni da in-
tegrarsi. ‘

Qui parimente, in luogo di determinare gl’integrali del siste-
ma (15), si potranno cercare (come si ¢ ammesso al § 12,
art.III, e come verrd dimostrato in fine di questo articolo)
quei 2ai—1 valori di f fra lero indipendenti che sod-
disfano I’ equazione differenziale parziale lineare

‘ d
) ..... Xai s dxm-x) ,‘( A =0 (22)
Siano fi, fi, e . fai_: tali valori. Stabilite le equazioni
fi = f,' , A = AN frica = f'zi-x (23)

ove'i secondi membri sono quelli che risultano dai primi cam-
ranno gl’integrali del sistema anzidetto, e cavan da esse le
2y i,y e «.i_, in funzione delle 2 wvarabili e
del valore iniziale «/,; che potrd farsi zero, tali fanzioni sa-
ranno coincidenti colle f,, £, ..ecee f.i_. date dalle (16).



126
D’ onde risoltx’ che 18- soluzione -di+-un’ equagione differensiale
parziale-di.i1.°. ordine frarun: numero, =:i- di variabili:inds-
peadenti: ¢ ridotte alla:ricerca dei . 2t~ 1. valori:di -/ fra
loro:indipendenti che. soddisfano ad un’ equazione- differenziale
parziale di 1.° ordine e lineare fra un numero doppse: 2i:: di
variabili indipendenti.

9. Il metodo esposto onde ottenere la soluzione di un’equa-
zione differenziale parziale col mezzo di opportune costanti
arbitrarie o di una funzione arbitraria é quello' che sponta-
neamente deriva dall’integrazione di un’equaziene differenziale
ordinaria soggetta alla duplice condizione di cui si € supe-
riormente .parlato.., Ma .I introduziene .de’ valon. ; iniziali . che
rende, un.rilevante. sexvigio nel caso  della . sussistenza- di.. pit
sistemi ausiliarj ,pud ommettersi quando il sole. primo, sistema
sussiste, come nel caso in discorso, ed avuti particolari riggardi
giova .meglio. servirsi delle.. costanti. arbitrarie. fornite . dall’ im-
mediata. integrazione del. sistema. (13), (14), o fornite dai va-
lori.della. £ che soddisfano all’equazione (32), quali risultano
dalle.(23). in. cui. i: secondi membri si' riguardino come costamti
arbitrarie. E tale. proeesso. ¢ . specialmente. prefexibile quaado
I’ equazione ordinaria da integrarsi é quella che deriva da una
equazione differenziale parziale di cui cercasi la soluzione com-
pleta, alla cai determinazione limiteré qui la ricerca, essendo
noto come dal numero =:¢ di equazioni contenenti altret-
tante arbitrarie, e gli i—1 differenziali parziali, da cui si
mostrerd derivarne la soluzione completa, si passi con tutta
facilita alla soluzione generale col snpporre una delle costanti
funziome - arbitraria; delle. alwe . ¢: collo : stabilire:. altve 7 —1
equazioni , . dalle :quali -coll’ eliminasione dellediffevenziali - ras-
ziali: ottenere: I'equazione: umica. contenente - uns. funzione: ar-
bitraria.. .. :

Cio ammesso , si tratterd primigramente il case.generale-in :cui
la. proposta- equazione differenziale parziale. (3) sia - completa,



127
cioé contiénga ; 1 oltre :la ~variabile «prineipale .-x; ,'  ledifferen-
ziali parziali rispetto alle variabili indipendenti che pur esse
riterremo contenersi nella (3). Si mostrera quindi quali parti-
colari .conseguenze derivino. quando ‘la proposta: equagiesne’,(3)
¢ incompleta. Rispetto: a.questi .casi: eonverth -aviveriire :

1.° Che se la (3) é omogenea di qualunque : grado nxispetto
alle differenziali parziali

X1 =Piy Xa=Pa, X3=P3 e Xio1 =Pi_z, P: (24)

la:fangione” F ' diventa -omogenés dl 'i;""grad()"'ﬁspettb alle.

differenziali ‘parziali che essa contiene. -In 'forza quindi “della
nota proprieta delle funzioni omogenee r equazlone (4) diverra

«dx)"? ;F'-(E;dxu'""o »
Om . . .
: © iday = o, g ~x,~ = c'ost‘.‘ S (25)

2.° Se la funzione 1’ manca della vanablle pnncxpale x; ,
il sistema (13), (14) «i riduce a -

dx;-

i1

dxz — (7“':" 98 — , 0.9 .« sdﬁni-ﬂ""'ﬁ( )dx”':‘: o

: dF ‘
do;_, — dxa‘_, dis =0 5 dx,,__,.«-f- dx‘_‘)dx,,n o
dF dF\ dF
dx; -a-g 2;— 2~ d_x:)x’f"“*-. dxi_x)x;_,—l"gdxu = 0

I’ ultima delle quali forird -dx; == o', - se F'equazione:proposta

dF )dx,,- =0 A%, *(g—xz )dxzﬂ'—'-"O\

5 (26)
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sard inoltre omogenea rispetto alle differenziab parziali

Xy 3 Xz, eesceses Xii s Pi-

3.° Se la proposta (3), oltre mancare della x;, mancasse di
alcune variabili indipendenti, per esempio delle %iwr, Ziwa
nel sistema (26) risaltera

dx, =0, dx, =0, ossia x, = cost. , x = cost’

Per il che saranno da ritenersi eguali a costanti tante diffe-
renziali parziali quant’¢ il numero delle variabili indipendenti
che mancano nell’equazione (3) supposta priva della varia-
bile principale x;.

10. Supposto il caso generale in cui la (3) non sia soggetta
a particolari condizioni, si troverd una soluzione completa nel
seguente modo. Ottenuti i 2i—1 integrali del sistema (13),
(14), ovvero i 2i—1 wvalori della f fra loro indipendenti
che soddisfano la (322), ottenute cioé¢ le equazioni

f; = o , ’ ﬁ = &3 5 eeeee ) fa;'_] = &1 (27)
si dovranno con uno o coll’ altro sistema eliminare gli i—1
differeniali parziali
X3 ’ k- 29 Py x3 9 esscesee Xis (28)

ed inoltre eliminare altrettante i—1 costanti arbitrarie in
modo che I’ equazione unica che si ottiene contenga, oltre la
variabile principale, le variabili indipendenti in namero =i
ed altrettante costanti arbitrarie. L’equazione risultante sara
una soluzione completa della proposta.

Sia per esempio data I’ equazione differenziale parziale

z— (%) (% =0 (29)

in cai z ¢ la variabile principale ed x, y le va-
riabili indipendenti. Sari in questo caso i = 2, e posto
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' : . dz dz
ZT=%Xy , X=X3, Y=2%, sara zx":xn’ =

dy = b
La (ag) posta sotto la. forma (4) diverra
. Xa
P’ == —x—‘ = F .
e le (13), (14) daranno
.dxl=dx4’. dx3v=::':-:d,x4 )
' g (30)
ma
/
delle quali le due prime. forniscono gl’ integrali
- Xy = X oy @ ; X = ax; (b)

Siccome la 2. delle (30) combinata colla 1.* daTl dxg == ——dx,

che per la (b) diventa dx; = a.dx,, cosi si avré per
terzo integrale la

Cxy = : 02 Xy -+ a3 (©
Dalle equazioni ottenute eliminata la x, ed una costante, in
modo che il risultato contenga, come si & detto, tutte le va-
riabili, cid che si otterrd eliminando colle (a), (8), (¢) le
%:, ®, siavrd per la cercata-soluzione completa la

% = (%3-a3) (X-e)  ossia z = (v-as) (y-c,)

essendo  «; , «3 le due costanti arbitrarie.
Si dedwrra parimente dal sistema (30)

dxl:dx,:dxszdx4=l'2x"f§:1~
' - . X X

e la (22) diverra '
df 3% df _wm df_ df

dx, x' dx. -—: ‘7;3 -+ d—x4 = 0 (31)

4pp. Eff. 1848, 17
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1 tre valori di f fra loro indipendenti che la soddisfano sono

Z, )
,;':'-xq'—xx’ fi=x3'“‘“x“'" f3="""'s -
f :

Siccome fra queste non pud eliminarsi alcuna costante, cosi di
queste tre equazioni si sceglieranno per eliminare =, quelle
due che forniscano per risultato un’eqaazione fra tutte le va-
riabili. Dalle prime due si ottiene tosto %, = (24— cx;) (23—03)
come si & trovato sopra.

Sia preposta un’ equazione fra tre vanabnh indipendenti
%, y, v data da

dz\? dz - ¢_if ’_ﬁ Py
(dx dy dv) )

Essendo in questo caso i = 3 si porrd

zZ =23, X=X, Y=X5, V=25

e quindi

B G- ©-
Heno == G-»

La pmpom eqmiziene messa sotto 1a foimra (4) dmm*& ’-

ps = %V Jz’-—ac,-—a‘ =% F

Assumendeo il segno superiore il sistena (13), {14) si ridurrd a

dx -—{ Zr)a- :f)}dm =9, dm-a-(%})d%m ©

dF\:  (dF
dx’_g(dx;, *xa(dx3)§dx6 =o0, dx5+

= O

d.

T T W
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Siecome la F manea delle x5, x,, x5, ilsistema dietro
i riflessi dell’ antecedente - paragrafo si ridurrd testo a~

dxx=°> ) dxq*‘;:dx(i
29
dx, = o , dx;=j,:¢rq Co o (32)
. h? ’
dx; ==?dxe,

Siccome da queste si deduce % =@, , Faz=aa, pei quali
valori la F diventa costapte ed cguale a Vr* —cv —a = F, B
1 coefficienti della dxg saranno costanti relle altre tre equa-
zionl che si ridurranno alle

dx;. dxs=-—dx3, dxg:rldxg.

dx4 h‘ ) A I 2

hﬁ
Integrando si avra

: s Lo
xé"'"'“3=hax39 Xs — X4 =‘Fx37 x6"-“5=h2

dalle quali si dovranno climinare le «,, .. Si avra pri-
mieramente
3

R (x4—-a3)® = lex; y R (xs-ag)? —-j;,- x5 )

R (xo-ozs) = Fux‘,

Se queste si somminn e si gsseryi esserc = o} ==, o F; = h*
si avrd per soluzione completa della proposta la

= '] (24- %)+ (5= 0)’ o (o ai5)*}
ossia ' :
= 1| (x-03)* + (y-2)" + (- a5)*}

ove le a3, «,, a; saranno lc costanti arbitrarie.
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Un’ altra soluzione completa si otterrebbe integrando le equa-
zioni (31) quali'esse si presentamo. Si avrebbero 'infatti glhi

integrali
= — _® %, s
K=y XS0, X33 X6, Xy X T %6, Xs— & = 5
1 1 p 4

I quadrati delle ultime tre danno

(x3—0t3).’ — h? 2 af 2

= @ % (rg=ag)® = S xp, (¥s-a5)® = -4«
13

2
6

!
g/

Colle quali, sottratte le due ultime dalla prima ed avvertito

R —od—a .
essere ————i“;-————’= 1, siha
(x3=a3) s a
—— — (%) — (x5-as)’ = x,
3 6
ove le a3, «,, as sono le costanti.
Parimente dal sistema (32) si avra

de, :dx, : dxs : dxy 1 dxs :d¥g =0:0: 1511

onde la (22) si riduce a

B odf % df % df _ df |
F an " F @ Fde = G

Essendo =x,, x, costanti, posto
B=a, xc=2@a, X=aa, F =a;,

ovela F, é¢ilvaloredi F quando sono scambiate %, %

rispettivamente con @, , @,, la (33) diventa un’ equazione

differenziale parziale a coefficienti costanti rappresentata dalla
af df df af

Q—S— o= —— o O3 5— a3 —— = O.
dxs  tdx, " Cdxs | dxs
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I tre valori fra loro mdnpendenu che la” soddnsfano sono -dati,
com¢ € noto, da | S P,

o ,x3 '@ %3 d3x3
) i X — ——r— = x — — = x6 —_——
. = %4 z f; S z ﬁ Py

Quindi gl’ integfali del sistema saranno

a,x3 b a,x3 - © asxs
4_T=“x y - XsT——— = &, Xe— —— == K3, ,
ossla N

(xs—ua) = x3-3 %

h (x‘f—“l).: x3 2 3 ha ) h (xﬁ-a3) = x3 ha

%)
_‘
R’
.Sommate queste. equazioni. onde ehmmare le d,, a. ,~ T8k otv
terra come precedentemente Ca

N

x: = h‘ { (’?4"“:)"'9' (xﬁf“a)‘ "‘ (a?s}as)’. } 1, ,_'

ove oa'l , O3, O3 sarahno le tre costanti deli”iniqgi'ale
completo. - '

. Qualora la proposta (3) mancasse della varxab:le pnnclpale
e non fosse omogenea rispetto alle differenziali parziali, si po-
tranno dal sistema (13) ottenere i ..a2i—a integralicon. al-
trettante costanti, e con tali. equazmm si potranpo determinare

le 26—a vanablh

x‘ Py Xa 5 eeesense Xi_x y xi*; ’ Lidea 3 escicnne Tai_1

in funzione di =x,; e delle 2:—3a costanti. Posti tali valon

nella (14), il 2.°. membro diverra funzione della sola variabile

%, € sl otterrh «x; con una semplice quadratura che mtro-

durrd un’altra costante «;. Avendosi per tal modo le . z— I

variabili indipendenti : '
Xigr Xidea 5 eseseese Xainr

m funzione di .x, e di 2n—2 -costant, si’ potrd coen
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queste i—1 -equazioni -eliminare dall*integrale ottenuto un
numero :—1 di costanti arbitrarie. L’integrale ‘cosi deter-
minato divenendo funzione di tutte le variabili md:pendenu e
della_principale, @ contenendo, olire Ia costanfe o;, " le re-
stanti ¢—1 arbitrarie, rappresentera r mtegrale completo
della proposta equazione (3).

11. Siccome nella ricerca della. soluzione completa di una
proposta equazione (3) non si tratta in ultima analisi che di
ottenere un numero =i di equazioni contenenti altrettante
costanti arbitrarie, oltre le i-—1 differenziali parziali da eli-
minarsi, cosi basterd ottenere un numerp = :  d’integrali del
sistema (13), (14), ovvero basterd ottenere un numero =i
di valori di f che soddisfano la (23), purché si scelgano tali
integrali che contenendo, oltre le vamiabili, & 3~ 1 différen-
ziali parziali siano atti a fornire coll’ ehmmazlone di queste ul-
time un’ equazione fra le variabili stesse. «

- Si vede infatti dagli esempi esposti nel precedente paragrafo
che bastava combinare opportunamente le equazioni differen-
ziali (30) riferibili al 1.° esempio, onde ottenere due mtegrah
soddxsfacenn alla: nc]uesta condlzlone, Infatti dalla 2." delle

{30) combinataicolla-1.*, nsuluh dxy = --qdr. e dalla 1.*
colla ‘3.2, “la dx, = dx,. Quest ulﬁma "ha per integrale

la x = a,x] col qual valore la prima ha per mtegrale la
X3 = KX +a3. Da qnesu due  integrali eliminata la diffe-
renziale parziale x,, si ottiene con due sole mtegrazxom la
cercata soluzione completa.

" Parimente ngl 1.° esemplo bastava ottenere due valori di [
soddisfacenti la (31). I'valori infatti & £, f5 ivi trovati
danno due equazioni integrali- colle quali eliminata Ia B
ottiene la soluzione completa.

Per gli stessi riflessi s’ mpnegarono nell’ esemplo 2.° tre 1nte-
grali soltanto, coi quali eliminare le differenziali parziali x,, .,
ovvero s’ impiegarono tre soli valori f,, f., f3 soddisfacenti
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la (33) coi quali, posti eguali a costanti; eliminare le: «x,,
%, ritenute pure come variabili.

Giova avvertire che potrd in alcuni casi essére necessario di
trasformare col noto metodo il dato sistema di equazioni diffe-
renziali di 1.° ordine in un’équazione differenziale. di ordine
pid elevato, ma fra due sole variabili, e ricercare di questa
un integrale primo colla relativa costante arbitraria, il quale &i

riduca quindi ad un’ equazione finita coll’ im impiego delle stesse
equazioni del dato sistema. Processi analoghi serviranno ad ot-
tenere i restanti i—1 integrali. Cio in particolare dovrebbe
farsi ‘quando non fosse eseguibile I’integrazione immediata delle’
equazioni del sistema, o non si potesse adempiere alla condi-
zione di ottenere colla eliminazione . delle differenziali . parmah
un’ equazione fra tutte le variabili e fra un numero =i &
costanti - atbitrarie, ¢ome ei & potato eseguu'e negli addotti sem-
plicissimi esempi. -

12. Una soluzione compléta potrd anche ottenersi impiegan-
do soltanto un numero =i—1 d’integrali del sistema, avato
riguardo ai riflessi fatti in fine dell’ antecedente paragrafo. O,
cio che ¢ lo stesso, potrd ottenersi una soluzione completa
. impiegando un numero =@ j«1 di valori di § -soddisfa-
centi la (az), con che si viene a risparmhiare un’integrazione. '
Infatti colle i1 equazioni integrali affette da altrettante
costanti arbitfarie e soggette alla c¢ondizione di contenere. in
complesso le differenziali parziali =, , %a , woeens X, 8
potranno determinare quest ultime in funzione delle variabili.
L’ equazione (5), in cui siano posti gl anzidetti valori delle
differenziali parziali ¢he essa contiene, sarh ifitégrabile' con
un’ equazione unica introducente un’altra costante arbitraria.
L’ ottenuta equazione integrale sard la cercata soluzioneé tom-
pleta contenente un numero = i di costanti arbitrarie.

Cosi nel 1.° esempio , ottenuto il solo integrale

X3
Xy —

Xp—% =&, sard p,=7F =
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Quindi la ~  dx, = x,dx; Pa dx, (34)
diventa dxs — (x4=0,) dx3 — L dx, = o
. X4—0&%;

che mblﬁbliéata pel fattore. . dnventa uha diﬂ'efep-

X4 — &y
ziale esatta
dx, o R .
. —dx3— —————dx, = 0,
X, —a,; (X4—ay)

*— —x3+a, = 0, dal quale si ha

il cui integrale &
il cui grale prypupy
la gia trovata soluzione completa x, = (x4-a;) (x3-a.).

e . . .y X
Se 8’ impiega I’ altro integrale gid sopra trovato, x3 —--x—° = oy

la (34) diventa dva— —>— dus — (¥s-a)d, — o, che

x3

ed integrata fornisce

moltiplicata per

.x’

— Xm0y = 0, Ossia X, = (x4-a,) (X3-0a).

X3 — &y -

Si troverd parimente che un qualunque valore di 7 che sod-'
disfi alla (31) sard atto, determinando colla f=«, la dif
ferenziale parziale x, da porsi nella F e nella (34), a
fornire coll’ integrazione della stessa (34) wuna soluzione com--

. . . . B : x.
pleta. Ciascuno infatti dei valori f, =x;—x,, fi=x3— ;’
' 3

fornird una soluzione coincidente colla gia trovata. Impiegan-

. . * xa . \ x% .
do invece il valore f; = 5 sam G =o, da cui
. I b ¢

¥, = il/ Z.“_ e quindi la (34) diventa
. 3

,.dxs : I T —
17:: = i?’:dxsil/asdx‘;

>
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il cui integrale ¢

al/x, = :!:V i‘/;;-‘tq*“x

E questa pure una soluzione completa in quanto soddisfa alla
proposta. Si deriva infatti da essa

(dxa) i V; : ’.A dx,) :b Vocs l/xz |

il cui prodotto dd =x, = dx) - Ponendo nella tro-
3 _

vata soluzione -ﬂ/az;. = a, e meuendo «, in luogo di

@, % , essa diventa ¥, = ,(xé-o-xs-t-oc,)
Se nel 2.° esempio s’ mplegano i soli due primi integrali otte-
nuti, cioé -

X, = &, , x,=a,,'onde F Vh*— ol —ay

la dx; = o, dx, -o-x,dxs-c-Fdx.;, postivi i precedenu va-
lori ,: fornisce la soluzione : completa

X3 == Oy Xyt oy Xs - V(h’-.a:-a:) Xg ot 03 - (35)

la quale parimente soddisfa alla. proposta.
Se invece si assumono i due valori

N - XaXx3
f;=x4 r /;‘—xi_ha

che soddisfano la (33), esi rimpiazzino' fi» £ colle costanti
%, @« , cavati x,, ¥, e posti nella (5), si avra :

(x4 x)h (xS_“ﬁ)h ‘h o V{ xa-hz(.'l%-“:) -ha(xS' aa) de6o

lpp- Ef. 1848. 18

dx3 =3
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Posto il radicale = D, si avrd

dxﬁ_— 5

oui integrale essgnde

B we-cy) h*(xs-a,)
S = O gy, T 4y )

1 (YR 2
si deduce la soluzione éompleta gid trovata
xy = I 3 (x,;é{;jf v (#5me)" = (x5~ as)*

13, Quamtungne ghi seeennsli processi siano atti a fornire
una soluzione completa della proposta equazioge (3), tanto nel
caso che essa contenga la variabile principale x;, quanto
nell'ipotesi che la  'x; vi manchi, pure in questo secondo
caso la ricerca degli i—1 wvalori di f che soddisfano la
(22), o la ricerca di alirettante equazioni integrali del sistema
(13), (14) puo essere semplificata, come vedremo, facendola
dipendere dalla determmazione di valori di  f seddisfacenti
ad equazioni della stessa forma della (as), ma che vanno, ad
ogni ottenuto valore di f, successivamente scemando di due
termini e di due variabili, sino a ridursi ad un"equazione di soli
tre termini. Ma un’equazione dlfferenzlalc parziale (3) contenente
la variabile principale x; pu sempre coll’ introduzione di una
nuova variabile principale x trasformarsi in altra mancante
della variabile stessa, e quantunqye la trasformata, col divenire
omogenea rispetto alle differenziali parziali della huova varia-
bile, sia soggetta a pamcolan modificazioni, pure il metodo che
esporremo applicato alla (3) supposta mancante della variabile
principale dovra ritenersi per generale. La trasformata in di-

scorso si otterra quando nella (3) alle dlﬂ‘erenzml; parziali
dx;
d che nascono pei d;ve;s;l valori di - J=1,2,3,..0(-1)
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si sostituiscano gli analoghi valori fornii. ‘dedl’-espressiane :.;

...... é;i, . )( )
dx;) = T \dx; dx, |

Suppongasi pertanto che la (3), contenente per maggnore ge-
neralita ‘tutte le variabili mdlpemfenn e tatte. le ' differenziali
parziali ad esse relative, manchi della variabile %. Si ponga
per maggior simetwia nella . (4) la.. ‘,yer K., ';d % im
luogo di- p; ondesia. . .

Vol G-

(”’f‘;,) (2 ‘,,‘)—M'- (dx,) érrr —’?«?-'-?i

4 ST ISR O

= g
(dx’ai_x) (dxif_rr .‘4‘ ‘n'/' 1 (ﬂ&w ‘v

C]uamata F, o che d'iventa pe1 tale sostmmone la‘ F
fa (4) si cambxem nel’fa x, = f, y e fa (5) dlveru S

o

8 = Bydrip, xzd”tq-#*‘ S -ﬂ’lit%‘dxh.s»f""’lpgdxm (36)

La vamablle prmcxpale x non entrando nelle equazxom (13)
si. potrd nel sistema ausnllano ommettere la (14), e camblatow

% m x, edavum'mrddalh (~—-—)==0H ﬂmtema(lab
¢ ridurrd alle 473 ' éditaziont seguenty :

,,_.( )dx,.,  die, = —( )dx;;.
dx;u,

- dx’,

a .dxu»=w = )-dxaz..--. dxf+s~-=='.-—v(-.—'—-');dxw

dx,

dx;_, = dF‘ dx,; N dx,,-_, = - (d‘ff" )dx,,- .
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fra le a2t—1  varabik

Xy - 79 9 eeseeces Xi kK Xidey 3 eseessece Xaj
e I’ equazione (a3) diverra |
df . 9 ar

Iy 9 . L.
xla_x—x‘fxzdxa*"“*x"'dxi_; * dxins I--*X,.dxd—o

Suppongasi aver ottenuto un valore £, che renda avverata
la precedente equazione, e contenga una delle varnabili indi-
pendenti che, per procedere ordinatamente, supporremo essere
la- x;;. Un integrale del sistema sard - f; = «,. Lo stesso
integrale pud anche- ottenersi seguendo il ‘metodo ordinaria-
mente in uso, di stabilire cioé colle 2i—3 equazioni del
sistema un’ equazione differenziale, generalmente del (ai-2)*=
ordine, della quale ottenuto un integral primo con una co-
stante arbitraria, passare coll’ eliminazione delle differenziali
all’ equazione finita (che indicherd ancora con f, = &,) col
soccorso delle stesse equazioni del sistema e de’loro successivi
differenziali. Cavato in ambi i casi dalla £, =@, il valore di
%, in funzione delle altre variabili, e posto nella x;— F, = o
s"intenda da essa dedotta la «x;_, = F.. Essendo questa
un’ equazione differenziale parziale mancante della vanabile
principale x e della variabile indipendente x.;, ridotta
la (22) alla

dx = 2,d%i4; + XadXigy e +=Xi_a@%si_ 2o+ xid%y; = Fadxs;_,

e stabilito il sistema (13), risultera dx;= o0, ossia x;= cost.".
Omessa nel sistenia -stesso I’ equazione contenente la dx,;, in
quanto la x,; manca nelle equazioni stabilite, il sistema si
ridurrd ad un numero 2i—4 di equazioni differenziali fra
le sole 2:—3 variabili

X1 o Xa 5 eesseene Xja 3 Xider 5 sevsvee X2ims X2ix
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rappresentato da '

dx. = (dx..... dxm.-l 4 dxid-t = "“( dx, )dxhi_x’

dxz = dF’ dxat_l 1 dxi#a .':B - ( Z—i’? )dxzi;l

dxi-o-n

FOXTXYYYYXYY

" ' dF, dF,
jlxn_z -—- dxzi_,g dts_, , dry_, = — dxi. dxs; _«
In forza di questo sistema la (22) sard espressa da

ar ., daf af df df __
7(; dxx ‘ E" *x"'dx‘-z+x'+'dx;.... “.*Xm—‘dxﬂ'-. =0
ovele X, , Xa, wiceenn X:i. somo ora le quantitd relati-

ve a questo sistema da non confondersi colle precedenti, ed
ove sard  X,;_, = t. Ottenuto un valore f. che la sod-
disfi, e contenga la varlabile indtpendente x.;_,, un
integrale del sistema precedente sark f, = a., il quale potrd
anche essere ottemuto -impiegando il citato mretodo general-
mente in uso deducendo dal sistema un’equaziome dell’ ordine
(26-4)™° fra due sole variabili, una delle quali sia la =x,;_,,
come si & sopra avvertito. Cavato dall’integrale f = «.,
ottenuto coll'uno o coll’altro de¢’dne modi, it valore della
variabile indipendente x,;_., e posto nella x;_, = F,, si
cavera dalla risultante equazione il valore di x;_. espresso
da x;_, = F;. Riguardata parimente questa espressione
come un’equazione differenziale parziale mancante delle varia-
bii - x, %, X:_,, edovele =x:, x;_, sl riter-
ranno per costanti, si otterra un altro sistema di 2:—6 equa-
zioni fra le 2i—5 variabili

Xi s Xay eeseenne Xi3 , Xidr y seveeees Xaing , Xai_a

App. Ef. 1848, ~ 18¢
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del quale ottenuto un integrale f3 = a3 contenente la «,;_,,
si procedera come si € sopra indicato. Continuando in tal mo-
do si giungera finalmente ad un sistema di due sole equazioni

dF;_,
dxi-!- b

. dFi_x

dxi-l-z )’ dxiw, = — dx,

dx, == dxi*x

fra le sole tre variabili x, , %i+;, Zi+a, del quale otte-
nuto un integrale fi_, = @;_, contenente in tal caso la
%Z;, si-avrl un numero =i—1 di equazioni integrali con
altrettante costanti, colle quali determinare le :—1 diffe-
" renziali parziai x,, %, .uee X, In funzione delle
variabili indipendenti. Posti gli ottenuti valori nella (36) e nella
F,, si otterra quella definitiva equazione che integrata con
un’ equazione unica e con una costante «; fornird la solu-
~ zione completa della proposta equazione. .

Quando I’ equazione (3), in cui alla x; siasi sostituita la
x, come si ¢ fatto in principio di questo paragrafo, oltre non
contenere la variabile principale mancasse di gia di qualche
variabile indipendente, per esempio, delle x,;, %a_., dal
sistema (13) risulterebbe dx; =0, dri_,=o0 1 cul
integrali Xi= 0, , Xi_y = & terrebber luogo degli
integrai f; = «,, fi = «, che sarebbonsi ottenuti. nel
caso che le varabili stesse x,; , x.,_, - non fossero man-
cate nella (3). Quindi la proposta, in cui sono da ritenersi co-
stanti le x;, x;_,,. sarh da riguardarsi come gia ridotta
alla x;_, = F3 che si tratterd col processo sopra indicato,
onde ottenere i restanti i—3 integrali. Il sistema degli
t— 1. integrali

=0, fi=o, [ =0, e fic: = ®%_,

che si ottenevano prima di tale restrizione, e coi quali si do-
vevano determinare i valori delle differenziali parziali

x, ) Xs ’ x3 9 eesssssese Xiot
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da sostituirsi nella (36), sard nel caso attnale rimpiazzato dal
sistema

Xi =0 , Xy = Q%a, [f3=="03 , eceeienee fimy = i_;.

Un caso analogo ci si € gid presentato nel trattare il 2.° esem-
pio del § 13, da cui si ottenne la soluzione completa (35). Ivi
~ infatti, la proposta mancando della variabile principale x3 e
delle variabili indipendenti =x;, x5, le differenziali parziali
rispetto a queste ultime risultarono costanti date da =z, =«, ,
%, = &3, e tali valori furono posti nella- F e nell’ equa-
zione differenziale ordinaria dalla quale con un’integrazione si
ottenne la soluzione completa.

14. Faceiasi per ultimo I’ applicazione al caso in cui la pro-
posta equazione (3) si riduca ad un’equazione differenziale
parziale lineare ed omogenea della forma (22), ove la f ¢
la variabile principale e le variabili indipendenti in numero
=ai sono le

Xy, Xa, X3, eveeree Xy Fider y eveesers Xaioy y - Faie
Rappresentate le differenziali parziali di 7 rispetto alle pre-
cedenti variabili indipendenti rispettivamente con
| Pis Pay D3y eoveeses Diy Pider s sosseses Paicy o Pai
la (232) diverra
Xy Pr -+ XaPa ot XsPs mim sssssss = Xy Pyt sesvve = XgiPai = @ - (37)

che, posta sotto la forma (4), ed avvertendo essere’ X =1,
sard espressa da

Psi = — lepx*xzpa"‘ soses -O-X'-P.-u-u-l-x,;_ tPai—1 z =F (38)
e la (5) diverra _
df = p,dx;+p,dx; s "’pidxi*"“""Pai-xdxa'i_.x"'Fdxai ’ (39)
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Quindi il sistema (13), (14) diverra

dF dF | \
"Tx:' )i‘t’z. ) dx. = - ( E )dx,;_'x,dx,; .
dF

by dn = — () ey = Yadua
(&) ~ (e P

dp, =

: dF
dpﬂ'—vl = 21:_,: dx,; , dxy_; = "‘(‘—#:——' d%s; == Xaiads;

df = 0, ossia f== cost.f

Le 2i—1 equazioni differenziali della a." colonna verticale
contengono soltanto le variabili indipendenti. Suppongansi otte-
nuti gl integrali e determinate con essi le 2i—1 variabili
in funzione di x,; e delle 2i—1  costanti arbitrarie
O 5, ®a ) eeeeeene @ni_:» A completare il sistema integrale si
esigerebbe , dietro il processo ordinario, di porfe tali valori
nelle equazioni della 1. colonna verticale del sistema (40), onde
ottenere da esse le altre  2i— 1 equazioni integralt. Sup-
pongansi ottenuti anche questi integrali e determinati col loro
mezzo i ‘valori delle 2i —1 differenziali parziali

Pi1 sy Pa sy P3 seeccsnse Pai—1
i quali risulteranno funzioni di =x,; e di 2i—1  costanti
Brs Bas e o Paiy olire le costanti @, , @, seerene %1

gia introdotte. Tali valori sarebbero da sostituirsi nell’equa-
zione B9, la quale, stante la (38), si ridurrebbe alla

df=Px(dxx"x:dxzi) *Pa(dxs"xad”ﬁ) """ "'Pa'_x(dxai...x"xai_ld”ai) (4‘)

Ma questa in forza della 2." colonna verticale e dell’ ultima delle
(40) ¢ avverata indipendentemente dai valort di p;, pa,eeePai_s.
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’integrali adunque della 1t coionna del sistema (4‘0) nulla
delle: costann Oy g ey e a,;_, j espressx, .COme. . s; é,
detto, per le vanab;ll indipendenti saranno .altrettanti ,valori,
di. f fra loro indipendenti ‘ed :espressi rispettivamente .da

fis fary seeeeie fois:  che soddisfano alla proposta (37) ed,
all’ nltima delle (40). Dovendo infatti essere: df == 0, ossia,
= cost’, la (41) diventa = - A

( —Px(dxx - X dxm) *Pa(dxa“xadxzs) o "'};zg'_ z(d”u._ 1xzi;..x d-'—le)

Ia quale essendo soddisfatta per le equazmm differenziali’ della’

.* ‘colonna, lo sarh parimente per le equazioni mtegrah Vale a'
dn'e che la (42), non contenendo le costanti, sara’ soddisfatta
da quel sistema di equazioni che nascerd esprimendo tutte le
costanti in funzione delle variabili, e tali valori delle costanti
saranno i valori fi, £fi, ceen 'f;;_, che- soddisfano lé'
proposta. - ~

Risulta quindi che cavati dagl’integrali delle equazxom della 2.*

colonna verticale i valori delle costanti arbitrarie «, , &a, ... % _;
in funzione delle variabili ed eguagliaté 'nspettlvamentie ‘alle
fis fa Iy saranno queste ‘altrettante soluzioni-della
proposta Risulta inolre dall’ultima delle (40) cioé dalla
=0, essendo @, wun altra costante , che se si- poxie

a,, _.(P(a, s O s O3 . sedieers oc,._,) :

essendo ¢> una funzione arblt.rana, la soluznone generale della
proposta sard data da

= ¢(fl ’ f; ’ ' aassadne fm-v) ' (43)

Egli ¢ per quesn riflessi che nel §1a, art.Ill, ed in quelh
dell’ attuale articolo si sono agl’integrali del. sistema - sostituiti
2t—1_valori'di / che soddisfano alla (22) e poste le relaziomi

(42)
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’ fy = ¢! 'Y f;v I Og g eesdesen fm‘é_xi == Ruf i ¢
etendo &, , @5, i Ba_y  cOBtNt drbitrarie, & sowo
sostituite fe precedenu equa‘zxom agh equivalenti imregfah del
smenia di equazioni differenziali ovdinarie. ‘

“‘Non & superfluo I’ avvertire che e fosse proposto un sistema
di ‘equazioni differenziali ordinarie costituita dalla 2" colonna:
verticale delle (40), e si conoscesse il valore : dit una: qualun=
que delle funzioni £ soddisfacents la"(37), -ossin un ifvtegrale
f; = « del sistema stesso, sarebbero note le relative diffe-
renziali parziali P, , Pa, e Paig, 1 cui vdlori so-
stituiti nella. (41). ridurrebbero il di.lei 2.° membro una diffe-
renziale esatta, giacché in forza della ‘stessa (37) esso diver-
rebbe eguale alla differenziale totale della stessa funzione
impiegata £. Deriva quindi spontanea la consegnenza, che
i diversi sistemi di valori delle” p.., Pay covies Paies; . Ti-
sultanti dalle £ per tatti-i valoridi- j=1, 3, 3,...20—1,
o dalla f data pit generalmente dalla (43) e soddisfacenti la
€37) s costituiscono altrettanti sistemi di .Moltiplicatori che , ap-
plicati_alle proposte equazioni differenziali ordinarie, forniscono,
colla Joro somma una espressxone differenziale esatta. -

Dai- precedenti, paragrafi si rileva. finalmente che comunque
s proceda alla ricencar di, un. integrale complete di una pro-
posta. equazmne d.\iferenzxale paraiale (3), il fondamento di ogni
soluzione & sempre il sistema ausiliario (1 3), (14) dotato della
duplice proprietd; e.di. fornire il sistema integrale dell’equa-
zione a differenziali ordinarie (5).soggetta a condizioni parti-
colari che la distingnono dalla generale (1), e di prestarsi alla
ricerca della soluzione completa dell® equaznone differenziale
parziale da cui la stessa (5) deriva. Le diverse soluzioni che
si ottengono in questo secondo caso dal citato sistema ausi-
Bario non differiscono, come si & veduto, che per’ semplici
modificazioni nel modo di trattare le equazioni differenziali del
sistema stesso, onde giungere allo scopo che si ha di' mira.
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OSSERVAZIONI DI NETTUNO

FATTE
AL CIRCOLO MERIDIANO DI STARK

DA

ROBERTO STAMBUCCHI.

—— @ —ee

Nel 9 ottobre 1846 giunse a questo Osservatorio I’avviso
della scoperta del nuovo pianeta Nettuno. Nelle sere dei giorni
9 e 10 gli Astronomi Carlini, Frisiani e Colla ne hanno de-
terminata la posizione col mezzo del settore equatoriale, e
nella sera del giorno 11 ho incominciato le osservazioni al
circolo meridiano, le quali stante il continuo cattivo tempo si
limitano alle seguenti.

Ascensione Declinaz. australe apparente
retta corretta
apparente. dalla rifrazione.

1Y o
Ottobre 11 (21 52 1,87 13°30 35,5

13 51 57,42 nuvolo e e s e e
Novembre 6 51 19,22 34 16,1
7 34 184
8 34 11,7
12 34 2,7
13 33 58,5
14 33 54,5
15 33 49,6
16 5,30 33 424
17 33 36,8
23 37,39 deboliss,® 32 34,1
27 47,57fr¢lcnubi . 31 41,0
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